UNIDADE III - Elementos de probabili
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3.1.3. Conceitos de probabilidade
3.1.4. Teoremas para o cdlculo de probabilidades

3.1.5. Probabilidade condicional e independéncia
3.2. Variaveis aleatorias
3.2.1. Introdugdo e conceito
3.2.2. Variaveis aleatérias discretas
3.2.3. Variaveis aleatérias continuas
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Por que a varidvel é denominada aleatéria?
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Porque seus valores ocorrem de forma aleatdria ou probabilistica.

Uma das mais importantes maneiras pelas quais a aleatoriedade nos afeta é
por meio de sua influéncia nas medigdes.

Por exemplo, quando um professor avalia um trabalho de um aluno a nota ndo
é uma descrigdo do grau de qualidade do trabalho, mas uma medigdo dessa
qualidade. Nesse caso, o instrumento de medigdo € o professor, e a avaliagdo

de tal profissional, como qualquer medigdo, estd sujeita a variagdes e erros
aleatdrios.

A incerteza da medigdo € ainda mais problemdtica quando a quantidade
medida € subjetiva.

Para entender as medicdes é fundamental conhecer a forma como os dados
estdo distribuidos.

As medidas descritivas sdo uma ferramenta essencial para obter essa
informagado.
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Outro exemplo: suponha que 15 endlogos vdo avaliar um vinho.
Situagdo 1. Os 15 endlogos concordam que a nota do vinho é 90.
Situagdo 2. Os endlogos expressam as notas 80, 81, 82, 87,

89, 89, 90, 90, 90, 91, 91, 94, 97, 99 e 100.

Uma das maneiras de gerar um ndmero Unico a partir de uma série de

medigoes discordantes € calcular a média. Assim, podemos resumir as

opinides utilizando a média das notas atribuidas ao vinho. Mas essa
informacgdo é suficiente?

Os dois conjuntos de dados fem a mesma média, mas diferem no quanto
variam a partir dessa média.

O desvio padrdo caracteriza o quanto um conjunto de dados se aproxima
da média, o que também pode significar a incerteza dos dados.

Na situagdo 2, o desvio padrdo € 6 e o que podemos realmente dizer
sobre o vinho € que sua nota provavelmente se situe entre 84 e 96.
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Notamos assim que a aleatoriedade (os erros aleatérios) gera
variabilidade.

A Estatistica busca a reqularidade presente na variabilidade.

Esta reqularidade permite que as varidaveis aleatérias sejam

representadas por modelos matemdticos, que sdo denominados
distribui¢coes de probabilidade.

As distribui¢cdes de probabilidade constituem a espinha dorsal da
metodologia estatistica, pois € com base nesses modelos que a
Estatistica cria técnicas que possibilitam tomar decisdes vdlidas
apesar da variabilidade e na presenga de incerteza.

Na pesquisa cientifica o pesquisador precisa fomar decisoes
e obter conclusoes na presenca de variabilidade.
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3.3 Distribuigoes de probabilidade

O que é uma distribuigdo de probabilidade?

Uma distribui¢do de probabilidade é essencialmente um modelo
de descrigdo probabilistica de uma populagdo.

= Populagdo estatistica € o conjunto de todos os valores de uma
varidvel aleatéria.

X = Ndmero de bolas preTas/ Populagdo estatistica

X=X 0 1 J% 3
P(X=x) 1 06 031

Distribuigdo de
probabilidade
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= Populagdo e distribuigdo de probabilidade — indissocidveis

= Distribui¢do de probabilidade — modo como as probabilidades
se distribuem aos valores

O Distribuigdes de probabilidade: sdo modelos matemdticos

para descrigdo probabilistica da ocorréncia de valores de
uma varidvel aleatéria.

Os modelos tém aplicagdes gerais e sdo individualizados
através dos pardmetros.

D Pardmetros: caracterizagbes huméricas que permitem a
individualizacdo de um modelo em determinado contexto
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No estudo de uma varidvel aleatoria é importante saber:

1. O tipo de distribuigdo, que é determinado pela fungdo de
probabilidade ou densidade da varidvel

X 3-X
P(X=x)= 76363 , para S, ={0, 1, 2, 3}

10

f(x) =2e™* , para Sy=[0, )

2. Os pardmetros da distribuigdo

3. As medidas descritivas da distribuicdo (média, variancia,
assimetria)
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Distribuigoes discretas —

1. Distribuigdo de Bernoulli
. Distribuigdo Binomial
. Distribuigdo Hipergeométrica
. Distribui¢do de Poisson

. Distribuicdo Geométrica

. Distribuigdo Binomial Negativa

2
3
4
5. Distribuicdo Multinomial
6
7
8. Distribui¢do Hipergeométrica Negativa
9

. Distribuicdo Uniforme
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Distribuigdes continuas

1. Distribuicdo Uniforme
2. Distribuigdo Normal
* Distribuigdo Normal Padrdo
3. Distribuicdo Gama
4. Distribuigdo Exponencial
5. Distribuicdo Beta
6. Distribuigdo Loghormal
7. Distribuicdo Seminormal
8. Distribuicdo Weibull
9. Distribuicdo Gumbel

WE
T X
i
1
o
Syo1as®

#s.gras™

Profa. Clause Piana



S

\VE
=’
”
-
¢
o
Syo1as®

3.3.1 Distribuigdes de probabilidade de variaveis discretas
3.3.1.1 Distribuigdo de Bernoulli

#s.gras™

Deduzida no final do século XVIT pelo
matematico suico Jacob Bernoulli.

Definigdo: Modelo que descreve
probabilisticamente os resultados de um
experimento de Bernoulli.

O experimento (ou ensaio) de Bernoulli é
definido como o experimento aleatdrio que

J&Z‘f; '%elr;‘ggl)'i possui apenas dois resultados possiveis.
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Experimento: Uma semente € colocada para germinar
S = {germinar, ndo germinar}
Consideramos um dos resultados como sucesso:

sucesso = germinar
fracasso = ndo germinar

Definimos a varidavel X como nimero de sucessos em uma
repeti¢do do experimento.

X = nimero de sucessos

X 0 , se ndo germinar
= 4

| 1, segerminar Sx={0.1}
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Se for conhecido o poder germinativo do lote de sementes,

por exemplo, 877%, podemos concluir que a probabilidade de a
semente germinar € 0,87.

O evento {ndo germinar} € complemento do evento {germinar},
entdo sua probabilidade sera 1-0,87.

X = x o) 1 2
P(X=x)| 013 087 1
[ I
probabilidade | | probabilidade
de fracasso de sucesso
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n = probabilidade de sucesso

1-n = probabilidade de fracasso

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X € uma variavel que tem distribuigdo
de Bernoulli, sua fungdo de probabilidade sera:

X =x 0 1 2

PX=x)| 1-n

T 1

Representagdo

tabular
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Representagdo analitica

P(X =x) :@(1 —m)™, para s, ={0, 1}
I

pardmetro

Parametro

A distribui¢do de Bernoulli tem apenas um parametro

n = probabilidade de sucesso
X ~ Ber (x)

X tem distribuicdo de Bernoulli com pardmetro =
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Medidas descritivas

* Média ou valor esperado

E(X) = u= Y xp(x)

XeSy
X = x 0
Para S, = {0, 1} POX=x) | Ln

E(X) = p=D> xp(X) =0x(1-n)+Ixn=n

XESX

Teorema: E(X)=p=x
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¢ Varidncia
V(X) = 62 =E(X?%)-p°

X = x 0 1 >
PX=x)| 1= T 1

Para S, = {0, 1}

E(X?) = > x*p(x) =0*x(1-n)+Bxn=m

XESX

V(X) = o2 ZE(XZ)—MZ:TC—TCZ =n(l-n)

Teorema: V(X)=c%=n(1-n)
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¢ Coeficiente de assimetria

Teorema: a; = (1-m)-_m
- \/71'(1 — 1) < desvio padrdo

(1-n) <= (I-n)==x (1-n) > n
p(x) 1 p(x) 1 p(x) A
06 ° 06 06¢
] ®

0,4¢ 0,4 0’4 ®

0,2 0.2 0,2

€0 O > 0 O «—0 O

0 1 X 0 1 X 0 1 X
Assimétrica negativa Simétrica Assimétrica positiva
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Demonstracdo:
M3

Ha M2
w, =E(X?)-p? =n-n° =n(l - n)
uz =E(X?)=3uE(X?)+2u® =n - 3nn+2n° = n - 3n° + 2n°

03:

2 3
a; = m—3n° +2n 1—3n+2nzm
n(l—m)yn(l - ) 147 1-2n
B n(1-3n+21°) ~2n+2n°
n(l- TE)\/R(I — 1) 2n - 27"

_ (1-3n+27%) _ (-md-2n  (d-2m) _ (1-2m
I-myrl-m (A-myrl-n Jrl-n) Jrl-m)
(1-m)-m

\/7'5(1 o TC) Profa. Clause Piana
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3.3.1.2 Distribui¢do binomial

Definigdo: Modelo que descreve probabilisticamente os resultados de
uma sequéncia de experimentos de Bernoulli independentes entre si,

ou seja, onde a probabilidade de sucesso é constante em todas as
repeti¢coes do experimento.

Se X=Y+Y,+..+Y,
onde: Y, ~ Ber (%),
Y:s sdo independentes;
entdo, a variavel X tem distribuicdo binomial.

Distribuigdo binomial = processo finito de Bernoulli

= n experimentos de Bernoulli independentes, com probabilidade
de sucesso n constante para todos eles

E importante no contexto de amostragem com reposigdo
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Experimento: Em uma estancia 60% dos bovinos foram vacinados =
contra uma determinada doenca. Se um bovino dessa estancia é

escolhido ao acaso e sua situagdo em relagdo a vacinagdo é registrada,
temos um experimento de Bernoulli, com

S = {vacinado, ndo vacinado}

p(vacinado) = 0,6
p(ndo vacinado)=1-0,6 =04

Se trés bovinos sdo escolhidos, um a um, e o resultado é registrado,
temos uma sequéncia de trés experimentos de Bernoulli

independentes, pois, a cada escolha, a probabilidade de sucesso
permanecerd inalterada.
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e =238 V = vacinado B
C e T N = ndo vacinado

S ={VVV, VVN, VNV, NVV, NNV, NVN, VNN, NNN}

Sucesso = vacinado

A varidvel X é definida como o nimero de sucessos em n experimentos
de Bernoulli independentes, com probabilidade de sucesso igual a .

n=3 e n=0,6
5,=10,1,2, 3}

Qual é a fungdo de probabilidade P(X=x) associada a varidvel X?
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S ={VVV, VVN, VNV, NVV, NNV, NVN, VNN, NNN}
S, ={01.2,3)}
P(X=x)=?
P(X=0)=0,43= 1 xn%x (1-n)3=0,064
P(X=1)=3x0,6!x042 =3 xnrlx(l-n)2=0,288
P(X=2)=3x0,62x 04! =3 xn2x (1-n)=0432
P(X=3)=063=1xn3x(1-n)=0,216

Como podemos determinar de quantas maneiras diferentes teremos
X sucessos e 3-x fracassos?

X,3-X _ 3! ~ . oo
= (3_x) LPermutagdo com repetigéo
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Representagdo tabular

X =x 0 1

P(X = x) | 0,064 | 0,288

0,432 | 0,216

Representagdo analitica

P(X = x) =P**0,6*(1-0,6)*™ , para Sy = {0, 1, 2, 3)

N

Numero Probabilidade
de casos de um caso
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Qual € a fungdo de probabilidade P(X=x) associada a varidvel X?

P(X=0) = P0% 0 (1-n)3
P(X=1) = P}* n! (1-n)?
P(X=2) = P! n2 (1-n)!
P(X=3) =P} 3 (1-n)°

P(X = x) = P (1 - m)*™
P(X = x) = P*" X (1 — )"

|
\ pX.n-x _ n

" xl(n - x)!
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Representagdo tabular

. ety |
#s.gras™
X =x 0

P(X =x)| 0064 | 0288 | 0,432 | 0,216

Representagdo analitica

P(X =x)=P**>0,6*(1-0,6)°>*, para S, = {0, 1, 2, 3}
Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel que tem distribui¢do binomial,
sua fungdo de probabilidade sera:

P(X=x)=P*"*n*(1-m)", para S» = {0, 1, ..., n}
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711 =p (p+q)" <« Bindmio de Newton
“T=( 0 4,00
repetigoes = n (p+q)" =1p"q" =1
(p+q) =1p'q° +1p°q’
(p+q)° =1p°q° +2p'q' +1p°q°
(p+q)° =1p°¢° + 3p°q’ +3p'q® +1p°q°

P(X=0)=17°(1 - xn)3
P(X=1)= 3 n! (1 - n)?
P(X=2)=3n2(1-n)!
P(X=3)=1#n3(1-n)°
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(p + q)” « Binomio de Newton \
0 _1p°q° o
(P+q)" =1p'q
(p+q) =1p'q° +1p°q’
(p+4q)° =1p°q° +2p'q’ +1p°¢°
(p+q)° =1p°q° +3p°q" +3p'q® +1p°q’
(p+9q)* =1p*q° +4p°q' + 6p°q® + 4p'q’ +1p°q*
(p+q)° =1p°q° +5p*q' +10p°q® +10p°q® + 5p'q* +1p°q’

W

Coeficientes

\

Permutagdo com repeticdo

n=1— Distribuicdo de Bernoulli RS

nl
X,n-x __
P,

x!(n —x)!
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(p + q)” « Bindomio de Newton

0 0.0 %5
(p+q) =1lpq =1
(p+q)' =1p'q° +1p°¢’

(p+q)° =1p°q” +2p'q’ +1p°q°
(p+q)° =1p°q° +3p°q' +3p'q* +1p°q°
(p+q)* =1p*q” +4p°q +6p°q* + 4p'q’ +1p°q"
(p+q)° =1p°q° +5p*q' +10p°q® +10p°q® +5p'q* +1p°q’°

1 1
Tridngulo de Pascal

1 Q@+ 1
A+H® 4 1
1 ® 10 10 5 1
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Parametros

P(X =) =" (m (1 - =)

parametros

A distribuig¢do binomial tem dois pardmetros:

n = nimero de repetigdes do experimento de Bernoulli
n = probabilidade de sucesso

X ~ Bin (n,n)

X tem distribuigdo binomial com pardmetros ne =«
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Medidas descritivas

Bernoulli
* Média ou valor esperado E(Y)=n

E(X) = u= 3 xp(x)

X=Y+Y,+..+Y
ECO)=EY,+Y, +...+Y.)
E(X) =EM)+EM,)+...+E(Y,)

E(X)=nt+Tmt+..4+7T =nnx

Teorema: E(X)=p=nn
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Variancia Bernoulli

V(X) = o2 =E(X*)-p° 58//3 z 772(1'%)

X=Y+Y,+..4Y,
VX)) =V, +Y, +...+Y.)
VX)=VMY)+V(Y,)+...+V(Y,)
VOO =n(l-m)+n(l-n)+ .. +n(l-7) =nm(l-m)

Teorema: V(X)=oc?=nn(1-n)
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+ Coeficiente de assimetria

#5.grAs™

a, = M3
M2+ Ha
Teorema: a; = (-m)-m

\/n (1 - )« desvio padrdo

Interpretagado:

Se n <(1-x), a distribuigdo binomial € assimétrica positiva
Se nt =(1-n)=0,5, a distribuicdo binomial é simétrica
Se n >(1-n), a distribuigdo binomial € assimétrica negativa
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* Coeficiente de curtose

My

A =—
Ho
Teorema:

Se a,<3, a distribui¢do binomial € platicirtica
Se a,=3, a distribuigdo binomial ¢ mesocurtica
Se a,>3, a distribui¢do binomial é leptocirtica

Excesso de curtose

9376

HHOOMNW
N o, L8]

1]

3. 1-6n(1-n) i:
nn(l-n)

Excesso de curtose  °f
ou curtose de Fisher -:}

a,
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No exemplo:

Cdlculo das medidas utilizando as expressdes gerais:

X = x 0 1 2 3 >
P(X=X) 0064 | 0,288 | 0,432 | 0,216 1

E(X) = u= 3 xp(x)

XESX

E(X)=u=0x0,064+1x0,288 +2x0,432+3x0,216=1,8

V(X) = 62 =E(X*)-pn*=324-182=072

E(X*)=0°%x0,064 +1°x0,288 +2°x0,432 +3°x0,216 =3,24
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Utilizando os teoremas: X ~ Bin (h=3, n=0,6)

E(X)=nnt=3x0,6=1,8 bovinos vacinados
Significado: Se o experimento (escolher trés bovinos) for repetido um

grande nimero de vezes, o niimero médio de sucessos (bovinos vacinados)
obtidos nesses experimentos serd 1,8.

V(X) = nn(1-7) = 3x0,6x0,4 = 0,72 bovinos vacinados?
c=+V(X)=.0,72 =0,8485 bovinos vacinados

Significado: Se o experimento for repetido um grande nimero de vezes,

a variagdo média do nimero de sucessos em torno do valor esperado serd
de 0,85.
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A distribuigdo € assimétrica negativa.

Significado: As chances para os valores maiores que a média (1,8) sdo
maiores que para os menores.

p(x) ¢} 1-67t(1-7c)
a,= 3+

05 ! nr(1-m)

0.4 ° 1-6x0,6x0,4
a,= 3+

03 . 3x0,6x0,4

0.2 o 042 3—0,61:2,39

o1 [ A distribuicdo é platicirtica.

«—0 O O O >

0 1 2 3 X
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Distribuigdo binomial

PX=x)=P*"*n*(1-n)"™, para S, ={0,1, ..., n}
h=1

P(X = x)=P*"™ n*(1— )"
P(X = x)=n*(1—n)"™

Distribuicdo de Bernoulli
P(X=x)=m*(1-n)"™

Verifica-se que a distribui¢do de Bernoulli pode ser considerada
um caso particular da distribui¢do binomial onde n=1.
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1. Distribui¢do de Bernoulli

Descreve probabilisticamente experimentos aleatérios que
possuem apenas dois resultados possiveis.

X= ndmero de sucessos

S, ={0, 1}
Fungdo de probabilidade

P(X=x)=m*(1-n)"™

Parametro: = = probabilidade de sucesso
Medidas descritivas

E(XX)=pu=n

V(X) = c%=n(1- n)
q (l-m)-m

3 \/n(l—n)
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2. Distribui¢do binomial

/4 A . . EY W
Descrigdo probabilistica de uma sequencia de experimentos de b
Bernoulli independentes.
Importante no contexto de amostragem com reposigdo

X= ndmero de sucessos S, ={0, 1, ..., n}
Fungdo de probabilidade

P(X = x) = X" 1 (1 — )"

Pardmetros: n = nimero de repetigdes do experimento
. = probabilidade de sucesso
Medidas descritivas

(l-m)-m
E(X)=pn=nn \/nn(l )
V(X) = 62 = nn(1-x) 034 1-6n(1-n)
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