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Variavel aleatoria

Definicdo: E uma funcdo (ou regra) que transforma um espago

amostral qualquer em um espago amostral numérico, que serd
sempre um subconjunto do conjunto dos ndmeros reais.

( Discretas
Varidveis aleatdrias -

| Continuas
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3.2.3 Variaveis aleatorias continuas
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Definigdo: Sdo continuas todas as varidveis cujo espago amostral S,
é continuo ou ndo enumerdvel.

= Se X é uma varidvel aleatéria continua, X pode assumir qualquer
valor num intervalo [a; b] ou ho intervalo (-o0;+w®).

= O espago S, serd sempre definido como um intervalo do conjunto
dos reais, sendo, portanto, um conjunto infinito.

Exemplos:

¢ tempo que uma pessoa espera numa fila
¢ peso da produgdo de uma planta
¢ estatura de uma pessoa

¢ produgdo de leite de uma vaca
¢ quantidade de chuva que ocorre numa regido
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1. Fungdo densidade de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria continua e Sy o seu espago

amostral. Uma fun¢do f associada a varidvel X é denominada fun¢do
densidade de probabilidade (fdp) se satisfizer duas condigoes:

1. f(x) 20, V xeSy vns  F):R-SR?

4

»

f(x)

»
»

-0 Y

0L

Dominio Contradominio

Espago amostral de X: Intervalo [0, +0)
intervalo (-oo; +o).
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f(x) = 3x

1 f(x=0)=3x0=0

f(x:Z) =3x2=6

< Area do tridngulo

2
j f(x)dx = drea sob a fungdo no intervalo [0; 2]
0

Profa. Clause Piana



1. Fungdo densidade de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria continua e Sy o seu espago

amostral. Uma fun¢do f associada a varidvel X é denominada fun¢do
densidade de probabilidade (fdp) se satisfizer duas condigoes:

1. f(x)2 0, V xeS,

Esta drea corresponde

2 [foadx=1 — a probabilidade de um
ij (x)ax PIXESy) ¢mm valor de X pertencer

I ao espago amostral S,

A integral da diferencial da fungdo f(x) fornece a
drea sob a fungdo no intervalo S,
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1. Fungdo densidade de probabilidade
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Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria continua e Sy o seu espago

amostral. Uma funcdo f associada a variavel X é denominada fungdo
densidade de probabilidade (fdp) se satisfizer duas condigoes:

f(x)1
1. f(x)2 0, V xeS,

2. jf(x)dx =1
Sy

§; X
Fdp é toda a fungdo que ndo assume valores negativos, ou seja,
cujo grdfico esteja acima do eixo das abcissas, e cuja drea

compreendida entre a fungdo e o eixo das abcissas seja igual a um
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Exemplo 1

Seja a fungdo f(x) = 2x, no intervalo Sy = [0,1]. Verifique se f(x) Do
é uma fungdo densidade de probabilidade.
f(x) 4 Primeira condigdo: f(x)=0, V xeS,
2
f(x) = 2x
f(x=0)=2x0=0
f(x=1)=2x1=2
1
Todos os valores da fungdo f(x) sdo
ndo negativos no intervalo de O a 1.
1 X Segunda condigdo: | f(x)dx =1
Sx

Sy
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Segunda condigao: I f(x)dx =1
Sx
F(x) &

, bxh 1x2
A : =
rea > >

=1

A area sob a fungdo f(x) no
intervalo Sy, que equivale a

P(XeSy), € igual a 1.

A funcdo f(x) = 2x, no intervalo
Sy =[0, 1] € uma fungdo
* densidade de probabilidade!!
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Seja A=[0, 1/2], qual é a probabilidade de ocorrer o evento A? AN

F(x) &

2

Probabilidade = drea

Area: bxh 1/2x1 1
2 2 4

P(0O<X<1/2)=1/4
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Exemplo 2:

Seja a fungdo f(x) = 6x-6x2, no intervalo S, = [0,1]. Verifique se
f(x) € uma fungdo densidade de probabilidade.

Primeira condigdo: f(x)=0, V xeS,

Determina-se o valor de X que corresponde ao ponto critico,
derivando a fungdo e igualando a primeira derivada a zero.

f'(x)=6 -12x
0=6-12x
6 1 L.
X = % = > < valor que corresponde ao ponto critico
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Derivando a fungdo pela segunda vez, determina-se se o ponto
critico € de maximo ou de minimo.

f'(x)=6-12x
£1(x) = —12 se f"(x)<0 — ponto de mdximo

se f"(x)>0 — ponto de minimo

#s.gras™

A fungdo f(x) = 6x-6x2 tem ponto de maximo.
Tragar o grafico:
f(x)

f(0) = 6x0-6x02 =0

f(1/2) = 6x1/2-6x(1/2)? = 3/2
| f(1) = 6x1-6x12=0

Todos os valores da fungdo f(x) sdo
X ndo negativos no intervalo de O a 1.

Profa. Clause Piana



Segunda condigdo: j f(x)dx =1
Sx

Para obter a drea sob a
pardbola é necessario integrar!
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f(x) = 3%, para a<x<b f(x) = 6x-6x2, para a<x<b

f) 1 £x) 4
«—— Area do Area da
trapezio pardbola
0 a b x 0 . 5 >
X

b .
I f(x)dx = Area sob a fungdo no intervalo [a; b]
a

O

“N\VER Sy
nyy
]
(g'..‘.;
q
o
Syo1as®

#s.gras™

Profa. Clause Piana



Integral definida

Se f € uma fungdo de x, entdo a sua integral definida € uma integral

restrita a valores em um intervalo especifico, por exemplo, a < x < b.

O resultado é um nimero que depende apenas de a e b, e ndo de x.

Teorema Fundamental do Calculo

Se f(x) é uma fungdo continua no intervalo [a, b] e temos uma
fungdo F(x), tal que F'(x) = f(x), entdo F(x) € chamada primitiva ou
anti-derivada de f(x). Nesse caso,

b

j fx)dx = [F)[= =F(b)-F(a)

a
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Entendendo a integral como processo inverso da derivada:

primitiva

}
b
j f(x)dx = [F(x)° =F(b)—F(a)

i n’regrandaJ

A primitiva F(x) € a fungdo cuja derivada € a integranda f(x).

F'(x) = f(x)
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Entendendo a integral como processo inverso da derivada:

integragao

derivacao

Como encontrar a primitiva?

Integranda Primitiva
" Xn+1
f(x)=x F(x)=
n+1
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Algumas propriedades da integral

1. A drea num ponto a € igual a zero, ou seja
a

jf(x)dx oy

2. Seb é um ponto entre a e c, entdo

Cc

b c
j (x)dx = j F(x)dx + ! (x)dx

a

3. O fator constante k pode ser retirado do sinal de integragdo, ou seja
b

j kf(x)dx = kj)-f(x)dx

a

4. A integral definida da soma (ou da diferenga) de fungdes € a soma
(ou a diferenca) das integrais definidas, ou seja

j [F(x)+g(x)]dx = j f(x j g(x)dx

a
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Segunda condigdo: j f(x)dx =1

1
Area: j(éx — 6x° )dx
0
1
= | 6X
0

dx — jéxzdx 6jxdx 6jx2dx

A drea sob a fungdo f(x) no intervalo Sy, que
equivale a P(XeS,), € igual a 1.

A fungdo f(x) = 6x-6x2, no intervalo S, =[0, 1], é
uma fungdo densidade de probabilidade!
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Importantelll

No caso de varidveis continuas, as representagoes
a<x<b, a<x<b, a<x<b e a<x<b sdo todas equivalentes,
pois a probabilidade num ponto, por definigdo, € nula.

Seja o evento A={x; x=a}. Entdo,

P(A) = j f(x)dx = j f(x)dx = F(a)~F(a) =0
A a
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2. Fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatoria continua e Sy o seu

espago amostral. A fungdo de distribui¢do, denotada por F(x)

ou P(X<x), € a fungdo que associa a cada ponto xeSy a
probabilidade P(X<x). Desta forma, tem-se

F(x) = P(X<x) = |f(f)df. paraSy=[a, b]

Sendo Sy =[a, b], entdo

F(a)=P(X<a)=0
F(b)=P(X<b)=1
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Exemplo 1:

F(x) &

F(x) = x°

f(x) = 2x, Sy =[0,1]

F(x)= ]if(’r)d‘r
= I 2tdt
0

%]

A fungdo de probabilidade acumulada é a primitiva de f(x).
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Exemplo 11 f(x) = 2x, Sy =[0,1] ’-#W:\-"’
F(x) &
Z

0 1/2 ]

A=[0, 1/2]
B=[1/2, 1]
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Exemplo 1

S

f(X) = ZX’ SX :[0'1] .:?S-BRAS\\'.
F(x) 4

F(x) = x°
2

F(1/2)=P(X <1/2)=(1/2) =1/4

P(A) = F(1/2)=1/4

P(B) = 1 - F(1/2)
=1-1/4=3/4

0 1/2 1

A=[0, 1/2]
B=[1/2, 1]
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Grafico da fungdo densidade de probabilidade

f(x) = 2x, Sy =[0,1]

f(x) 4

2
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Grdfico da fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada

F(x) = x°

F(x) 1 -
0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
0,4 -
0,3 -
0,2 -
0,1 -

A fungdo F(x) expressa a probabilidade da varidvel X assumir um valor
menor ou igual a x - P(X<x)
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

F(x) =3x*-2x°

Fix) = [ f(rdt

O X O % X

(61— 612 |dt

6tdt — | 6t°dt

O ) X

=3x°%-2x°

2 1% 37X
7,45
2 0 3 0
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

172 34 1

A=[1/2, 3/4]

VEDER,,

%

WWIVER Sy
Yy
]
ﬁ‘-\p
q
o
Syo1as®

#s.pras™

Profa. Clause Piana



Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

P(A)

172 34 1

*

A=[1/2, 3/4]

F(x) = 3x* -2x°

F(1/2)=3(1/2y -2(1/2)
=3/4-1/4=1/2

F(3/4)=3(3/4) -2(3/4)
=27/16-27/32

- 54-27 27
- 32 32

P(A) =F(3/4) -F(1/2)
=27/32-1/2

27-16 11
_ _ 20344
32 32 073
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Grafico da fungdo de probabilidade acumulada

F(x) =3x° -2x°

F(x) 1 - o

0,9 - /"
0,8 - /

0,7 Iy
0,6 -
0,5 -
0.4 - fﬁf
0.3 1 4

0,2
/

D_,l N _.-""-..

ﬂ -
o 0.5 1 X

A fungdo F(x) expressa a probabilidade da varidvel X assumir um valor
menor ou igual a x — P(X<x)
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Medidas descritivas

0O Média ou valor esperado

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria continua e Sy o seu espago amostral.
O valor esperado de X, denotado por E(X) ou p, serd dado por

E(X)=pn-= J‘xf(x)dx
Sy
O Varidncia

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria continua e Sy o seu espago amostral.
A variancia de X, denotada por V(X) ou ¢?, sera dada por

VX) =c? =E(X—p)? = [ (x—p)2f(x)dx
%

V(X) =62 =E(X?)—p? = j x2f(x)dx |2
| Sx

(Formula de definicdo)

(Férmula pratica)
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0O Momentos, assimetria e curtose

Momentos ordindrios

¢ Primeiro momento:

w, =E(X)= jxf(x)dx
Sx
¢ Segundo momento:

w, = E(X?)= szf(x)dx

Sx
¢ Terceiro momento:

uy =E(X3)= Ix*”f(x)dx

Sx
¢ Quarto momento:

= E(X*)= [x“F(x)dx

Sx
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0O Momentos, assimetria e curtose

Momentos centrados na média
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¢ Segundo momento:

i =E(X-p)? = [ (x—p)?*f(x)dx  (Férmula de definigdo)
5
n, = E(X?)—pé = szf(x)dxluz (Férmula pratica)
Sy

¢ Terceiro momento:

n3 =E(X-p)* = [ (x-*f(x)dx  (Férmula de definigéo)
Sy

uz = E(X?) - 3uE(X®)+2p°

_“ x3f(x)dxj3u{jx2f(x)dx]+2u3 (Férmula prdtica)
S S
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* Quarto momento:

g =E(X—p)* = j (x-w*f(x)dx  (Férmula de definicdo)
Sy

n, = E(X*)—4uE(X®) + 6p°E(X?)-3u*  (Férmula prédtica)

_ { jx“f(x)dx} —4{ | x*’ﬂ‘(x)dx} + em{ | xzf(x)dx} ~3p*

Coeficiente de assimetria: 4; = Hs
Mo+ Mo

Coeficiente de curtose: a, =

U
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descritivas discreta continua
Média n=E(X)= > xp(x) n=EX) = [ xf(x)dx
xeSy Sx
Varidncia | o® =E(X-p)* = D (x—p) p(x) 0* =E(X-n) = | (x—n)* f(x)dx
XSy Sy

Desvio padrado

Momentos

Assimetria

Curtose

——
W =E(XT) = Y " p(x)

xe5,

n,=EX-p) = Z (x — ) p(x)

X=5y

L3
Ha /M2
_Ha
b3

Cl3=

Q4

/2
C=VO

u, =E(X")= Ix"f(x)dx

Sx
H3
Q=——c
Lo /U2
Hq
04 - 5
ps
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Exemplo 11 f(x) = 2x, Sy =[0,1]

F(x) &

E(X)=p = [ xf(x)dx

V(X) = 6% = E(X?) - 12

[ 1
=| [x* 2xdx} —u?

31 2
2x°%dx = 2jx2dx 2{ } = —
3], 3
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Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1] g

F) & u, = E(X®)—3uE(X?) +2u°

~ y
2 = jx32xdx}—3u jx22xdx}+2p3
0 K

1 1
_ '2x4dx} —3;,{ .2x3dx} +2u°

0

XET 1T .
_2| X —3uz{—} +2u
5 |, 4 |

> 5 3 2 |3
2 4,16 _54-135+80 oo,
5 27 135
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Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]

F(x) 4

X

g = E(X*)—4pE(X®) + 6p°E(X*) - 3p*

1 1 1
= _'2x5dx} —4u{j2x4dx} +6u° { °2x3dx} -3p*
| O
1 1 -1
x6:| x5 [ x* ,
=2 4;42{ } +6u 2{— —3u
_6 0 5 0 4—0
2 4
14 3x3+6x(2j xl—3x(gj
3 3 5 3 2 3

1,164 16 _45-144+180-64 _ o
3 15 3 27 135

o.

1 1 1
= jx“Zxdx} - 4p{jx32xdx} +6p° Dx@xdx} —3u*
K 0 0
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Exemplo 1: f(x)=2x, Sy =[0,1]
Momentos ordindrios

1

1 1
My = E(X )= Ixzf(x)dx = Jx22xdx = £2x3dx = 2{’21 :

Sy 0

1

1 1
My = E(X )= jX"’f(x)dx = j x*2xdx = j 2x*dx = Z{ﬁ} 2
0 0

Sy 0

1

1 1
Hy = E(X4)= J.x“f(x)dx = jx“Zxdx = J-2x5dx = Z{X()} _1
0 0

Sy 0
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Exemplo 1: f(x)=2x, Sy =[0,1]

F(x) 4 us = E(X?) - 3uE(X?) + 21’

2
:E_3x3x1+2xm _ 00074
5 %3772 3

2

Hg = B(X*) = 4uE(X?) + 60 E(X*) - 3p

2 4
:%—4x§x%+6x(§j x%—sx[zj ~7.941
0

3
1 X

Ly -0,0074 -0,0074 C e .
a. = = = =-0,565 — Assimétrica negativa
*wu, 1/1841/18  0,0131 J

= “‘2‘ = 7’9412 =40,8 — Leptoclrtica
Mz (1/18)

a,
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

1 R
EX)=p= jx(éx — 6x° )dx
0
) 1( : ex'M 2T [x*T
=|6x° —6X°HAx= 6 —6| —
| HSES
_, 3_4-3_1
2 2
V(X)=0c" =E(X?)-pu°
1
= Ixz(éx—éxz}ix}—uz
| O
1 1 Z
- I(ﬁxa—éx“}ix}—[—J
K 2
VRS 11 1
HJG*H |74
3 6 1 30-24-5_ 1
25 4 20 20
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

fx) wy = EQX3) = 3uE(X?) + 248

jx3 (6x - 6x2)dx}—3uﬁx2 (6x - 6x2)dx}+2u3
0

> -]

o

+2u°

4 1 5 1)
55
4 5 0
3
é—lj—l’)xl (é—éj+2x(lj
5 2275 2
1

2 5 20 20

3 3 (1}3 1 9 4-9+5
AV ] el =55 7" -

0
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]
u; = E(X°)-3uE(X*)+2u°

}x3 (6x - 6x2)dx} —3;{]}2 (6x - 6x° )dx} +2u°
(
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=
!
g
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]
= E(X4) 4E(X?) + 61 E(X?)-3u”
= jx (6x - 6x° )dx} 4p{jx (6x - 6x°

- i(éx —6x6)dx} 4;{ 6x* — 6x° Jdx

Il
7~ N\ —

)dx}+6u Dx (6x - 6x° )dx}
}6“ { 6x> — 6x* )dx} 3u*

Fel Tl T oo (5T 5T}

2
1 1 3 3
= — — X—F+—X———
7 5 2 10 16
1 9 3 80-224+252-105 3 _0.005357
7 10 20 16 560 - 560
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

Momentos ordindrios

1

), = E(X )z szf(x)dx =I |

T E(X3)= jx3f(x)dx — j

Sx

x?(6x —6x%)dx = j (6x® —6x*)dx
0 0

41 51
Lo X | gl X | 23.6_3
4] 5] 725

1
x3(6x — 6x2)dx = j (6x* —6x°)dx
0] 0
x5 | x¢T 6 2
{54514
5| |6 5

10
1 1
E(X“)z jx“f(x)dx = jx“(éx —6x%)dx = j(6x5 —6x°)dx
Sy 0

0
67 77
AR AR S I
6 |, 7 |, 7 7
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

() u, = E(X?) - 3uE(X?) +2p°
2
=£—3xlxi+zx(lj _0
10 2 10 2
n, = E(X*) - 4uE(X?) + 6p°E(X?) - 3p*

1 1 2 1\ 3 1)*
== —4xxZ16x| 2| x= -3
= 4x2x10+6x(2j XIO x(zj

=0,005357

a,=—t3 = 0 _0 — Simétrica
wAu,  1/2041/20

_u, _0,005357
i (1/20Y°

a,

—2 14 — Platicirtica
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Descrigdo das variaveis aleatorias

f(x) = 2x, Sy =[0,1]
F(x) 4

2

0

1 X

f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

(
F(x) = x°

2 - 2_\F_1
Jned o

a, =-0565 — Assimétrica negativa

_ a, =40,8 — Leptoclrtica

F(x) = 3x% -2x°

1 1 1
h=5 =Vo’ = =

a;=0 — Simétrica

\.

a, =2,14 — Platicirtica

EEDEIM{

%
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o
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Varidvel aleatédria
discreta

Espago amostral enumerdvel

Varidvel aleatdria

(finito ou infinito)
X = ndmero de bolas pretas
5,(0,1, 2}

p(x) — fungdo de probabilidade

Condigdes: 1.p(x)=0,V xeSy

2. z p(x)=1

XeSy

O valor da fungdo p(x) expressa
a probabilidade de ocorréncia de
cada valor de X

X p2-X
p(x) = G &

5

o para Sy = {0, 1, 2}

Espago amostral continuo ou ndo
enumerdvel (intervalo infinito)

X = volume de chuva em uma regido (mm)
S,=[0; 2000]

f(x) — fungdo densidade de probabilidade

Condigoes: 1. f(x) >0,V xeS

2. j f(x)dx =1
Sy

A drea sob f(x) num intervalo [a, b]
expressa a probabilidade de ocorrer um
valor da varidvel X entre os limites a e b.

£ = 3% 3% para S,7[0; 2000]
2 4

\ Modelo matemadtico /

Profa. Clause Piana
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Varidvel aleatéria
discreta

Varidvel aleatdria
continua

Espago amostral enumerdavel
(finito ou infinito)

X = ndmero de bolas pretas

5,0, 1, 2}
Condigdes: 1.p(x)=0,V xeSy
2. Z p(x)=1
XeSy

O valor da fungdo p(x) expressa
a probabilidade de ocorréncia de
cada valor de X

P(X)

Espago amostral continuo ou ndo
enumerdvel (intervalo infinito)

X = volume de chuva em uma regido (mm)
s,=[0; 2000]
f(x) — fungdo densidade de probabilidade
Condigdes: 1. f(x) >0,V xe$S,
2. [ fox)dx =1
Sy
A area sob f(x) num intervalo [a, b]

expressa a probabilidade de ocorrer um
valor da varidvel X entre os limites a e b.

f(x)

q

Profa. Clause Piana



Varidvel aleatéria
discreta

Varidvel aleatéria
continua

Espago amostral enumerdvel
(finito ou infinito)

X = ndmero de bolas pretas

5,~(0,1, 2}
Condigdes: 1.p(x)=0,V xeSy
2. Z p(x)=1
xXeSy

O valor da fungdo p(x) expressa
a probabilidade de ocorréncia de
cada valor de X

Espago amostral continuo ou ndo
enumerdvel (intervalo infinito)

X = volume de chuva em uma regido (mm)
S,=[0; 2000]

f(x) — fungdo densidade de probabilidade

Condigdes: 1. f(x) =0,V xeS,

2. j f(x)dx =1
Sy

A area sob f(x) num intervalo [a, b]
expressa a probabilidade de ocorrer um
valor da varidvel X entre os limites a e b.

A fungdo F(x) expressa a probabilidade da varidvel
X assumir um valor menor ou igual a x —» P(X<x)

Profa. Clause Piana



Medidas

VEDER,,

%
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Varidvel aleatéria Varidvel aleatdria
descritivas discreta continua
Média n=E(X)= > xp(x) n=EX) = [ xf(x)dx
xSy Sx
Varidncia | o =E(X-pf = > (x—p) p(x) o? =E(X-p)? = _[ (x —p)? f(x)dx
xXeSy Sy
Desvio padrdo s =/c? 5 =o?
Momentos |p, =E(X-p) = > (x—p) p(x) [Hr =EX-n)" = f (x—p)" f(x)dx
xeSy Sx
: : M3 H3
A T Q; = Q. =
ssimeTria 3 HZ\/E 3 HZ\/E
Curtose Q, = “—;‘ a; = M—g
H2 H2

Profa. Clause Piana
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