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4.7. Testes de qui-quadrado

Profa. Clause Piana



4.1 Introdugdo e historico

Inferéncia Estatistica

“Ndo € preciso beber toda a garrafa
para saber se o vinho € bom."

Idéia fundamental

Dar informagdo sobre o todo com
base no conhecimento da parte
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= Pesquisas sdo feitas com amostras, mas o pesquisador quer
estender os resultados que obteve para toda a populagdo.

populagdo

amostra

— Pesquisador
O <: quer fazer
T , inferéncia
pesquisas

1

interesse

Inferéncia estatistica

Conceito: E o conjunto de procedimentos estatisticos que tém por
finalidade generalizar conclusdes de uma amostra para uma populagdo.
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Exemplo: Pesquisas eleitorais no Rio Grande do Sul

#5.grAs™

Generalizagdo = Inferéncia = Erro provavel

Candidato A - 25%

Resultados < Candidato B - 18%
T Candidato C - 12%

>

Amostragem
(deve garantir a
representatividade)  Amostra
Pooulacs (de 1000 a 2000
8 ;PIL:‘SGSZ entrevistados)
ilhdes de

eleitores)
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Um pouco de histéria. ..

O casamento entre a estatistica e o cdlculo das probabilidades deve-
se, em grande parte, ao astronomo belga Lambert Adolphe Jacques
Quetelet. Sua pesquisa abrangeu uma ampla gama de disciplinas
cientificas: meteorologia, astronomia, matemadtica, estatistica,
demografia, sociologia, criminologia e histéria da ciéncia. Na época, a
nova ciéncia da probabilidade e estatistica era utilizada principalmente
em astronomia para estudar os erros de medigdo. Quetelet foi um dos

primeiros a utiliza-la nas ciéncias sociais, planejando o que ele chamou
de "fisica social".

ert eIeT
(1796 - 1874)

Ele estava consciente da enorme complexidade dos fenémenos sociais, mas seu objetivo era
compreender as leis estatisticas subjacentes a fenémenos como taxas de criminalidade,
taxas de casamento ou taxas de suicidio. Ele queria explicar os valores dessas varidveis por
outros fatores sociais. Trabalhando como estatistico para as pesquisas censitarias de seu
pais, desenvolveu as ideias de "homem médio", que foi apresentado como um tipo ideal e
abstrato que poderia ser visto como um padrdo para andlises socioldgicas. Quetelet foi o
precursor do estudo da demografia e o criador do indice de massa corporal.
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Apds Quételet, a Estatistica teve um desenvolvimento sem precedentes, sendo o fendmeno s 4Nar=
da regularidade observado em muitos campos de pesquisa. E 3

O inglés Francis Galton, considerado um dos maiores cientistas da
histéria, foi antropdlogo, eugenista, gedgrafo, inventor, meteorologista,
proto-geneticista, psicometrista e estatistico. Responsavel pelo
desenvolvimento de metodologias estatisticas essenciais como a
correlagdo e a regressdo, foi o primeiro a empregar o fermo regressao
para designar o fenomeno de retorno a média. Num estudo comparativo
entre estaturas de pais e filhos, Galton observou que, quando os pais
eram mais altos do que a média, os filhos tendiam a ser menores do que
eles e, quando os pais eram menores do que a média, os filhos tendiam a ™ g r~ic Galton
ser maiores do que eles. (1822 - 1911)

Estimulado pelos trabalhos de Galton, em 1890, o inglés Karl Pearson iniciou o
estudo sobre relacionamento entre variaveis e, em 1900, deduziu a distribuigdo
qui-quadrado, dentro de um contexto de ajustamento de distribui¢des. Em
1901, junto com Galton fundou a revista Biométrica cujo objetivo era o
desenvolvimento da teoria estatistica. O pensamento de Pearson fundamentou
muitos dos métodos estatisticos "cldssicos" que sdo de uso comum atualmente.
- Além das grandes contribuigdes, que o colocam como um dos fundadores da
il estatistica, Pearson é lembrado também pela longa, dcida e muitas vezes
Karl Pearson  rancorosa disputa que manteve com Fisher, em parte motivada por
(1857-1936) discordancias filoséficas sobre a estatistica.
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Galton e os Métodos Estatisticos

Merece destaque o interesse de Galton pelas medidas e pela estatistica. Ao longo de sua carreira, ele nunca parecia plenamente
satisfeito com um problema até descobrir alguma maneira de quantificar os dados e analisd-los estatisticamente. Ele ndo se limitou a
aplicar métodos estatisticos, também os desenvolveu.

Um estatistico belga, Adolph Quetelet, tinha sido o primeiro a aplicar a dados bioldgicos e sociais métodos estatisticos e a curva
normal de probabilidade. A curva normal fora usada em trabalhos sobre a distribuigdo de medidas e erros na observagdo cientifica, mas o
principio da distribuigdo normal sé veio a ser aplicado a variabilidade humana quando Quetelet demonstrou que medidas antropométricas
de amostras aleatdrias de pessoas geravam tipicamente uma curva normal. Ele mostrou que medidas da estatura de dez mil sujeitos de
aproximavam da curva normal de distribuigdo, e usou a frase /”homme moyen (o homem médio) para exprimir a descoberta de que a
maioria dos individuos se aglomera em torno da média ou centro de distribui¢do, e que um nimero cada vez menor vai sendo encontrado a
medida que nos aproximamos dos extremos.

Galton ficou impressionado com os dados de Quetelet e supos que resultados semelhantes poderiam ser encontrados para
caracteristicas mentais. Ele descobriu, por exemplo, que as notas dadas em exames universitdrios seqguiam a mesma distribui¢do da curva
normal dos dados de medida fisica de Quetelet. Devido a simplicidade da curva nhormal e a sua coeréncia em inimeros tragos, Galton
propds que um grande conjunto de medidas ou valores de caracteristicas humanas poderia ser significativamente definido e resumido por
dois ndmeros: o valor médio da distribui¢do (a média) e a dispersdo ou gama de variagdo em torno desse valor médio (o desvio padrdo).

A obra de Galton na estatistica produziu uma das mais importantes medidas da ciéncia, a correlagdo. O primeiro relato sobre o que
ele denominou “co-relagdes” apareceu em 1888. As téchicas modernas de determinagdo da validade e da confiabilidade de testes, bem
como os métodos de andlise fatorial, sdo resultados diretos da descoberta, por Galton, da correlagdo, produzida quando ele observou que
as caracteristicas herdadas tendem a regredir na diregdo da média. Por exemplo, ele observou que os homens altos ndo sdo, em
média, tdo altos quanto os pais, enquanto os filhos de homens muito baixos sdo, em média, mais altos do que os pais. Ele concebeu
o meio grdfico de representar as propriedades bdsicas do coeficiente de correlagdo e desenvolveu uma férmula de cdlculo, hoje em
desuso.

Galton aplicou 0 método da correlagdo a variagdes de medidas fisicas, demonstrando, por exemplo, uma correlagdo entre a altura
do corpo e o comprimento da cabega. Com o estimulo de Galton, seu aluno Karl Pearson desenvolveu a formula matemdtica usada ainda
hoje para o cdlculo do coeficiente de correlagdo, chamada de coeficiente de correlagdo do produto-momento de Pearson. O simbolo do
coeficiente de correlagdo, r, vem da primeira letra da palavra regressdo, em reconhecimento a descoberta de Galton da tendéncia de as
caracteristicas humanas herdadas regredirem na diregdo da média ou mediana. A correlagdo é uma ferramenta fundamental das ciéncias
sociais e do comportamento, bem como da engenharia e das ciéncias naturais. A partir da obra pioneira e Galton, foram desenvolvidas
muitas outras técnicas estatisticas.

(Extraido do texto "As diferencas individuais: Francis Galton", de Suely Vieira Lopes, Pontificia Universidade Catélica de Goids.)
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Em 1908, o inglés William Gosset, aluno de Pearson e também conhecido

pelo pseudonimo Student, descobriu a distribuigdo t no intuito de resolver " #Sas
problemas relativos a pequenas amostras.

)
G
Q’\

Syo1a”

O

\3““’5”5’/0

A partir de 1920, o matematico inglés Ronald Fisher trouxe contribuigdes
valiosas a Estatistica. Com os resultados de Gosset, Fisher descobriu

rapidamente as distribuicoes amostrais dos coeficientes de correlagdo, de
regressdo e a distribui¢cdo da razdo entre duas variancias (distribui¢do F).

Y
|
.

William Gosset
(1857- 1936)

No periodo de 1920 a 1939, Fisher trabalhou por 19 anos na Estagdo
Experimental de Rothamstead, na Inglaterra, onde preocupou-se com o
fato de que, em situagdes experimentais, uma varidvel era explicada por
vdrias outras, o que tornava impossivel o estudo isolado de cada uma.

Para contornar este problema, desenvolveu esquemas experimentais de
modo que os efeitos pudessem ser estudados isoladamente e , no mesmo
periodo, estendeu e deu ideia mais precisa a técnica chamada andlise da
varidncia, uma das mais poderosas utilizadas na Estatistica.

Pelos trabalhos que desenvolveu em Rothamstead, Fisher é considerado z%ngéd_f:l'ézg
o pai da Estatistica Experimental.
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Apods 1925, emergiram dois campos de extrema importancia
na Inferéncia Estatistica, considerados os pilares da
ciéncia: a teoria da estimagdo de pardmetros, desenvolvida
por Fisher, e a teoria dos testes de hipdteses, sob a

inspiragdo de Egon Pearson, dnico filho de Karl Pearson, e
Jerzy Neyman.
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| gon P&rson
W o o) (1895-1980)

Ronald Fisher
(1890-1962)

Jerzy Neyman
(1894-1981)
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4.2 Conceitos fundamentais

+ Populagdo estatistica

+» Amostra aleatoria

+ Estatistica

+ Distribuicdo amostral
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4.2 Conceitos fundamentais

Populagdo € o conjunto de todos os individuos ou elementos que
atendem a determinadas caracteristicas definidoras. Estas
caracteristicas dependem do objetivo do estudo.

Exemplo:

Pesquisa eleitoral no Rio Grande do Sul

Objetivo: Conhecer a preferéncia eleitoral no estado
Populagdo: Todos eleitores votantes no RS

Amostra é um subconjunto da populagdo retirado com o objetivo
de representd-la.
Exemplo:

Pesquisa eleitoral no Rio Grande do Sul

Amostra: Conjunto de 1.000 a 2.000 eleitores votantes
no RS que serdo entrevistados pelos pesquisadores
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Amostragem é o método de selecdo que empregamos para obtengdo
de amostras.

'Probabilistica: Todos os elementos da populagdo tém

probabilidade conhecida e diferente

de zero de participar da amostra
Amostragem <

Ndo probabilistica: Presenga dos elementos ha amostra

L deve-se a outros critérios

A amostragem probabilistica € a mais recomendavel

porque garante a imparcialidade da amostra.

Qualquer discrepancia entre populagdo e amostra é
atribuida ao acaso.

Profa. Clause Piana
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Exemplos de métodos de amostragem

Amostragem probabilistica:

> Amostragem aleatdria simples

» Amostragem aleatodria estratificada

» Amostragem aleatodria por conglomerados
> Amostragem aleatdria sistemadtica

Amostragem ndo probabilistica:

» Amostragem de conveniéncia

» Amostragem de julgamento

» Amostragem por quota

» Amostragem a esmo ou sem horma
» Amostragem acidental
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Unidade ==

Obtengdo de uma amostra aleatdria simples
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1. Identificagdo das unidades da populagdo
2. Defini¢do do tamanho da amostra
3. Escolha das unidades da amostra por processo aleatério

K

Populagdo
10
11
12
13
14
Amostragem 15

aleatdria simples
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Populagdo <

\var'icivel aleatoria

Exemplo:

Real: € o conjunto de todos os individuos ou elementos
que atendem a determinadas caracteristicas definidoras

Estatistica: € o conjunto de todos os valores de uma

Varidvel: medida da estatura da populagdo (cm)

(unidades)

Gy

: —

Populagdo estatistica
(valores)
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Populagdo estatistica é o conjunto de todos os valores de uma varidvel

aleatdria, cuja distribui¢cdo de probabilidade € conhecida ou passivel
de ser obtida.

#s.gras™

= Para utilizar os conceitos de probabilidade em estatistica

é essencial saber qual € a distribuigdo de probabilidade da
varidvel em estudo.

distribuigdo binomial?
distribui¢do de Poisson?
Varidvel aleatoria X = nimero de pegas defeituosas
distribuigdo normal?
outra distribuigdo?
distribui¢do binomial?
distribuigdo de Poisson?
Varidvel aleatéria Y= quantidade de chuva (mm)
distribuigdo normal?

outra distribui¢do? Profe. Clause Piana
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Populagdo estatistica e amostra aleatéria

Populagado

Distribuicao de
estatistica (X) ﬁ probabilidade

#5.grAs™

-
Amostra
aleatdria da
distribuigdo
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Populagdo estatistica e amostra aleatdria _
Populagdo estatistica € o conjunto de todos os valores de uma

varidvel aleatdria, cuja distribuigdo de probabilidade é conhecida
ou passivel de ser obtida.

= Para utilizar os conceitos de probabilidade em estatistica é

essencial saber qual € a distribuigdo de probabilidade da
varidvel em estudo.

Amostra aleatdria € aquela cujos elementos [X,, X,, ..., X, ] sdo

todos independentes entre si e t&€m a mesma distribuigdo de
probabilidade da populagdo (X).

= A escolha com reposigdo serve muitas vezes para garantir
a independéncia entre os elementos da amostra.
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N = tamanho da populagdo

n = tamanho da amostra

—

[Xq, X5, s X, ] —

'amostra aleatdria

I

com reposigdo

Como os valores que compoem a amostra sdo
aleatérios, a amostra € uma varidvel aleatoéria.

Profa. Clause Piana



4 n=2 (1, 1)
5 2 14 - [ Xy, X;] < (1, 3)
3
\. (61 6)
X=x |1 2 3 4 5 6|= ____
= 2 1 2 3 1 1 _ 1Istri uigao da
PX=9 10 10 10 10 10 10 1 populagdo (X)
X1=x;1 |1 2 3 4 5 6| =%
P(Xl = Xl) 2 1 2 3 1 1 1 Xie X, tema
10 10 10 10 10 10 . mesmg
_ distribuicdo da
Xo=xz |1 2 3 45 62 populagado
PXz=xz)| 2 1 2 3 1 111
10 10 10 10 10 10
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n=2 (1,1)
64 143 (1, 2)
iy 14 — X1, X;1 § (@, 3)
3
\. (616)
X=x |1 2 3 4 5 6|2
PX=x)[2 1 2 3 1 1
10 10 10 10 10 10
X1=x1 |1 2 3 4 B 6|2
PX;=x)|2 1 2 3 1 1
10 10 10 10 10 10
Xo=x, |1 2 3 4 5 6|
PX,=x,){ 2 1 2 3 1 1]1

10 10 10 10 10 10

E as medidas descritivas?

E(X)=) xp(x)=33
V(X)=E(X?)-p? = 2,41

E(X)= ZX1 p(x4)=3,3
V(X,) =E(X})—p = 241

E(X;)= sz p(x,)=33
V(X,) = E(X3)—1® = 2,41
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Amostra aleatoria
= Todos os seus elementos (X.,) sdo independentes entre si

= Todos os X;, t€m a mesma distribui¢do de probabilidade da
populagado

= Todos os X;, tém a mesma média e mesma variancia que a
populagdo: E(X)=p e V(X)= c?
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5 3 4

Amostra
aleatédria

[X1, X;]

Varidvel aleatéria

Quantas?

k=Nn=62= 36
onde:
k = ndmero de amostras possiveis

N = famanho da populagdo
n = tamanho da amostra

Profa. Clause Piana



Amostra
aleatoria

[Xi. X;]

l

Varidvel aleatéria

l

distribuicdo de
probabilidade

Quais?

(1,1)

(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,9)
(1,6)
(2,1)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.9)
(3.6)

(4

(5

(6

, 1)
, 2)
(4,
(4,
(4,
(4,
, 1)
(5.
(5.
(5.
(5.
(5.
, 1)
(6.
(6.
(6.
(6.
(6.

3)
4)
5)
6)

2)
3)
4)
5)
6)

2)
3)
4)
3)
6)
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Como a amostra € uma varidvel aleatéria qualquer fungdo da amostra  ‘*ow"
(soma, média, variancia) também serd uma varidvel aleatéria.

Amostra: [X,, X,, ..., X,] ~— Varidvel aleatéria

«—

> <« Varidveis aleatdrias
S

X. 7 Y X
1 1
Se temos k amostras ,72 2

de mesmo tamanho n,
temos k médias e B ,
varidncias X Sy

X|

Profa. Clause Piana
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Como a amostra € uma varidvel aleatéria qualquer fungdo da amostra &

(soma, média, variancia) também sera uma varidvel aleatéria.

Amostra: [X,, X,, ..., X.] < Varidvel aleatéria

XD+
[X1, X,]

(1,1)
(1,2)
(1,3)

(6, 6)

Exemplo:  Amostra

1

2
k=62=36 3

36

l

Variaveis aleatorias

X S2
81:1 s, =0
X;=15 g-05
>_<3=2 532:2
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Estatistica e distribuigdo amostral

Amostra: [X, X,, ..., X, ]
b

@ — Estatisticas

Estatistica é qualquer valor obtido em fungdo da amostra.

= Como as estatisticas sdo varidveis aleatérias, fambém terdo alguma

distribui¢do de probabilidade com média, variancia, etc.

Distribuigdo amostral € a distribuigdo de probabilidade de uma
estatistica.

Profa. Clause Piana
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4.3 Distribuicoes amostrais e Teorema central do limite

Amostra: [X;, X,, ..., X, ]
S

@ : Estatisticas

Qual € a distribuicdo amostral da Média e da Soma?

X - 2%
n
X, =3 X

Profa. Clause Piana



Exemplo:

O mecadnico de uma oficina de regulagem para carros com 4, 6 e 8 cilindros, cobra
pelo servigo 40, 45 e 50 reais, respectivamente. Seja a variavel X = valor cobrado
pelo mecdnico, com a sequinte distribui¢do de probabilidade:

X=x | 40 45 50 | =
PX=x)| 02 03 05 | 1

a) Determine a média e a variancia da populagdo.

b) Supondo a retirada de uma amostra de tamanho n=2, com reposigdo, determine
quantas e quais sdo as possiveis amostras e qual a probabilidade associada a cada uma;
construa a distribuigdo amostral da média; e calcule o valor esperado e a variancia da
média.

c) Supondo a retirada de uma amostra de famanho n=3, com reposi¢do, determine
quantas e quais sdo as possiveis amostras e qual a probabilidade associada a cada uma;

construa a distribuigdo amostral da média; e calcule o valor esperado e a variancia da
média.

Profa. Clause Piana



Distribui¢do de probabilidade da populagdo

X=x | 40 45
P(X=x)| 02

03 05 | 1

EX)=pn= 2 X p(x)

—40%x0,2+45x0,3+50x0,5 =465

V(X) = o = E(X?) -

=(40°x0,2+45*x0,3+50°x0,5)—-46,5* =15,25

Profa. Clause Piana



X=x | 40 45 50 | = P a1%y
P(X=x)| 02 03 05 | 1 =

n=2 - [X1, Xz] —>k=Nnr=32=9 <« quantas
onde: Variavel aleatéria
k = ndmero de amostras possiveis /
N = tamanho da populagdo
n = famanho da amostra

Estatistica

/

Amostra X1, X2] P [Xi, Xo] <

( 1 (40, 40) 0,04 40

2 (40, 45) 0,06 42,5

3 (40, 30) 0,10 45

4 (45, 40) 0,06 42,5

quais K 5 (45, 45) 0,09 45
6 (45, 50) 0,15 375

7 (50, 40) 0,10 45

8 (50, 45) 0,15 475

N 9 (50, 50) 0,25 50

Profa. Clause Piana
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Distribuicdo amostral da média das amostras de ‘ramanh@

X=x | 40 425
PX=x) | 004 012

#5.grAs™

45 475 50 |
0,29 0,3

>
0,25 \ 1

ECO) =1, = X X p(X)

=40x0,04+42,5%x0,12+45%x0,29+47,5x0,3+50x0,25
“1=un (média da populagdo)

V(X)=0c% =E(X*) -1

=(40°x0,04 +42,5*x0,12 +... +50° x0,25) - 46,5

7,62 —

= metade de 6% (varidncia da populagdo)
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Quantas?

n=3—[X,X,,X;] —k=Nn=33=27

| Quais? 1
Amostra X, X2, X3]  P[X1, X2, Xs] X [Amosta [X), X0, X3] P[Xi, X, X3] X

1 (40, 40, 40 0,008 40 15 (45, 45, 50 0,045 46,7
2 (40, 40, 45 0,012 41,7 16 (45, 50, 40 0,030 45
3 (40, 40, 50 0,020 43,3 17 (45, 50, 45 0,045 46,7
4 (40, 45, 40 0,012 41,7 18 (45, 50, 50 0,075 48,3
5 (40, 45, 45 0,018 46,7 19 (50, 40, 40 0,020 43,3
6 (40, 45, 50 0,030 45 20 (50, 40, 45 0,030 45
7 (40, 50, 40 0,020 43,3 21 (50, 40, 50 0,050 46,7
8 (40, 50, 45 0,030 45 22 (50, 45, 40 0,030 45
9 (40, 50, 50 0,050 48,3 23 (50, 45, 45 0,045 46,7
10 (45, 40, 40 0,012 41,7 24 (50, 45, 50 0,075 48,3
11 (45, 40, 45 0,018 43,3 25 (50, 50, 40 0,020 46,7
12 (45, 40, 50 0,030 45 26 (50, 50, 45 0,075 48,3
13 (45, 45, 40 0,018 43,3 27 (50, 50, 50 0,125 50
14 (45, 45, 45 0,027 45
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Distribuicdo amostral da média das amostras de ‘ramanho@

X=x | 40 417

433 45
P(X=x) | 0,008 0,036

467 483 50 | =
0,114

0207 0285 0225 o,125]

—

ECO) =1, = X X p(X)

=40x0,008+41,7x0,036+...+50x0,125

“1=un (média da populagdo)

V(X) =0y =E(X?) -}

=(40x0,008 +41,7x0,036 +...+50x0,125) — 46 5°

—

= um tergo de 62 (varidncia da populagdo)
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Populagdo

E(X)=n1=40x0,2+45x0,3+50x0,5=46,5

V(X) = 0* =(40° x0,2 + 45° x 0,3+ 50° x0,5) - 46,5° = 15,25

Amostras de tamanho n = @
E(X) =1, <36,5)—]-
G; ‘— = 624/2

@5

608y {0

E(X) =p

V)=
n

_Nexy— |9 _ 9o
o, == |7 - G
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Resultados importantes

Relacionando as medidas da distribuicdo amostral de X com
as medidas da distribui¢do populacional, verificamos que:

= A média da soma de todas as k amostras aleatorias
possiveis, de um mesmo tamanho n, extraidas de uma

populagdo, € igual a média da populagdo multiplicada pelo
tamanho da amostra.

E(X)=p

= A variancia da soma de todas as k amostras aleatérias
possiveis, de um mesmo tamanho n, extraidas de uma
populagdo, € igual a variancia da populagdo multiplicada
pelo tamanho da amostra.

2

V(X) = =
n
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Formato da distribuigdo

da populagdo

0,5 |
0,4 |
0,3 |
0,2

0,1 4

Formato da distribuicdo da média

0,31

021

0,1-

40 425 45 475 50 X

Distribui¢cdo da média das
amostras de tamanho 2

f;

03

0,2 -

01

a0 41,7 433 45 467 483 40 X

Distribuicdo da média das
amostras de tamanho 3

0,25

0,05

0,00

40 41,3 42,5 43,8 45 46,3 47,5 488 50

Distribuicdo da média das

amostras de tamanho 4
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Qual ¢é a distribuicdo da média?

1. Se a populagdo (X) de onde foi extraida a amostra aleatéria
tiver distribuicdo normal, entdo a distribuicdo amostral da média
serd normal.

As médias sdo
se X ~ N (u, 0?), iguais, mas a
entdo, X ~ N (u, s2/n) . variancia de X e
h vezes menor.
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~ . / /e ~ A;L\_
2. Se a populagdo (X) de onde foi extraida a amostra aleatoria ndo B
tiver distribuicdo normal, entdo a distribuicdo amostral da média se et
aproximard da normal a medida que o tamanho da amostra (n) cresce.

f |
fj' I

0.3 A
0,3

02 0.2 0.1

0,10
01/ 0,1 1
0,05
I = I 0,00 |

40 425 45 415 50 X 40 41,7 433 45 467 483 50 X 40 413 425 438 45 463 475 438 S0 X

Distribuigdo da média das  Distribuicdo da média das  Distribuicdo da média das
amostras de tamanho 2 amostras de tamanho 3 amostras de tamanho 4

Comparando o histograma da populagdo X com os histogramas da média para as
amostras de tamanhos 2 e 3, observamos que, mesmo a distribui¢do da populagdo ndo
sendo simétrica, a distribuigdo amostral da média tende para a simetria a medida que

o famanho da amostra aumenta.
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n=5 n=25
Populagdo n=2 [
% iy ¥ ¥
n=30
n==2= n=10
X iy ¥ ¥
n=3 n=5 n=10
¥ ¥ ¥ %
n=15 n=25
w I
11 - r_r_v_rﬂ—H_H_’_’_'—r—\ r—l—r‘—‘—H_’_h—r—\ r—v—l—d—H_l_’_m
o

=¥
=Y
=Y

Histogramas correspondentes ds distribuicdes de X para amostras extraidas de algumas populagdes
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Qual é a distribuicdo amostral da média?

1. Se a populagdo (X) de onde foi extraida a amostra aleatdria tiver
distribuicdo normal, entdo a distribuicdo amostral da média sera
normal.

se X ~ N (u, 62),
entdo, X ~ N (u, o2/n)

2. Se a populagdo (X) de onde foi extraida a amostra aleatdria ndo
tiver distribuicdo normal, entdo a distribuicdo amostral da média se
aproximard da normal a medida que o tamanho da amostra (n) cresce.

Quando n cresce, a distribui¢do de X tende para N (u, 52/n)

Profa. Clause Piana



Estatistica e distribuigdo amostral

Amostra: [X;, X,, ..., X, ]

l

X, => X <+ Estatistica

Qual é a distribuicdo amostral da soma?
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Exemplo: HALOR
z =

> 4

O mecdnico de uma oficina de regulagem para carros com 4, 6 e 8 cilindros, cobra #Spa
pelo servigo 40, 45 e 50 reais, respectivamente. Seja a varidvel X = valor cobrado
pelo mecdnico, com a sequinte distribui¢do de probabilidade:

X=x | 40 45 50 | =
P(X=x)| 02 03 05 | 1

a) Determine a média e a variancia da populagdo.

b) Supondo a retirada de uma amostra de tamanho n=2, com reposigdo, determine
quantas e quais sdo as possiveis amostras e qual a probabilidade associada a cada uma;
construa a distribuicdo amostral da média; e calcule o valor esperado e a variancia da
média.

c) Supondo a retirada de uma amostra de famanho n=3, com reposigdo, determine
quantas e quais sdo as possiveis amostras e qual a probabilidade associada a cada uma;
construa a distribuicdo amostral da média; e calcule o valor esperado e a variancia da
média.

d) Supondo a retirada de uma amostra de tamanhos 2 e 3, com reposi¢do, construa a
distribuigdo amostral da soma; e calcule o valor esperado e a variancia da soma.

Profa. Clause Piana



d) Supondo a retirada de uma amostra de tamanho n=2, com reposigdo, construa a -y
distribuigdo amostral da soma; e calcule o valor esperado e a variancia da soma. e

[X1, Xo] | P[Xi,Xe] | X =2.%

(40, 40) 0,04 80

(40, 45) 0,06 85

(40, 50) 0,10 90

(45, 40) 0,06 85 n=2

(45, 45) 0,09 90

(45, 50) 0,15 95

(50, 40) 0,10 90

(50, 45) 0,15 95

(50, 50) 0,25 100

Distribuigdo amostral da soma em amostras de tamanho 2

X, =X,

80

85

90

95

100 >

P(X, =x,)

0,04

0,12

0,29

0,3

0,25 1

EX.)=n, = > x, p(x,)=80%x0,04+85%x0,12+90x0,29+95x0,3+100x0,25 =93 =2p
XeSy

V(X,)=0; =E(X{)-p; =(80°x0,04+85°x0,12+...+100° x0,25)-93° =30,5 =20°

Profa. Clause Piana



Distribui¢do de probabilidade da populagdo

X=x | 40 45
PX=x)| 02 0,3

Distribuicdo amostral da soma em amostras de tamanho 2

X.=x. | 80 85

90 95
P(X.=x.)| 004 012

100 | =

0,29 0,3 025 | 1
Distribuicdo amostral da soma em amostras de tamanho 3
X.=x. | 120 125

130 135 140 145 150 |
P(X.=x.) | 0,008 0,036

0114 0,207 0,285 0225 0125 |
E(X.)=139,5 V(X,) = 45,75

2
1
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Populagdo

E(X) = =40x0,2 +45x0,3+50x0,5 = 46,5

V(X) = &° = (40° x 0,2 + 45° x 0,3+ 50° x 0,5) - 46,5° = 15,25
Amostras de tamanho n = @

Propriedades:
E(X.)€93)—]- 21
V(X.) £30,5)— - 207 E(X.)=ny
. 2
Amostras de tamanho n =@ V(X,)=nho
E(X.) = ) = 3u

V(X.) =

G
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Resultados importantes

Relacionando as medidas da distribuicdo amostral de X, com
as medidas da distribui¢do populacional, verificamos que:

= A média da soma de todas as k amostras aleatorias
possiveis, de um mesmo tamanho n, extraidas de uma

populagdo, € igual a média da populagdo multiplicada pelo
tamanho da amostra.

E(X,)=np

= A variancia da soma de todas as k amostras aleatdrias
possiveis, de um mesmo tamanho n, extraidas de uma

populagdo, € igual a variancia da populagdo multiplicada
pelo tamanho da amostra.

V(X,)=no"
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Qual é a distribuigdo amostral soma e da média?

Se X~ N (u, 69)

v

Amostra aleatéria
(X, X5, ot X, ]

X+

d
X

N (u, o2/n)

N (nu, no?)

Se X tem outra distribuicao,
por exemplo, X ~ Bin (n, nt)

Amostra aleatodria
[X1, X5, s X,

l
X

X+

Quando n é grande

YEDER

%

“N\VER Sy
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]
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g
A
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Estes resultados verificados no exemplo também podem
ser derivados do teorema fundamental da estatistica
paramétrica: o Teorema Central do Limite.

#s5.pras\™

Em 1733, De Moivre publicou um panfleto em latim com a
obtengdo da aproximagdo da distribuigdo binomial por uma
fungdo que mais tarde se tornaria a fungdo densidade de
probabilidade da distribui¢do normal.

L Abraham De oivre
Em 1809 e 1816, Gauss obteve técnicas baseadas na (1667 - 1754)

distribui¢gdo normal que se tornariam a metodologia padrdo
durante o século XIX.

A derivagdo da distribuigdo normal feita por Gauss
considerava uma varidvel aleatoria resultante da soma de
um grande ndmero de erros independentes.

Tanto o resultado de De Moivre quanto a derivagdo de
Gauss sdo casos particulares do Teorema Central do Limite.

Carl Gaussf
(1777 -1855)
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Teorema central do limite (TCL): se (X, X,, ..., X,) € uma amostra aleatdria
de X, para n grande a distribuigdo da soma X, da amostra se aproxima da

distribui¢cdo normal com média np e varidncia nc?. Se o teorema é verdadeiro,
temos:

- 6?) — XMW 7 N(01
X, ~N(np,nc®) \/r? Z~N(0,1)

Pode-se verificar que o numerador e o denominador de Z podem ser divididos
por n sem que a varidvel seja alterada

(soma padronizada)

Xe—hpn Xy o _ _ =
soma X,k n _n n_ X-p _X-p [X-p| média
padronizada | ~ 1 5 not g2l on”n’ on™® | o | padronizada
e e Jn

Assim, pode-se dizer que, a medida que h cresce, a distribuigdo da média X
da amostra também se aproxima da distribuigdo normal.

2
)_(NN(M,%) s ><;“=Z~N(O,1) (média padronizada)
Jn

O

“N\VER Sy
nyy
]
ﬁ‘-\p
q
o
Syo1as®

#s.gras™
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- FAYOR
Teorema central do limite (TCL)

= A importdncia da distribuigdo normal na estatistica se deve em grande
parte a este teorema

= Distribui¢coes importantes como a binomial e a Poisson (soma de variaveis
Bernoulli) se aproximam naturalmente da normal

= Se a distribuigdo binomial € simétrica, a aproximagdo (ou convergéncia) para
a normal € mais rdpida

Uma regra as vezes utilizada € que a aproximagdo da binomial para a normal
é boa se n é tal que nt > 5 e n(1-w) > 5.

Essencialmente, esse € o resultado obtido por De Moivre em 1733 para o
caso particular n=0,5 e generalizado mais tarde por Laplace para qualquer
valor de . Por esse motivo, é denominado teorema de De Moivre-Laplace.
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Verificagdo das propriedades da média de uma
amostra aleatdria

Grafico da Distribuicac Mermal
o —

0.035
0.031

0.025

_ populagdo normal
com u=135 e =10

0.02
0.015

0.01 1

0.005

100 110 120 130 140 150
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Processo de obtencdo de uma amostra z

RSy
Grafico da Distribuicae Nermal
f{x) - - -

0.035
0.031

0.025

_ populagdo normal com
n=135 e c=10

0.02 1
0.015

0.01 1

0.005

100 110 120 130 140 150 ¥
1000 amostras de mesmo

" tamanho n sdo coletadas (ou
simuladas) desta populagdo e a
média de cada amostra é obtida

X| +«—
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Distribuigdo amostral da média (n=10) A‘%@

Dados Simulados: n=10

Histograma construido com as médias das 1000 amostras de tamanho 10

200 + . : .
Intervalo: média + 2 desvios padroes

95% das médias amostrais
estd entre 128,7 e 1413

100 + /
50 +

150 1

0 4
O W O W o w o Wwoo w o W o WO W o oo W o
N - 0 g 0 M~ 3 O 4 N I W M & — g n M~ O O
— o N NN NN N N oy N o <+ <t =< = = 0
-~ ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

Medias amostrais
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Distribuicdo amostral da média (n=25)

#5.grAs™

Dados simulados: n=25

Histograma construido com as médias das 1000 amostras de tamanho 25

200 + - . -
Intervalo: média + 2 desvios padroes
150 + 95% das médias amostrais
estd entre 131 e 139

100 +

50 +

0-
] L) O L) - L L) L) o] L | L0 O L - L) ] L) O L0 O
Nu—mwmhmcmmmmmmq—mgmhmc
e d [t | [ | d [t | L | (g ) (op ) ) [yp g ) =T =t =I =T =T LY

Media amostrais
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Distribuicdo amostral da média (n=100)

Dados simulados: n=100

Histograma construido com as meédias das 1000 amostras de tamanho 100

200 +
Intervalo: média + 2 desvios padroes
150 + 95% das médias amostrais
estd entre 133 e 137
100 +
50 +
D =III::F:ITII rIIIFIIlIlI IIF::=:II::FTI:II:=:TI
Q 0 ®w o Ww o w o w9 w9 W a Yo w9y o
Pﬁﬁﬁﬁ"ﬁﬁ%%$££%%§@§@'§$§
Medias amostrais
10

0]
R — O_ = — — 1
HX H 135 X \/H +100 Profa. Clause Piana



Resumo
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Populagado

; E(X) =
V(X) = G2

Conceitos importantes

Amostra aleatoria

Estatisticas

-
X+:in

# [X, %, oy X,] EHP< S° = D (X% =X)

!

EX)=
\ V(X)) = ¢°

n-1

X — 2%

X n
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Medidas das estatisticas Média e Soma

Populagdo

r %) =
« < E(X)=n

V(X) = o°

Amostra aleatoria

-} Xy, Xp, oo Xp]  EHS

!

E(X) =

\ V(X)) = ¢°

Média e variancia da média e

da soma de k amostras de
mesmo tamanho n

(

X =

>x [EX)=
n \vo_<):%

E(X.,) -
\.

V(X,)=nc"
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Teoremas importantes

. [E=
V(X)) = o°
X = ZX’ 4 E(X): Mz
B Sy O
n V(X)=—
. n
X, ZZX. {E(X+)=nu
V(X,)=nc"
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Distribuicdo amostral das estatisticas Média e Soma

Amostra aleatoria

[X X, s X,] m) <

Conseqiiéncia

Teorema Central do Limite

Se n é grande a média e a soma tem
distribui¢gdo normal

( X, — X, ~N(np,nc?)

_ 2
X — X~N@=>)
\_ n

e —

£ _7~N(0,1)
As varidveis aleatérias °
Média e Soma podem < ~nh

ser padronizadas
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