METODOS ESTATISTICOS

Conteudo programatico

1. Revisao de conceitos fundamentais da Estatistica

2. Correlacao linear

3. Ana
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, L ‘ [ Média aritmética
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Tépico 2. Correlacao linear

2.1 Medidas de associacao: covariancia e coeficiente de correlacao linear

2.2 Estimacao do coeficiente de correlacao linear de Pearson

2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao linear de Pearson



Associacao entre variaveis
Duas ou mais variaveis

X
AN

X S,

Y
N

Y Sy
— Se elas nao se relacionam, podem ser estudadas individualmente

— Se elas estao correlacionadas, devem ser estudadas conjuntamente



Associacao entre variaveis

Duas ou mais variaveis

Objetivos:
— analisar o comportamento conjunto dessas variaveis
— identificar se existe algum tipo de associacao entre elas

¢ valores altos (ou baixos) de uma variavel ocorrem junto com
valores altos (ou baixos) da outra variavel?

Exemnplos:
7 relacéo entre a altura dos pais e a altura dos filhos

/ relacao entre peso de uma pessoa e sua pressao arterial

s relacao entre peso da carga de caminhdes e seu consumo de
combustivel
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Associacao entre variaveis

= Na engenharia de recursos hidricos também ha interesse em

conhecer o grau de associacao entre duas ou mais variaveis,
como por exemplo:

7 relacao entre as vaz6es médias anuais e as areas de drenagem;

7 relacao entre as alturas anuais de precipitacao e as altitudes dos
postos pluviomeétricos;

7 relacao entre as intensidades, as duracoes e as frequéncias das
precipitacoes intensas.

= O primeiro objetivo € o de analisar o comportamento simultaneo
das variaveis, tomadas duas a duas, verificando se a variacao
positiva (ou negativa) de uma delas esta associada a uma variacao

positiva (ou negativa) da outra, ou se nao ha nenhuma forma de
associacao entre elas.



Diagrama de dispersao bivariada

Primeira abordagem exploratoria — diagrama de dispersao de pontos

Permite visualizar o grau de associacao e a tendéncia de variacao conjunta
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Figura 1. Exemplos de variacao conjunta entre duas variaveis.
Fonte: Naghettini e Pinto (2007).



exemplo:

Um engenheiro esta estudando a bacia do rio Sao Francisco. Um dos objetivos da
pesquisa é verificar se existe correlacao entre a area de drenagem e a vazao meédia
de longo termo, observadas em 22 estac¢des fluviométricas do alto rio. Os valores
observados foram os seqguintes:

Tabela 1. Area de drenagem e vazdo média (Q) de 22 estactes
fluviométricas da bacia do alto rio Sao Francisco.

Estacdlo  Area  Q (m®s)| | Estacdo Area  Q (m%s)
1 83,9 1,32 12 3727,4 65,30
2 188,3 2,29 13 41429 75,00
3 279,4 4,24 14 4874,2 77,20
4 481,3 7,34 15 5235,0 77,50
5 675,7 8,17 16 5414,2 86,80
6 769,7 8,49 17 5680,4 85,70
14 875,8 18,90 18 8734,0 128,00
8 964,2 18,30 19 10191,5 152,00
9 1206,9 19,30 20 13881,8 224,00
10 1743,5 34,20 21 14180,1 241,00
11 2242.,4 40,90 22 29366,2 455,00




Diagrama de disperséo HAAO
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O diagrama de dispersao fornece uma idéia do tipo de relacionamento entre as duas
variaveis que, em geral, sdo denotadas por X e Y

— a medida que aumenta a area de drenagem observa-se um aumento da vazao médil%



Medidas de associacao

= A forma de medir a intensidade da relacado entre variaveis depende do
tipo de variaveis e da escala em que elas sdo medidas.

= Existem muitos tipos de correlacao: simples, multipla, parcial, cannica, etc

= Sera tratado apenas do tipo mais comum: a correlacao linear simples

= A intensidade da associacao linear simples entre duas variaveis numéricas
continuas (X e Y) pode ser mensurada por meio de duas medidas:

v Covariancia

v Coeficiente de correlacéo linear de Pearson

11



Covariancia

= E uma medida do grau de correlagéo linear entre duas variaveis
— expressa a variacao conjunta das variaveis

= E denotada por S,y € definida como a média dos produtos dos
desvios de X pelos desvios de Y

s - 2 (X =X)(y; - ¥) __| Férmula de
a4 n-1 definicéo

= Pode assumir valores positivos (indicando relacao positiva entre X
e Y) ou negativos (indicando relacao negativa)

= Sua desvantagem é a dificuldade de interpretacéo, pois seus valores
podem variar de -c a +oo.



Variancia: média dos quadrados dos desvios

S

S

<N

Covariancia: média dos produtos dos desvios de X e de Y

_Z(xi—f)z
- n-—-1
_Z(}’i—f’)z
- n—-1

T = DG~ )

n—1
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Soma dos produtos

Covariancia dos desvios de Xe Y
v
¢ _2—X(yi-y) _SPXY _ > Xy, —nXy
v n—1 n—1 n—1
i i
Férmula de Férmula
definicao pratica

Dermonstracao

> 06 =Ry~ ) =2 [% (v =) -X (v -¥)]
= 2% (Y- ) > X(vi-¥)
=Y (xy;—xy)-X> (y,—y), sendo > (y,-y)=0
= XY, — D %Y

= ZXiYi —nxy 14



Medidas de associacao

= A forma de medir a intensidade da relacédo entre variaveis depende do tipo
de variaveis e da escala em que elas sdo medidas.

= Existem muitos tipos de correlacao: simples, multipla, parcial, candnica, etc

= Sera tratado apenas do tipo mais comum: a correlacao linear simples

= A intensidade da associacao linear simples entre duas variaveis numeéricas
continuas (X e Y) pode ser mensurada por meio de duas medidas:

v/ Covariancia

v’ Coeficiente de correlacéo linear de Pearson
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Coeficiente de Correlacéo Linear de Pearson

Karl Pearson
(1857-1936)

O nome deste coeficiente € uma homenagem ao
trabalho pioneiro do matematico britanico Karl
Pearson, que desenvolveu um grande niumero de

meétodos estatisticos e, em 1901, fundou a revista
Biometrika.

Trouxe contribuicOes extremamente importantes
para o desenvolvimento da teoria da analise de

regressao e de correlacéo, bem como do teste de
gui-quadrado.

Fol um dos fundadores da Estatistica moderna.
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson

= E uma medida da correlacdo linear entre duas variaveis

#s.gras™

= E preferivel & covariancia por ser mais precisa e ser independente
das unidades de medida de X e de Y, variando de -1 a 1

= E denotado por r ou ry © € definido pela seguinte expressao:

2. (X =X)(y; - )
co Sy n—1 .| Formula de
S,y Ji(xi - X)’ J > - V) definicéo
n-1 n-1

= Esta expressdo nao € muito pratica para calculo manual

17



= E possivel simplificar a expressdo matemética de r,
obtendo outra mais conveniente para o calculo manual

Z(Xi B i)(Yi _y) Z(Xi _i)(yi -Y) Z(Xi _i)(yi -Y)
r = SXY — n-1 _ n-1 _ n-1
5,8, JZ(Xi - %)’ JZ(vi R R IR X e N R s
n-1 n-1 Jn-1 Jn-1 n-1
(- Z(Xi = X)(Y;i —Y) _ SPXY - y:xiyi —nXy
- T -97 SRXSQY [T S —nx ]Sy —ny?)

SPXY = 3 (x, %)Y V) = Y xy, ~nXy
SQX =) (X —X)* =) xZ—nX’
SQY =) (y,-¥)’ =Dy —ny’

> | Férmulas praticas
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Medidas de associacao

Covariancia
_SPXY D Xy;—nXy
Y n—1 n—1

Coeficiente de correlacao linear de Pearson

s, SPXY > Xy, ~NXy
5,5

S, SAXSQY  [Tx2 -nx’ )3y -ny’)

SPXY — Soma dos produtos dos desvios de Xe Y

desvios de X
SQY — Soma dos quadrados dos desvios de Y

SQX —» Soma dos quadrados do:

()
(D
()
L/ )
CD
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Interpretacéo do coeficiente de correlagao

#s.pRas™

= Apesar de ser um valor adimensional, ele ndo € uma taxa e, portanto, o
resultado nao deve ser expresso em percentagem

= E uma medida da relacdo linear entre as duas variaveis e ndo tem sentido
guando a relacéo € nao linear

A interpretacao dos valores é a seguinte:

< valores proximos de +1 indicam uma correlacao positiva e forte entre xe y

< valores préximos de -1 indicam uma correlacao negativa e forte entre xe y

< valores proximos de 0 indicam uma correlacao fraca entre x ey

20



Interpretacéo do coeficiente de correlagao

Y

X

-
-
~ -7
~ _-
S _o-"

Positiva perfeita Positiva elevada

Positiva baixa
r=1 r=0,8 r=0,1
3?’___ Y
‘‘‘‘ X X
Negativa média Negativa perfeita
r=-0,5

r=-1
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Interpretacao do coeficiente de correlacéo linear

Na pratica, considera-se como alta correlagcao entre as variaveis X e Y, quando
Ir] = 0,8.

Correlacéo perfeita

Auséncia de c e ot
: correlacgéo linear orrelacao pertfeita
negativa l positiva
r=0
=-1

r=-0,8

r=+0,8
Alta correlacao
negativa

Alta correlacao
positiva
Valores de r dentro da elipse indicam

correlacao linear de moderada a fraca,
na medida em que se aproximam de zero

v
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Interpretacao do coeficiente de correlacao linear

Y

r=0

Importante:

Y

Y

r=0 r=0
Nao tem sentido quando
a relacao é nao linear

= Coeficiente de correlacédo linear igual a zero n&o indica que as variaveis sao
Independentes, mas que nao existe relacao linear entre elas.

= Q coeficiente de correlacao nao indica, necessariamente, relacao de causa e
efeito entre as variaveis consideradas e, sim, que as duas variaveis variam

conjuntamente.
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Correlacéao e causalidade

= O coeficiente de correlacdo ndo mede a relacao de causa e efeito
entre as variaveis, ainda que essa relacao possa estar presente.

Exemplo: Existe forte correlagao positiva entre as vendas anuais de
chicletes e a taxa de criminalidade nos EUA.

= Mas nao podemos concluir que ha relacédo de causa e efeito entre as
variaveis.

= O gue se observa é que as duas variaveis sdo dependentes do
tamanho da populacéo, e é essa relagdo mutua com a terceira

variavel (tamanho da populacéo) que produz a correlacao forte e
positiva entre a venda de chicletes e a incidéncia de crimes nos EUA.

24



exemplo:

Um engenheiro esta estudando a bacia do rio Sao Francisco. Um dos objetivos da
pesquisa é verificar se existe correlacédo entre as variaveis area de drenagem e
vazao media de longo termo, observadas em 22 estacgoes fluviométricas do alto rio.
Os valores observados foram os seguintes:

Tabela 1. Area de drenagem e vazdo média (Q) de 22 estacées
fluviométricas da bacia do alto rio Sdo Francisco.

Calcule para esses dados o coeficiente de correlagao linear de Pearson (r,,).

Estacdo  Area  Q(m’s)| | Estacéo Area  Q (m%s)
1 83,9 1,32 12 3727,4 65,30
2 188,3 2,29 13 4142.9 75,00
3 279,4 4,24 14 4874,2 77,20
4 481,3 7,34 15 5235,0 77,50
5 675,7 8,17 16 5414,2 86,80
6 769,7 8,49 17 5680,4 85,70
7 875,8 18,90 18 8734,0 128,00
8 964,2 18,30 19 10191,5 152,00
9 1206,9 19,30 20 13881,8 224,00

10 1743,5 34,20 21 14180,1 241,00
11 2242 .4 40,90 22 29366,2 455,00

25



No exemplo: Tabela auxiliar

2

2

[ X y X y Xy
1 83,9 1,3 7039,2 1,74 110,75
2 188,3 2,3 35456,9 5,24 431,21
3 279,4 4,2 78064,4 17,98 1184,66
4 481,3 7,3 231649,7 53,88 3532,74
5 675,7 8,2 456570,5 66,75 5520,47
6 769,7 8,5 592438,1 72,08 6534,75
7 875,8 189 767025,6 357,21 16552,62
8 964,2 18,3 929681,6 334,89 17644,86
9 1206,9 19,3 1456607,6 372,49 23293,17
10 17435 34,2 3039792,3 1169,64 59627,70
11 2242,4 40,9 5028357,8 1672,81 91714,16
12 3727,4 65,3 13893510,8 4264,09 243399,22
13 4142,9 75,0 17163620,4 5625,00 310717,50
14 48742 77,2 23757825,6 5959,84 376288,24
15 5235,0 77,5 27405225,0 6006,25 405712,50
16 5414,2 86,8 29313561,6 7534,24 469952,56
17 5680,4 85,7 32266944,2 7344,49 486810,28
18 8734,0 128,0 76282756,0 16384,00 1117952,00
19 10191,5 152,0 103866672,3 23104,00 1549108,00
20 13881,8 224,0 192704371,2 50176,00  3109523,20
21 14180,1 241,0 201075236,0 58081,00 3417404,10
22 29366,2 455,0 862373702,4 207025,00 13361621,00
> 114938,8 1831,0 1592726109,2 395628,62 25074635,69

26



Exemplo: n=22 X =5224,49 y=28322

3" x? =1592726109,2 >y =395628,62 D Xy, =25074635,69

SPXY =Y xy, ~nXYy = 25074635,69 - 22 x 5224,49 x 83,22 = 15509115,28
SQX =Y x? —nx? =1592726109,2 — 22 x 5224,49° = 992229393,5

SQY =Y y? —ny? = 395628,62 ~22 x 83,222 = 243256,13
SPXY

15509115,28
e = = - 0,9983
JSQX.SQY  /992229393,5x 24325613

Interpretacao: Correlacao forte e positiva entre as variaveis area de drenagem e

vazao média, ou seja, existe uma forte tendéncia de valores altos de vazao
média estarem associados a valores altos de area.

27



Tépico 2. Correlacao linear

2.1 Medidas de associacao: covariancia e coeficiente de correlacao linear

2.2 Estimacéao do coeficiente de correlacao linear de Pearson

2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao linear de Pearson

28



2.2. Estimacéo do coeficiente de correlagéo

Parametro
(constante)
Estimador
(variavel aleatoria)
0 >
Amostra 0 = parametro
Populacio 0 = estimador

Parametro € um valor populacional que desejamos conhecer.

Estimador € o valor que calculamos na amostra para obter informacéo sobre o parametro.

Todo estimador é uma variavel aleatodria, pois pode assumir diferentes valores dependendo da
configuracao da amostra.

. . ) : : 29
Estimativa € um valor partlcular que o estimador assume em uma amostra.



2.2. Estimacao do coeficiente de correlacao

Parametro
(constantes)
Estimador
(variavel aleatoria)
pxy >
Amostra O = P
~ Xy
Populacao
bivariada é "R

pr — Coeficiente de correlacéao linear populacional

30



2.2. Estimacao do coeficiente de correlacao

Parametro
(constante)

Amostra aleatoéria

Py > {(Xlin)’ (XZ’YZ)’---’(Xn’Yn)}
\’
ny «\Variavel aleatéria
Populacao ‘ ‘
bivariada Estimativas de p,.,
Estimador £l
r
R _ Sy Z 2
SXSV \ r3
N

31



Exemplo: Um engenheiro esta estudando a bacia do rio S&o Francisco. Um dos objetivos da
pesquisa € verificar se existe correlacédo entre a area de drenagem e a vazao media de longo
termo, observadas em 22 estacOes fluviométricas do alto rio. Os valores observados foram
0S seguintes:

Tabela 1. Area de drenagem e vazdo média (Q) de 22 estacoes
fluviometricas da bacia do alto rio Sao Francisco.

Estacdlo  Area  Q(m°/s)| | Estacéo Area  Q (m’ls)
1 83,9 1,32 12 3727,4 65,30
2 188,3 2,29 13 41429 75,00
3 279,4 4,24 14 4874,2 77,20
4 481,3 7,34 15 5235,0 77,50
5 675,7 8,17 16 5414,2 86,80
6 769,7 8,49 17 5680,4 85,70
/ 875,8 18,90 18 8734,0 128,00
8 964,2 18,30 19 101915 152,00
9 1206,9 19,30 20 13881,8 224,00
10 1743,5 34,20 21 14180,1 241,00
11 2242 .4 40,90 22 29366,2 455,00

S
r, =—— =0,9983

Y ss,



2.2. Estimacao do coeficiente de correlacao

Parametro
(constante)
Amostra aleatoéria
Py > {(Xlin)’ (XZ’YZ)’---’(Xn’Yn)}
\’
ny «Variavel aleatoria
Populacéo ‘ ‘
bivariada Estimativas de p,.,
Estimador é ry
S Iy
R=—2 r =9 _00083
SxSy \ r3 Xy SxSy !
N
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2.2. Estimacao do coeficiente de correlacao

AOF
2N
. #}m\.
Parametro Estimador
(constante) (variavel aleatoria)
o > Como o estimador R,, € uma
Y variavel aleatdria ele tem uma
distribuicdo de probabilidade,
Amostra chamada distribuicdo amostral.
Populacao
bivariada

Para realizar inferéncias sobre o parametro p,, € necessario
conhecer a distribuicéo amostral do estimador R,

Métodos de inferéncia

* Testes de hipotese para p,, — Hgipy,y =0
* Intervalo de confianga para p,,

- LI<p,,<LS 34



2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao

Caso geral: Dada a amostra aleatoria da populacao estatistica bivariada
de (X,Y), correspondente a n unidades de observacao e representada

por (X1,¥1), (X2,¥2),---,(Xn,Yn), O CO€ficiente de correlacao p,, € usualmente
estimado por

S E(R
R, == - VA < (Ryy)

Y S, S, V(R

xy)

Se a amostra é aleatoria, independentemente da distribuicéo de
probabilidade de (X,Y), o coeficiente R,, tem propriedades interessantes

como estimador de Pyy-
1. Imparcialidade, pois E(R,,) = p,,
2. -1 R, =1

i . . n— N
3. R,, € um estimador consistente para p,,

D>
A4
D
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2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao

Caso normal: a distribuicao conjunta de (X,Y) é a distribuicao normal

bivariada.

dependentes se, e

orias in

leat

ao variaveis a

Nesse caso, Xe Y s

somente se, p,,=0.

FiER!




f(x) fiy)

Funcéo densidade de probabilidade da normal individual para X e Y

1

f(y) = ﬁ

Parametros da normal: pe o

Funcéao densidade de probabilidade da normal bivariada

1

il Mﬁﬁ”yﬁ%p(ﬁ)[wﬂ

1
ZTE\/GXGy (1— piy ) °

Parametros da normal bivariada: p,, oy, k1, o, € p,

f(x,y) =

5,
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[ =0,9
ibuigéo bivariada com p=0,
Distribuicéo biva
[ =-0,9
Distribui¢cao bivariada com p
: -0
ibuic&o bivariada com p

Distribuicéo biva
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=0,9

Distribuicdo bivariada com p

=-0,9

Distribui¢cao bivariada com p

=0

Distribuicdo bivariada com p
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Casos em que existe associacao linear simples
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Casos em gue nao existe associacao linear entre as variaveis
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2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao
Vamos considerar duas situagoes do caso normal: p,,=0 e p,, #0

Funcéo densidade de probabilidade da normal bivariada

(

YEDER

%

WWIVER Sy
:(>%
]
'..‘.s
q
o
Syo13”

S

#s5.pras\™

st
1 2| ) (e
Sep,=0 —» f(X,y)= e
21,/G,GC,
1 X—Hy 2+ y—Hy 2_ X—py || YRy
Sepy,#0 — f(Xy)= e

2n\/GXGy (1— piy )
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2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao

Vamos considerar duas situagoes: p,,= 0 e p,, # 0.
Situagao 1: Caso de independéncia entre Xe Y = p, =0

A distribuicao amostral do coeficiente de correlagao R, foi obtida por Fisher

em 1915 e tem forma relativamente simples se p,,=0.

Nessa situacao, tem-se também que a variavel T, definida por
T_ é—ﬂe _Ry-pPy R

S(O) S(R,)

y Estimador

2 )
1-R?,

Desvio padrao
n—2 do estimador

tem distribuicéo t de Student com n-2 graus de liberdade.

Esta variavel pode ser utilizada para testar a hipotese de nulidade:

HO:przO
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2.3 Inferéncias sobre o coeficiente de correlacao

Situagao 2: Caso de dependéncia entre Xe Y = p, #0

Nesta situacao, a forma da distribui¢cao do coeficiente R,, € muito complicada,
0 que levou Fisher a propor uma aproximacao normal.

Assim, para tamanho de amostra razoavel (=25), a variavel aleatodria

W= [ TR W~ N
2 1 _ ny (MW’ cSW)
tem distribuicdo aproximadamente normal, onde:

1+ ]
O = =

O

\“HVERS/
oy
]
‘..‘.s
<
(N
Syo13”

S

#s.gras™
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Deste modo, para construir o intervalo de confianga para p,,, ao nivel de
confianca 1- o, podemos usar como pivo a variavel Z, que tem distribuicao
normal padrao.

7 — W_MW
Ow
Z~N (0, 1)

TE o2

LL 2 /2

P(_ ZOL/Z <Z< Za/2): 1-a

. . ~ W —
Inicialmente substituimos Z pela expressao Hw

cSW
W —pu
cTW
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Isolando-se p,, nesta expressao, obtém-se: Y

A
P(W o ZOL/ZGW < MW < W + ZOL/ZGW) — 1_ o 'm\-
1|, [1+p p 1
Wzlln LRy MW:{In( Xy)Jr - } Ow = 3
2 |1-R, 21 (1-py ) Nn-1 n-
Fazendo as substituicGes e considerando P_xyl desprezivel, temos
n_
1 (1+R Z 1 (1+ 1 (1+R Z
P(In( XVJ— o/2 gln( pxy]sln Y =2 |=1-q
2 (1-R,, ) ¥n-3 2 (1-p, 2 (1-R,, n-3
Para obter os limites do intervalo de confianga, € necessario resolver as inequagoes para p,,.
I i z . ([ z. 1N
exp- 2 1In Ar)_ Ze: e —1 exps 2 1In Ler +——92 |11
2 \1-r n-3 2 \1-r n-3
P - —< <Py < —— = =1-a
Z Z
exps 2 1In SR T >+ 1 exps 2 1In Ler +—42 |Lyq
| _2 1-r n—3_) | _2 1-r n—3_) 46

Limite inferior Limite superior



O intervalo de confianca para p,, tambem pode ser escrito da seguinte forma:

— - _ Z — e — Z 1) N
exps 2 1In LEr)_ Za —1 exp<2 1In Ler TR - |
2 \1-r n-3 2 \1-r n—-3
IC(p;1—a): - =, - B
V4 Z
exp 2 L 200 - Zez |lig exps 2 TS [l R N |G
12 \1-r n-3 || | 2 \1-r n-3 |
\ J | }
| |
Limite inferior Limite superior

onde z_,, € 0 valor de z que delimita a area o/2.

Obs.: Essa transformacao nao e valida para p=-1 ou p=+1 e para p=0.
Nesses casos, a distribuicdo exata t deve ser preferida.



Exemplo: Um engenheiro esta estudando a bacia do rio S&o Francisco. Um dos
objetivos da pesquisa € verificar se existe correlacéo entre a area de drenagem e a
vazao média de longo termo, observadas em 22 estacdes fluviométricas do alto rio.
Os valores observados foram o0s seguintes:

Tabela 1. Area de drenagem e vazdo média (Q) de 22 estacoes
fluviometricas da bacia do alto rio Sao Francisco.

Estacdlo  Area  Q(m°/s)| | Estacéo Area  Q (m’ls)
1 83,9 1,32 12 3727,4 65,30
2 188,3 2,29 13 41429 75,00
3 279,4 4,24 14 4874,2 77,20
4 481,3 7,34 15 5235,0 77,50
5 675,7 8,17 16 5414,2 86,80
6 769,7 8,49 17 5680,4 85,70
/ 875,8 18,90 18 8734,0 128,00
8 964,2 18,30 19 101915 152,00
9 1206,9 19,30 20 13881,8 224,00
10 1743,5 34,20 21 14180,1 241,00
11 2242 .4 40,90 22 29366,2 455,00

a) Verifigue se a correlacao entre as variaveis x e y é significativa, ou seja,
teste a hipotese de que p=0.

b) Construa o intervalo de confianca, ao nivel de 95%, para o coeficiente de
correlacao linear populacional entre as variaveis area e vazao.



Resolucéo: a) Teste de hipotese

1. Pressuposicoes:

- Distribuicao da variavel (X,Y) € normal bivariada;

., L, . HO . p - O
2. Hlpoteses estatisticas:
H:p=0

3. Erro de concluséo: o =0,05 (probabilidade de erro tipo I)
Erro tipo | = rejeitar Hy quando ela é verdadeira.

4. Estatistica do teste:

R 0,9983
T=—2= — I=
r, = =0,0983 1-R? 1-0,9983"°
Y o ss, X
xSy 222
o . n-2
5. Decisdo e concluséio:

= 175,99
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Tabela Il. Limites da distribuicao t de Student.

Limites bilaterais: P{[t|>t,.)

Graus de
Liberdade MNivel de Significancia (o)

(v} 0,50 0,20 0,10 I{J,DE 0,025 0,02 0,01 0,005
1 1,000 3078 6,314 12 706 25542 31,821 63,657 127,320
2 0,816 1,886 2920 4303 6,205 6,965 9,925 14,089
3 0,715 1,638 2,353 3,183 4177 4 541 5841 7.453
4 0,741 1,533 2132 2776 3495 3,747 4 604 5,598
5 0,727 1476 2,015 2571 3,163 3,365 4,032 4773
] 0,718 1.440 1,943 2447 2,969 3,143 3,707 4317
7 0,711 1415 1,895 2365 2841 2,998 3,500 4,029
B 0,706 1,397 1,860 2306 2752 2 896 3,355 3833
] 0,703 1,383 1,833 2 262 2 685 2,821 3,250 3,690
10 0,700 1,372 1,813 2228 2634 2,764 3,168 3,581
11 0,697 1,363 1,796 2 201 2503 2,78 3,106 34497
12 0,695 1,356 1,782 2178 2,560 2,681 3,055 3428
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2533 2,650 302 3373
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2510 2 G624 28977 3,326
15 0,691 1,341 1,753 2132 2,490 2 602 2947 3,286
16 0,690 1,337 1,746 2120 2473 2,583 28921 3,252
17 0,685 1,333 1,740 2110 2458 2 56T 2 898 3223
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,445 2,552 2878 3,197
0,688 1,328 1,729 2,093 2433 2 539 2,861 3174
@ 0687 1,325 1,725 2423 2528 2845 3153
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2414 2518 2831 3,135
22 0,686 1,321 1,717 2074 2,406 2,508 2818 3119
23 0,685 1,319 1,714 2 069 2,398 2,500 2,807 3,104
24 0,685 1,318 1,711 2064 239 2 492 27497 3,091
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2385 2485 2787 3,078
26 0,684 1,315 1,706 2,056 2379 2 479 2779 3,067
27 0,684 1,314 1,703 2,052 2373 2473 277 3,057
2B 0,683 1,313 1,701 2048 2,369 2 467 2763 3,047
28 0,683 1,311 1,699 2045 2,364 2 462 2756 3,038
30 0,683 1,310 1,697 2 042 2,360 2 457 2,750 3,030
40 0,681 1,303 1,684 2,021 2329 2423 2,705 2,871
B0 0,679 1,296 1,671 2,000 2,299 2,380 2 660 2915
120 0,677 1,289 1,658 1,980 2270 2,358 28617 2 B60
0,674 1,282 1,645 1,960 2241 2,326 2576 2,807
0,25 0,10 0,05 0,025 0,0125 0,01 0,005 0,0025

Graus de

Liberdade Nivel de Significncia (o) 50
(v) Limites unilaterais: P([t|>t,)




Resolucéo: a) Teste de hipotese

1. Pressuposicoes:

- Distribuicao da variavel (X,Y) € normal bivariada;

., L, . HO . p - O
2. Hlpoteses estatisticas:
H:p=0

3. Erro de concluséo: o =0,05 (probabilidade de erro tipo I)
Erro tipo | = rejeitar Hy quando ela é verdadeira.

4. Estatistica do teste:

7o Ry 1= 0998 g5
S 2
r =% -0,9983 1-R?2 1-0,9983
Xy S S xy
xSy 22 -2
. . n-—2
5. Decisao e conclusao:

VE20 = ty000=2,086

t=75,99 > t,,,,=2,086 — Rejeitamos Hj

Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que o coeficiente de correlacéo populacional difere de

zero. Portanto, existe uma correlacéo linear positiva entre a area de drenagem e a vazao média do
rio Sao Francisco. Valores altos de area estdo associados a valores altos de vazao média.
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Resolucao: b) Intervalo de confianca
1. Pressuposicoes:

- Distribuicéo da variavel (X,Y) é normal bivariada;

- As variaveis sao correlacionadas, ou seja, p=0.

2. Obtencéao da estimativa pontual.

S
r, = —L=0,9983
S,S,

3. Calculo dos limites do intervalo:
n=22

Z(x/2 -
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Tabela |. Area sob a curva normal padrio de O a z, Pi0=Z<z).

z o 1 2 3 4 5 B 7 8 a
0.0 0,0000 0,0040 00080 00120 00160 00199 DO029% 00279 00319 00359
01 00388 00438 00478 00517 00557 00588 00838 00675 00714 00754
0.2 0,0793 00832 00871 00910 00248 00987 01028 0084 01103 0,114
0.3 0,179 01297 01258 01283 0,1331 01368 01408 01443 01480 01517
0.4 0,1554 018581 01628 01664 0700 01736 01772 01808 01844 01879
0.5 0,181 01850 0,198 02018 02054 02088 02133 02157 02190 02224
0.6 0,2258 02201 02324 02357 02389 02422 02454 02486 02518 0.2549
0.7 02580 02612 02642 02673 02704 02734 02764 02734 02823 0,2852
0.8 02881 02910 02038 02067 02996 03023 03051 03078 03106 03133
0.9 0,359 03186 03212 03238 03284 03280 03315 03340 03385 0,3389
1.0 00,3413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03500 03621
1.1 0, 3643 03665 03686 03708 03729 03748 03770 03730 03810 0.3830
1.2 0, 3849 03869 03888 03907 03825 03944 03862 03980 03997 04015
1.3 04032 04049 040668 04082 04099 04115 04131 04147 041682 04177
1.4 04182 04207 04222 042368 04251 04265 04279 04282 04306 0.,4319
1.5 0,4332 04345 04357 04370 04382 04384 044908 04418 04420 04441
1.6 0,4452 04483 04474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 04545
1.7 04554 04584 04573 04582 045391 04580 04608 04616 04625 04833

5 04641 04649 04656 04664 04871 04678 04633 04609 04706
04713 04719 O04T28 04732 04738 04744 04750 | 04756 04781 04767
20 D4T72 04778 0ATE3 D47BE 04793 O04TOR 04B03 04808 04812 04817
21 04821 04826 04830 04834 04838 04842 04848 04850 04854 04857
22 04861 04884 04868 04871 04875 04878 04881 04884 04887 0.4880
23 048093 04836 04838 04901 04504 04908 04909 04911 04913 04816
24 0,4918 04820 04922 048925 04927 04920 04831 04932 04934 0,4836
25 04838 04840 04947 045943 04845 04945 04548 04949 04951 04852
26 0,4853 04855 04956 04957 04959 04960 04961 04962 04963 04864
27 04965 04966 04967 04968 04969 04970 04971 04972 04973 04574
28 0,4974 04875 04976 04977 04877 O0497E 04979 04979 04980 048981
29 04581 04882 04982 04983 04584 04984 048985 04985 04986 04886
3.0 04087 04887 04987 04988 04588 04980 048983 04989 04990 04890
a1 049090 04891 04991 045991 04952 04952 048982 04992 04993 04883
3.2 04983 04883 04984 045984 04954 04984 04884 04995 048995 0,4885
3.3 04985 04895 04995 04996 04996 04995 04996 04996 04996 048087
3.4 04987 04897 04997 04987 04997 04997 04887 04997 04997 04808
3.5 04988 04808 04988 04988 04998 04988 045988 04998 04998 04828
3.6 04988 04808 04998 04988 04999 04983 045990 04999 049989 04809
3.7 049899 04899 04998 04988 04999 04983 04890 04999 04998 04809
3.8 04983 04899 04998 043898 04999 04983 045999 043939 04898 04899
3.9 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000
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Resolucao: b) Intervalo de confianca

1. Pressuposicoes:

- Distribuicéo da variavel (X,Y) é normal bivariada;
- As variaveis sao correlacionadas, ou seja, p=0.

2. Obtencao da estimativa pontual:

S
r, =—>—=0,9983

Xy

S, S,
3. Calculo dos limites do intervalo:
n=22
Zmrg — 1 196
| 1. (1+0,9983 1,96 | 1. (1+0,9983 1,96 |
exps 2| =In — -1 exps2| =In -1
1C(6:0,95): 12 (1-0,9983) J22-3] 12 (1-0,9983 22-3
Shabied 1, (1+0,9983 1,96 || . (1. (1+0,9983 1,96
exps 2| =In — +1 exps2 =In +1
12 (1-0,9983) 22-3 | 12 (1-0,9983 22 -3

IC(p; 0,95) : [0,9958; 0,9993]

4. Conclusao: Concluimos com 95% de confianca que os limites 0,9958 e 0,9993

compreendem o coeficiente de correlacéo populacional.
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Exercicio resolvido
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O proprietario de uma grande cadeia de sorveterias gostaria de estudar os efeitos da
temperatura atmosférica (x) sobre as vendas (y) durante a temporada do verdo. Uma amostra

de 21 dias consecutivos foi selecionada, com os seguintes resultados:

i X y [ X y

1 17,22 2933,6 12 23,89 3705,6
2 21,11 3242,4 13 36,67 6562,0
3 22,78 3474,0 14 37,78 6330,4
4 23,89 3956,5 15 33,33 6118,1
) 26,67 4554.,8 16 30,56 5461,9
6 27,78 4342,5 17 28,89 4979,4
7 29,44 5172,4 18 31,11 5519,8
8 31,11 5597,0 19 26,67 4361,8
9 32,22 6060,2 20 27,78 4130,2
10 32,78 5905,8 21 24,44 3821,4
11 33,33 6253,2

A partir dos dados acima, pede-se:

a) Construir o diagrama de disperséao (X,Y).
b) Tracar uma reta para indicar a meédia de x e uma reta para indicar a média de y , no

diagrama de dispersao, e comentar sobre a disperséo dos pontos.
c) Calcular a covariancia amostral (s,,). O que ela indica?

d) Calcular o coeficiente de correlacéo linear da amostra (r) e interpretar seu significado.

e) Teste a hipotese de que p=0.

f) Construa o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para o coeficiente de correlacédo linear.
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b) Tracar uma reta para indicar X e uma reta para indicar Y, no diagrama de

dispersao, e comentar sobre a dispersao dos pontos;

7000 4
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4000
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2000 +

1000
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35
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Tabela auxiliar

2

2

i X y X y Xy
1 17,22 2933,6 296,53 8606008,96 50516,59
2 21,11 3242,4 445,63 10513157,76 68447,06
3 22,78 3474,0 518,93 12068676 79137,72
4 23,89 3956,5 570,73 15653892,25 94520,79
5 26,67 4554,8 711,29 20746203,04 121476,52
6 27,78 43425 771,73 18857306,25 120634,65
7 29,44 5172,4 866,71 26753721,76 152275,46
8 31,11 5597,0 967,83 31326409 174122,67
9 32,22 6060,2 1038,13 36726024,04 195259,64
10 32,78 5905,8 1074,53 34878473,64 193592,12
11 33,33 6253,2 1110,89 39102510,24 208419,16
12 23,89 3705,6 570,73 13731471,36 88526,78
13 36,67 6562,0 1344,69 43059844 240628,54
14 37,78 6330,4 1427,33 40073964,16 239162,51
15 33,33 6118,1 1110,89 37431147,61 203916,27
16 30,56 5461,9 933,91 29832351,61 166915,66
17 28,89 4979,4 834,63 24794424,36 143854,87
18 31,11 5519,8 967,83 30468192,04 171720,98
19 26,67 4361,8 711,29 19025299,24 116329,21
20 27,78 4130,2 771,73 17058552,04 114736,96
21 24,44 3821,4 597,31 14603097,96 93395,02
Soma 599,45 102483 17643,28 525310727,3 3037589,2

Media 28,55 4880,14
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c) Calcular a covariancia amostral (s,,). O que ela indica?

Xjy; —nxy
Sy = 2XY ~nXy - 5PXY _5600,38°C.R$
n-1 n-1

Indica a intensidade da associagao entre a temperatura e a venda de
sorvetes. O sinal positivo indica que a associagao é positiva.

d) Calcular o coeficiente de correlacéo linear da amostra (r) e interpretar seu
significado.

3 Xy, —nxy SPXY
_ — =0,9695
X e Tyt -ny) V50X Q¥

Existe forte correlagao linear positiva (r>0,8) entre temperatura e vendas

Significado: valores altos de temperatura estao associados a valores altos
de vendas e vice-versa.
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e) Teste de hipotese
1. Pressuposicoes:
- Distribuicao da variavel (X,Y) € normal bivariada;

H,:p=0

2. Hipoteses estatisticas:
H:p=0

3. Erro de conclusdo: o =0,05 (probabilidade de erro tipo I)

Erro tipo | = rejeitar Hy quando ela é verdadeira.

4. Estatistica do teste: ro Ry 5 120909 475
- SPXY 09695 1-R2 1-0,9695
Y /sQxX.sQy Xy 21_2

5. Decisdo e conclusio: n-2

v=19 = t,500= 2,093
t=17,23 >1t,,,9=2,093 — Rejeitamos Hj

Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que o coeficiente de correlacéo
populacional difere de zero. Portanto, existe uma correlacéo linear positiva entre a

temperatura e a venda de sorvetes. Valores altos de temperatura estao associados a
valores altos de vendas e vice-versa.
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f) Intervalo de confianca

1. Pressuposicoes:

- Distribuicéo da variavel (X,Y) é normal bivariada;
- As variaveis sao correlacionadas, ou seja, p=0.

2. Obtencao da estimativa pontual:

SPXY
rxy - \/SQXSQY = 0,9695

3. Calculo dos limites do intervalo :
n=21
Lo =Zoars = 1,96

| (1. (1+0,9695 1,96 | 1. (1+0,9695 19 || |
exps 2| =In — -1 exps2 =In + -1
1C(0:0,95) 2 11-0,9695) /21-3 2 (1-0,9695 21-3
p; , . — — ; — —
1. (1+0,9695 1,96 1. (1+0,9695 1,96
exps2| =In — +1 exps2 =In + +1
12 (1-0,9695) 21-3 | 12 (1-0,9695 21-3

IC(p; 0,95) : [0,9248; 0,9878]

4. Conclusao: Concluimos com 95% de confianca que os limites 0,9248
e 0,9878 compreendem o coeficiente de correlacao populacional.
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