Unidade 4. Regressao linear multipla (duas variaveis)

4.1. Introducao e modelo estatistico
4.2. Estimacao dos parametros do modelo
4.3. Inferéncias sobre os coeficientes de regressao parciais

4.4. Uso de software estatistico
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Analise de regresséao linear multipla

= Os principios basicos e os procedimentos da analise da regresséao

linear simples podem ser estendidos para situacoes que envolvem
duas ou mais variaveis preditoras.

preditoras  resposta

X1 y
X 7

X3

Xy

Essas sao as circunstancias mais comuns nas aplicacoes.

= Objetivo: estudar o comportamento da variavel resposta (Y) em
funcdo de duas ou mais variaveis preditoras (X;).
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Exemplo:

Um estudo foi realizado para identificar o modelo que melhor representa a relacéao
entre a variavel vazdo minima média (m3/s) e as variaveis area de drenagem
(km?2), declividade de drenagem (m/km) e densidade de drenagem (juncoes/km?2).
Os dados observados em 10 estacOes fluviométricas da bacia do rio Paraopeba
sao apresentados na tabela abaixo.

Estacio  Vaz&o minima dArea de Declividade  Densidade
() média (y) renagem  de drenagem de drenagem
(X1) (X2) (Xa)
1 2,60 461 2,69 0,098
2 1,49 291 3,94 0,079
3 1,43 244 7,20 0,119
4 3,44 579 3,18 0,102
5 1,37 293 2,44 0,123
6 28,53 5680 1,00 0,141
7 1,33 273 4,52 0,064
8 0,43 84 10,27 0,131
9 39,12 8734 0,66 0,143
10 45,00 10192 0,60 0,133
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Analise de regresséao linear multipla

= Inferéncias estatisticas séo obtidas de uma amostra de n
observacGes em cada uma das k+1 variaveis X, X,, ..., X, € Y, OuU seja,
em um conjunto de observacoes:

{(X11 X215-+5 X1y Y1)s (X125 Xo200+5 Xizs ¥2)sees (X1ns Xonsews Xins Y}
= Para uma observacao j, a relacado entre y e as variaveis preditoras
X1y Xoy ..

., X; € expressa pela seguinte equacao, denominada equacéao
do modelo amostral:

Vi =Bo +BiXy; +BoXy + . B Xy + €
onde:

B1, Bos---s By sdo os coeficientes de regressao parciais
€; € 0 erro aleatorio
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Analise de regresséao linear multipla

O conjunto das observacoes constitui um sistema de equac0es normais,
com n equacoes e k+1 incognitas.

Y1 =Bo +BiX11 +BoXog +.0 + By Xy + €4
< Yo =Bg + B X1 +BoXoy +. B X + €5

\yn — BO + leln + B2X2n Tt kakn +€,
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No exemplo: Predicdo de vazdes minimas (y) a partir das variaveis
area de drenagem (x,), declividade (x,) e densidade de drenagem (X5)
Varios modelos podem resultar desta analise:

yj — 30 + lelj + Bzxzj + ﬁgxsj + ej < modelo completo

Y By + ﬁlxlj + B2X2j +€; <« exclusao davariavel x;

Y= Bo + lelj T nggj + € <« excluséo da variavel x;,

Y; =B +B,X,; +€; « exclusdo das variaveis x, e x;

yj — Bo + ej < nenhuma das variaveis tem efeito linear sobre y

= E possivel que a relacio entre as variaveis seja melhor representada por
um modelo nao linear.
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Analise de regresséo linear multipla

= O desenvolvimento algebrico dos fundamentos teoricos e os procedimentos
computacionais da analise da regressao linear sao relativamente simples para a
situacdo de duas variaveis preditoras, constituindo, em geral, uma extensao simples
da analise de regressao linear com uma unica variavel preditora.

Yi =Bo +PX +€
yj — Bo "'ﬁlxlj +B2X2j + ej

= Entretanto, para as situacdoes de mais de duas variaveis preditoras, eles se
tornam complexos e trabalhosos com os recursos da algebra usual e de
calculadoras comuns. Nestas situacoes, a fundamentacéo teorica torna-se
consideravelmente facilitada com os recursos de sintetizacao simbolica propiciados

pela algebra linear matricial e a implementacéo dos procedimentos computacionais
com 0s recursos da computacéao eletronica facilita as aplicacoes.

Yi = Bo +|31X1j +|32X2j T... +|3kxkj T €,

= Por conveniéncia didatica, abordaremos nesta unidade a analise da regressao

linear multipla com duas variaveis preditoras. |
Profa. Clause Piana



Modelo de regresséo linear multipla com duas variaveis preditoras

Modelo estatistico

Vi =Bo +PXy; +PoX, + €

Exemplos:

v Relacao entre quantidade de fésforo disponivel na planta (Y) e quantidade
de fosforo inorganico (X,) e de fosforo organico (X,) disponivel no solo;

v Relacdo entre peso (Y), em kg, altura (X,), em cm, e idade (X,), em
meses, de um rebanho de cordeiros

v Relacao entre producéao de graos de arroz (Y), em kg, altura da planta
(X,), em cm, e nimero de perfilhos (X,)
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Pressuposicoes <
O modelo estatistico se completa com as seguintes pressuposicoes
referentes a equacao:

1. As variaveis X; séo fixas, isto €, observados sem erro.

2. Os erros (e;) sao aleatorios, tém média zero e variancia constante,
ou seja, E(e) =0e V(e) = 62

3. Os erros (e, tém distribuicdo normal.

4. Os erros (e, sao nao correlacionados (o que implica em sua
iIndependéncia estatistica, dado que tém distribuicao normal).
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Valores esperados de Y

Se y; =By +BiXy +B,X,; +€;, entdo E(e) =0
u; =E(y;) =E(B, + B Xy +B,X, +€))
by =E(Qy;) =E(Bo) +E(Bxy) + E(B,X;)) +E(g))
by =EQy;) =Bo + BXy +B2Xy,

Erros
Vi = Bo +BXy +BoXp; + €
Yi=H+E
=Y~}
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Modelo de regressao linear simples

Representacdo geométrica

E(Y;)=Bo +B:X
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Modelo de regresséo linear multipla com duas variaveis preditoras

Representacédo geométrica

I

y
ECy;) =By + BiXy; + BoXy,
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Modelo de regresséo linear multipla com mais de duas variaveis
preditoras

EC(Y;) = By +Bxy; + BoXyy - + BiXi

Esta equacao néo pode ser representada geometricamente nesses
espacos em que o homem tem experiéncia.

Genericamente, uma equacao de regressao linear multipla com k

(k>2) variaveis preditoras é a representacao analitica de um
hiperplano em um espaco de k+1 dimensaoes.
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Analise de regressao linear multipla com duas variaveis preditoras

Objetivo: determinar a equacao que melhor representa a relagcao
existente entre as trés variaveis e, a partir desta equacao, fazer
predicdes para a variavel resposta.

Para isso, uma sequéncia de passos deve ser seguida:

1. Obtencéo das estimativas (pontuais) dos coeficientes B, , B, e B,
para ajustar a equacao da regressao.

2. Aplicacéo de testes de hipéteses para as estimativas obtidas, a
a fim de verificar se a equacéo de regressao e adequada.

3. Construcao de intervalos de confianca para os valores estimados
pela equacao de regressao.
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Estimacao de parametros

A estimacao pelo método dos quadrados minimos consiste em
determinar para estimadores dos parametros do modelo (3,, B; € B,)

os valores ,, f, € f, que minimizam a soma dos quadrados dos
erros, como funcao desses parametros:

f(Bo.BuBo) =D €7 =D (y,— 1)’ = Z(yj —Po +BiXy +Bzxzj)2

<«— Observagéo Y,

Plano de resposta

Melhor plano — ) e} é minima
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A estimacao pelo método dos quadrados minimos consiste em

determinar para estimadores dos parametros do modelo (B,, B, € B>)

os valores ,, f, € f, que minimizam a soma dos quadrados dos
erros, como funcao desses parametros:

f(BO’Bl’BZ) — Zejz — Z(yj' - Hj)z — Z(yj' N Bo + lelj + Bzxzj)z
O processo de minimizacdo conduz as seguintes equacdes normais:
np, +Bllej T BZZXZjZZyj

[:\30 DXy, +f§12 Xfﬁﬁz Z Xy X5 =D XyY
kBo Z ij"‘BlZ Xy X5+ B, Z ng:Z X2iY

/.
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i

Estimadores dos coeficientes de regressao parciais

fjlz (le — i1)Z‘|' Bz [Z (le - i1XX21' —X, )]: Z (le - i1ij - y)

ﬁl[Z (le - i1XX21 - X, )]+ Bzz (XZJ' — X, )ZZZ (ij - X, )(yj - 3_’)

g

< f}lstl n 62§Px1x2 =SPX,Y
B,SPX,X, +PB,SQX, =SPX,Y

Estimador do intercepto

602 y_ Blil_ Bziz
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Equacao do plano ajustado

A equacao do plano ajustado (também denominada equacéo predita, equacao
ajustada, ou equacao de quadrados minimos) € obtida da equacao do modelo
populacional substituindo os parametros B,, B, € B, pelas respectivas

estimativas de quadrados minimos.
L =P + B1Xy + B1X;
Estimativa de valores esperados de Y

O valor estimado da resposta (Y) para um par particular de valores das
variaveis preditoras, X, e X,, € obtido pela substituicdo destes valores nesta
equacao:

LAly(xl,xz) = Bo + lel + lez

Esta substituicao produz os valores preditos gque correspondem aos respectivos

valores observados da variavel resposta.
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Estimativas dos erros “__A
€ =YL

€ =YK

Define-se como residuo de uma observacao y; da variavel resposta,

denotado por e a diferenca entre o valor observado y;€ o0
correspondente valor estimado [i.. i

Estimativa da variancia do erro

n VAN

2.&

SHENE
n-3°

onde n-3 € o numero de graus de liberdade (nUmero de observacoes
menos 0 numero de parametros do modelo).
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Exemplo:

#s.grasW™

Consideremos um experimento que teve como proposito estudar o efeito
da suplementacéo de sal mineral e calcio na dieta de ovinos sobre o peso
ao abate. Os resultados obtidos sao apresentados na tabela abaixo.

Animal Sal mineral (kg) Calcio (kg) Peso (kg)

() (X1)) (X2)) (yi)
1 0 0) 1.5
2 1 2 6.5
3 1 4 10.0
4 2 2 11.0
5 2 4 11.5
6 3 6 16.5
Soma 9 18 57,0
Média 1,5 3 9,5
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No exemplo:

Supondo-se a relacéao linear entre a variavel resposta e as variaveis
preditoras, cada valor observado da resposta pode ser expresso pela
equacao:
Y =Bo +BXy +P.Xy + €,
onde:
y; € 0 peso do animal j, em kg;
Xy; € a quantidade suplementada de sal mineral, em kg;

X, € a quantidade suplementada de calcio, em kg,

B, € o peso do animal, em kg, quando as quantidades suplementas
de sal mineral e de calcio séo iguais a zero (X,=0 kg e X,=0 kg );

B, € ataxa de variagéo no peso do animal, em kg, para cada unidade (kg)
suplementada de sal mineral, numa quantidade fixa qualquer de calcio;

B, é ataxa de variagdo no peso do animal, em kg, para cada unidade (kg)
suplementada de calcio, numa quantidade fixa qualquer de sal mineral;

e; € o erro (variagao aleatdria) associado ao animal j.
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No exemplo: Estimacao dos coeficientes de regressao parciais

< fflsqx1 + 62§Px1x2 =SPX,Y
B,SPX. X, +B,SQX, =SPX,Y

Quantidades necessarias

SQX, = > x§ —nX;
SPX,Y = > x,y, —nX,y
SPX,X, = ) XX, —NX,X,
SQX, = ) X3, —nX;
SPX,Y =) X,y —NX,y
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y- S s
No exemplo: tabela auxiliar SE-9AYA5

: 2 2 2 Rspane:
J X1j X2j Y] Y Xy X5 X1jXp; X1jYj X2iYj
1 0 0 1,5 2,25 0] 0] 0 0 0
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99
Soma 9 18 57 670 19 76 36 111 220
Média 1,5 3 9,5

2 ) B,SQX, +B,SPX,X, =SPX,Y
— N4 A N
SQX, = lej —NX;=55 B,SPX X, +B,SQX, =SPX.,Y

SPX,Y =Y Xy, —nX,y =255 558,+9p, =255 B, =3

SPX,X, = Y Xy Xy, —NX,X, = 9 | 9B, +228,= 49 B, =1

SQX, = ) X5, —nX; =22 B0= Y- BiXi— B,X,

SPX,Y =) X,)y; —NX,y = 49 B,=95-3x15-1x3 =2 Profa. Clause Piana



No exemplo: tabela auxiliar SE-91vA%

J X1 X2j Yi y; X3 X3 XXy X1jY] X2}y
1 0] 0] 1,5 2,25 0] 0] 0] 0] 0]
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99
Soma 9 18 57 670 19 76 36 111 220
Média 1,5 3 9,5

Equacao do plano ajustado
l:l — 50 + lel + ﬁzxz

fi=2+3x, +1x,

N

Estimativas pontuais
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No exemplo: Significado das estimativas dos parametros

=2+ 3x, +1x,

As estimativas dos parametros B,, 3; € B, tém 0s seguintes significados
referentes a relacao de interesse entre a variavel resposta Y e as variaveis
preditoras X; e X,:

BO = 2 — estimativa do ganho de peso de ovinos (Y), em kg/animal, que nao
recebem suplementacao de sal mineral e calcio, ou seja, para X,=0 e X,=0;

[31 = 3 — estimativa do ganho de peso de ovinos(Y), em kg/animal, que
corresponde a 1 kg de suplemento de sal mineral (X,) na ragao, para uma
quantidade fixa, qualquer, de suplementacgao de calcio (X,);

Bz =1 — estimativa do ganho de peso de ovinos, em kg/animal, que
corresponde a 1 kg de suplemento de calcio (X,) na ragao, para uma
quantidade fixa, qualquer, de suplementacao de sal mineral (X,).
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Equacao do plano ajustado

L =2+3x, +1x,

Obtencéao das estimativas de médias esperadas

Hy = Hyox,20) = 2+3x0+1x0 =2

ﬁz — !:\LY(Xlzl,XZZZ) — 2 + 3 X1—|— 1)( 2 — 7

N

] X1j X2 Yi y; Xy X3 XiXg X1jY] X2y
1 0 0 1,5 2,25 0 0 0 0 0
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99
Soma 9 18 57 670 19 76 36 111 220
Média 1,5 3 9,5
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Equacao do plano ajustado
L =2+3x, +1x,
Obtencéao das estimativas de médias esperadas
Hy = Hyox,20) = 2+3x0+1x0 =2
My = Hyyax,-0) = 2+3x1+1x2=7

Mg = Hy(x,—3x,-6) = 2 T 3x3+1x6 =17

Obtencéao dos residuos
e,=15-2=-05
e,=65-7=05

8, =17-165=05
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Estimativas de médias esperadas e de residuos

22

J X1j X2 Yi Hi € €
1 0 0 1,5 2 -05 0,25
2 1 2 6,5 7 -0,5 0,25
3 1 4 10 9 1 1
4 2 2 11 10 1 1
5 2 4 115 12 -05 025
6 3 6 165 17 05 025
Soma 9 18 57 57 0 3
Média 1,5 3 9,5 9,5
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Testes de hipoteses sobre 0os parametros

1. Testes da hipétese de linearidade da relacdo entre as variaveis

2. Testes das hipéteses parciais
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Testes de hipoteses sobre 0s parametros

1. Testes da hipotese de linearidade da relagéo entre as variaveis

A primeira hipotese de interesse em analise de regressao linear multipla é a
hipotese geral referente a propria existéncia de relacao linear entre a variavel
resposta e as variaveis preditoras. Essa hipotese pode ser expressa por:.

H,:B, =0, sendoi=1,2
H,:B, # 0, parapelomenosumi (i=1 e/ou 2)
H,: nenhuma das variaveis preditoras tem efeito linear sobre a variavel
resposta (§,=0 e B,=0)

H,: pelo menos uma das variaveis preditoras tem efeito linear sobre
a variavel resposta (,#0 e §,=0 ou B,=0 e B,#0 ou B,#0 e p,#0)
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Testes de hipoteses sobre 0s parametros

1. Testes da hipotese de linearidade da relagéo entre as variaveis

Primeira hipotese de interesse — hipotese geral referente a existéncia
de relacao linear entre a variavel resposta e as variaveis preditoras.

H,:B, =0, sendoi=1,2
H,:B, # 0, parapelomenosumi (i=1 e/ou 2)

Ho: nenhuma das variaveis preditoras tem efeito linear sobre a variavel
resposta (B,=0 e B,=0)

H,: pelo menos uma das variaveis preditoras tem efeito linear sobre
a variavel resposta (,#0 e §,=0 ou B,=0 e B,#0 ou B,#0 e B,#0)

Essa hipdtese pode ser testada pela seguinte estatistica F provida pela

analise da variancia; 5

S
F = Sng ~ F(VReg’V)
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Analise da variancia
A analise da variancia decompde a variacao total das observacoes, representada
pelos desvios (y, —y), em duas partes:
— variacao explicada pela equacao de regressao — ({;—Y)
— variacao aleatodria, nao explicada pela regressao — (y, —[i,)

Assim, a variacao de cada observacao pode ser representada pela seguinte
expressao: B B
(yj -y)= (Hj _y)+(yj _Hj)
E a variacao total das observacOes pode ser representada por:
— - — N 2
>y =) = 2l - )+ (y; — )
Z(yj _y)z — Z(ﬁj _y)z T Z(yj _ﬁj)z

SQTotaI - SQRegresséo T SQRGSI'dUO
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Tabela da analise da varidncia

Fonte de variacao

GL (v) SQ QM (S?) F
N SQxe S e
Regressao VReg=3-1 Z(u |~ y) —= SR 5
VReg
, _ EERY: °Q
Residuo v=n-3 Z(yj 1) v
Total VTota—N-1 Z(yj - y)z

.y . H,:B. =0, sendoi=1,2
Hipoteses estatisticas:

H, :B. # 0, parapelomenosumi (i=1 e/ou 2)

2
e S
Estatistica do teste: | = —2%

32 ~ F(VReg’V)
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Como tomar a decisao a respeito de H,?

Se H, é verdadeira, devemos esperar que o valor da estatistica F seja R
proximo de 1.

Distribuicao F

|

|

|

|

I |:|I.-

1 fo. < valor critico

Rejei¢cao
Nao rejeigao de Hy de H;

Critério de decisao
= Se f>f , rejeitamos H, = fé atipico
= Se f <f_, ndo temos motivos para rejeitar H, = f & tipico
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Tabela da analise da varidncia

Fonte de variacdo  GL (v) SQ QM (S F
- SQxe S e
Regressao VReg=3-1 Z(u i~ y)2 — SR 2
VReg
. A \2 SQ
Resid =n- 1 =—
esiduo v=n-3 Z(yj 1) v
Total VTota=N-1 Z (y; - y)?

Obtencao das somas de quadrados:
SQrroar = Z(yj - y)z =SQY

SQReg = Z(F’L _y)z = BlZ(le _il)(yj _)_/)+Bzz(xzj _iz)(yj _y)
= B,SPX,Y +B,SPX,Y

SQges = Z(yj - !:l,-)z = Zé,-z (por diferenca)
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Coeficiente de determinacéo (r?)

= O coeficiente de determinacao da regressao multipla da variavel resposta
Y em relacéo as variaveis preditoras X, e X, € a propor¢cao da variacéo
total de Y que é "explicada" pela regressao de Y em relacdo a X, e X,.

= O coeficiente de determinacao é dado pela razdo entre a soma dos

quadrados da regressao (SQge,) € @ soma de quadrados total (SQqy,)
rz _ SQReg
SchotaI

Coeficiente de determinagao corrigido

= Incluir varidveis no modelo sempre aumenta o r2. Por esta razdo, recomenda-

se ajustar o coeficiente para o numero de parametros presentes no modelo,
utilizando-se o coeficiente de determinacéao corrigido:

2

& =r? —é(l—rz)
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Exemplo: Consideremos um experimento que teve como proposito estudar o efeito | _
da suplementacao de sal mineral e céalcio na dieta de ovinos sobre o peso ao abate. #5-sras™
Os resultados obtidos sao apresentados na tabela abaixo.

Animal  Sal mineral (kg) Calcio (kg) Peso (kg)

() (Xj) (X2) (i)
1 0 0 1,5
2 1 2 6,5
3 1 4 10,0
4 2 2 11,0
5 2 4 11,5
6 3 6 16,5
Soma 9 18 57,0
Média 1,5 3 9,5

Estimativas pontuais dos parametros do modelo

n

Bo=2 Blz 3 B,=1

Equacéao do plano ajustado: ﬁ =2+ :’-,x1 + 1)(2
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No exemplo: tabela auxiliar SE-91vA%

J X1 X2 Yi Y Xy X5 X1X X1jYj X2jYj
1 0 0 1,5 2,25 o) 0 0 0 0
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99

Soma 9 18 S7 670 19 76 36 111 220

Média 1,5 3 9,5

n=2+3X, +1x, SPX,Y =) X,y,—nX,y =255

SPX,Y =) X,y —nX,y =49
SQrow =SQY =) yj —ny”* =1285 Y = 2 %a, ~ s

SQrey = B SPX,Y +B,SPX,Y
=3x255+1x49=1255
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No exemplo: Tabela da analise da variancia

Fonte de variagdo v SQ S? F
Regressao 2 1255 62,75 62,75
Residuo 3 3,0 1,00

Total 5 1285

H,:B, =0, sendoi=1,2
H,:B, #0, parapelomenosumi (i=1 e/ou 2)

Decisao: f=62,75>f,, 3 =9,55 — Rejeitamos H,
Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que pelo menos

uma das variaveis preditoras (quantidade de sal ou de calcio)
tem efeito linear sobre o0 peso de ovinos.
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No exemplo: Tabela da analise da variancia

Fonte devariaggo v  SQ SH F  Prob.>F
Regressao 2 1255 62,75 62,75 0,0036
Residuo 3 3,0 1,00

Total 5 1285

H,:B =0, sendoi=1,2
H,:B, #0, parapelomenosumi (i=1 e/ou 2)

Decisao com base no valor p:

Valor p = 0,0036 < a. = 0,05 — Rejeitamos H,
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No exemplo: Tabela da analise da variancia

Fonte de variacdo v SQ S° F  Prob.>F
Regressao 2 1255 62,75 62,75 0,0036
Residuo 3 3,0 1,00

Total 5 128,5

Coeficiente de determinagao corrigido

e =re —é(l—rz)

r(.f — 0,977 - %(’I — 0,977) — 0,961
Verifica-se que 96% da variacao da resposta (ganho do peso dos ovinos) é

explicada pelo efeito linear de pelo menos uma das variaveis preditoras uma das
variaveis preditoras (quantidade de sal e quantidade de calcio adicionadas a racao).
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Testes de hipoteses sobre os parametros

2. Testes das hipdteses parciais

= A hipdtese parcial referente ao 3, supoe o efeito linear da variavel

preditora X, sobre a variavel resposta Y, em adicao ao efeito da variavel
preditora X,.

= A hipotese parcial referente ao 3, supde o efeito linear da variavel
preditora X, sobre a variavel Y, em adi¢c&o ao efeito da variavel preditora X;

As duas hipoteses parciais sdo especificadas por:

{Hé:ﬁlo {H§352=0
e

H::p,#0 H?:B, #0
Essas hipoteses podem ser testadas pela estatistica T:
T= Bi ~t(v=n-3)
S(Bi)
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Variancia da estimativa de B,

— \2
A X.. — X
V(Bl) = Z( 2 2) 2 G)Zl(xl,xz)
Y R/ 1 _ _
Z(le _Xl) Z(XZJ XZ) _{ (le XlXXZJ _XZ)}
j=1
&}
632/()(19(2) = Sz _ :1_3
Estimativa desta variancia
[ n \
@2
2/ \ _ SQX2 =1 |
S°(By) = >
SQX,.SQX, —(SPX,X,) n—3
\ y,
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Variancia da estimativa de B,

V(BZ) — 2 GY(Xl’Xz)
by =% 3y = % f =) D2y~ oy -, )
Dy =X S D X =X, = DXy = X A% — X,
=1
n ~
&
~2 2 =1
Gy(xlixz)_s o n-23

Estimativa desta variancia

SQX, -1

=)= SQX,.SQX, — (SPX,X,)? | n—3
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S*(B) =

S?(B,) =

[ n Az\
2] =1
2 =2 2 = —
(an—ﬂxl)(zxzj ) (leszj nx; X 2) n-3
\ Y,
(&g
e.
2 72 ]
D x§ —nXx; -
— — \2
(lej—nx )(ZXZJ 2) (leszj'_”x1x2> n-3
\ Y,
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S*(B,) =

~n

S*(B.)

[/ n
a2
SQX, = .
SOX,.SQX, — (SPX,X,)? | n—3
\
/ n
a2
_ SQX, =
SOX,.SQX, — (SPX,X,)? | n—3
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No exemplo: tabela auxiliar FAAE

' 2 > > e
J X1j X2 Yi Y Xy X5i  XajXp; X1 X2y
1 0] 0] 1,5 2,25 0 0] 0 0] 0
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99
Soma 9 18 57 670 19 76 36 111 220
Média 1,5 3 9,5

Estimativas das variancias dos coeficientes de regressao parciais

3¢
J
SZ(Bl) = SQX2 = = 22 > X 3 = 22 x1=0,55
SQX,.SQX, —(SPX,X,)? | n—3 | 55x22-92 6-3 40
n é2
5 SQX =i 55 3 55
S*(B,) = L : - ! — 22 1-0137
27 SQX,SQX, —(SPX.X,)’ | n-3 | “55x22-9° 6-3 a0 L O37°
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No exemplo: tabela auxiliar

J Xaj X2j Yi y; X3 X3, XyXej X1jY] X2jY]
1 0 0 1,5 2,25 0 0 0 0 0
2 1 2 6,5 42,25 1 4 2 6,5 13
3 1 4 10 100 1 16 4 10 40
4 2 2 11 121 4 4 4 22 22
5 2 4 11,5 132,25 4 16 8 23 46
6 3 6 16,5 272,25 9 36 18 49,5 99
Soma 9 18 57 670 19 76 36 111 220
Média 1,5 3 9,5
Equacéo do plano ajustada
L =2+3X,+1x,
Estimativas dos coeficientes de regressao parciais
B,=3 B,=1
Estimativas das variancias dos coeficientes de regressao parciais
~ 22 A 9,9
S?(B,) = 20> 1= 0,55 S*(B,) = 20> 1= 01375
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No exemplo: Testes das hipoteses parciais
Hipoteses estatisticas

W)
S By
§
1.0 _
{Ho.Bl—O

LW
Efeito linear da suplementacéo de sal sobre
L 0 ganho de peso de ovinos, em adi¢cédo ao
Hy By #0 efeito da suplementacédo de calcio.
Estatistica do teste
t_ Bl _ 3

=1 = = 4,045
s(3,) /055

Decisao e conclusao

tOL/Z(n-3) = 3,183

|t=4,045]>t 5 =3183 < Rejeitamos H,

Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que o coeficiente de regressao parcial

populacional 3, difere de zero. Portanto, existe efeito linear significativo da quantidade de
sal mineral, adicional ao efeito da quantidade de calcio, sobre o ganho de peso dos ovinos.
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No exemplo: Testes das hipoteses parciais

Hlpoteses estatisticas Rspmaey
H: B, =0 Efeito linear da suplementacéo de célcio
H2 1B, %0 sobre o0 ganho de peso de ovinos, em

adicao ao efeito da suplementacéao de sal.
Estatistica do teste

B, 1
t=—tz = = 2697
s(B,) /01375

Decisao e conclusao
ta/2(ﬂ-3) = 3,183

|t=2,697 <153 =3183 <« Nao rejeitamos H,

Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que o coeficiente de regressao parcial
populacional 3, ndo difere de zero. Portanto, nao existe efeito linear significativo da

guantidade de calcio, adicional ao efeito da quantidade de sal mineral, sobre o ganho
de peso dos ovinos.
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Concluséao geral

Arelacao linear entre Y e (X;, X,) fol significativa, a contribuicao adicional da

variavel X, para a explicacdo da variacédo de Y foi significativa e a contribuicao
adicional de X, nao foi significativa.

Isso implica que a relagao linear ndo pode prescindir da variavel X;, mas pode
prescindir da variavel X,.

Assim, segundo os testes efetuados, o "melhor" modelo para exprimir a relacao
linear entre Y e (X;, X,) é:

1 =Pg +BX;

ou seja, 0 modelo de regressao linear simples de Y (ganho de peso) em relacéo
a X, (suplementacéao de sal mineral).

As estimativas dos parametros 3, e ; podem ser determinadas pelo
procedimento da regressao linear simples. Obtéem-se, assim, a equacao da reta:

(i = 254 + 4,64x,
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Selegéo de Varléveis Rs.prAS™

— Em andlise de regresséo linear com mais de duas variaveis preditoras,
a escolha do "melhor" modelo de relacéo linear ndo é tao simples.

— Em algumas circunstancias nao existe um conhecimento mais objetivo
sobre a importancia relativa de variaveis sobre a resposta.

— Nesse caso, € possivel conduzir estudos com finalidades exploratorias
considerando um conjunto de variaveis e utilizando a analise de regressao
para auxiliar no processo de selecao das variaveis, eliminando aquelas
gue porventura nao tenham efeito significativo sobre a resposta.
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No exemplo: Predicdo de vazdes minimas (y) a partir das variaveis
area de drenagem (x,), declividade (x,) e densidade de drenagem (X5)
Varios modelos podem resultar desta analise:

yj — 30 + lelj + Bzxzj + ﬁgxsj + ej < modelo completo

Y By + ﬁlxlj + B2X2j +€; <« exclusao davariavel x;

Y= Bo + lelj T nggj + € <« excluséo da variavel x;,

Y; =B +B,X,; +€; « exclusdo das variaveis x, e x;

yj — Bo + ej < nenhuma das variaveis tem efeito linear sobre y

= E possivel que a relacio entre as variaveis seja melhor representada por
um modelo nao linear.
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Meétodos de selecéo de variaveis

= Incluséo ascendente (forward selection): inicia-se com um modelo que possui
somente o intercepto e, de acordo com o criterio fixado, as variaveis preditoras sao
incluida no modelo, uma a uma. Uma vez incluida no modelo, a variavel nao sai mais.

E(Y)=n=8,

= Selecao descendente (backward elimination): comeca com o modelo completo e,
de acordo com o criterio fixado, vai excluindo, uma a uma, as variaveis de menor
contribuicdo nao significativa, na presenca das demais variaveis no modelo.

E(Y) =p=Bg + B Xy +BoX;5 +... + B X

— Selecédo ascendente-descendente (stepwise selection) € uma aplicacao conjunta
dos critérios de inclusdo e exclusao. O procedimento inicia do mesmo modo que a
selecdo ascendente, mas em cada passo verifica se, na presenca das outras
variaveis do modelo, alguma variavel nao agrega contribuicdo significativa a
explicacdo da variacdo da resposta. Dentre as que nao estdo contribuindo
significativamente, a de menor f parcial € eliminada. Por outro lado, uma variavel que
ja foi excluida podera retornar em um passo posterior.

E(Y)=un=8,
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