UNIDADE III - Elementos de probabilidades
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3.2.

3.3.

Introdugdo a teoria das probabilidades

3.1.1. Introdugado

3.1.2. Conceitos fundamentais

3.1.3. Conceitos de probabilidade

3.1.4. Teoremas para o cdlculo de probabilidades

3.1.5. Probabilidade condicional e independéncia

Variaveis aleatorias

3.2.1. Introdugdo e conceito

3.2.2. Variaveis aleatorias discretas

3.2.3. Variaveis aleatorias continuas

Distribuigoes de probabilidade

3.3.1. Distribuigoes de probabilidade de variaveis discretas
3.3.2. Distribuigoes de probabilidade de varidveis continuas



Distribuigdes de probabilidade de varidveis continuas

= E dificil identificar o tipo de distribui¢do de probabilidade
de uma variavel continua

¢ pesquisa bibliogrdfica

¢ observagdo do campo de variagdo da varidvel

Exemplos:
= Distribuigdo gama: descreve varidveis que assumem valores
positivos.
= Distribuigdo beta: descreve varidveis que assumem valores no
intervalo [0, 1].

= Distribui¢cdo normal: descreve varidveis que assumem valores no
intervalo (-0, +0).



Distribuicdes de probabilidade de varidveis continuas

= E dificil identificar o tipo de distribui¢do de probabilidade
de uma variavel continua

¢ pesquisa bibliogrdfica
¢ observagdo do campo de variagdo da varidvel
¢ andlise exploratéria dos dados

50

Exemplo: Dados brutos

73 78 780 780 834 815 819 835 838 831
782 785 785 784 832 822 845 834 843 828
790 794 80,7 781 825 831 838 835 831 827
780 771 80,8 776 814 823 834 839 832 834
790 790 799 790 819 828 818 845 831 812
836 826 824 838 835 833 856 838 841 828
837 831 830 832 844 843 819 827 833 827
819 835 839 811 826 826 843 836 839 860
84,2 837 831 842 833 830 838 844 834 827
835 823 822 834 829 846 830 854 825 854

Andlise exploratéria informa sobre o formato da distribuicdo dos dados amostrais
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Algumas distribuigdes continuas

1. Distribuigdo Normal

* Distribuigdo Normal Padrado
* Distribuicdo Seminormal

2. Distribuigdo Exponencial
3. Distribuigdo Uniforme

4. Distribuicdo Gama

5. Distribuicdo Beta

6. Distribui¢gdo Lognormal

7. Distribui¢cdo Weibull

o — eventos climaticos extremos
8. Distribuicdo Gumbel
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3.3.2.1 Distribuigdo normal

Sintese historica

A distribuigdo normal foi primeiramente obtida por
Abraham De Moivre, num artigo de 1734, no contexto de
aproximagdo da distribuigdo binomial quando o ndmero n
de experimentos de Bernoulli cresce.
De Moivre se deparou com a curva normal ao buscar uma
aproximagdo para os nimeros que habitam regioes do .
’rriangulo de Pascal. Abraham De Moivre
(1667 - 1754)

Profa. Clause Piana
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3.3.2.1 Distribui¢do normal

Sintese historica

A distribuigdo normal foi primeiramente obtida por
Abraham De Moivre, num artigo de 1734, no contexto de
aproximagdo da distribuigdo binomial quando o ndmero n
de experimentos de Bernoulli cresce.

De Moivre se deparou com a curva normal ao buscar uma
aproximagdo para os nimeros que habitam regioes do
’rriangulo de Pascal. Abraham De Moivre

Os grdficos abaixo representam as magnitudes de algumas (1667 - 1754)
linhas do tridngulo de Pascal.

Linha 11 Linha 21 Linha 51 Lin_ha 101
n=10 n=20 n=50 n=100
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Carl Friedrich Gauss
(1777 -1855)

Pierre-Simon Laplace
(1749 - 1827)

Em 1809, Gauss assumiu que os erros de medida poderiam ser
modelados pela distribuigdo normal. Ele teve essa percepgdo ao
realizar medigdes astronomicas, enquanto trabalhava no problema
dos movimentos planetdrios.

Distribuigdo dos erros de medida
desvio = erro de medida

(X, —x)
média dos QPN
Z(xril—X) o

u50

Em 1812, em seu livro "Thedrie Analytique des Probabilités”,
Laplace melhorou o resultado encontrado por De Moivre para o
que hoje € denominado Teorema de De Moivre-Laplace.
Também foi Laplace quem tirou a distribuigdo hormal da
obscuridade e criou um argumento melhor do que o de Gauss

para sustentar a nogdo de que a distribuigdo normal €, de fato,
a lei dos erros.

Profa. Clause Piana



Em 1812, Laplace publicou sua Théorie analytique des probabilités, na qual
apresentou muitos resultados fundamentais em estatistica. A primeira metade
deste ftratado estava preocupada com métodos e problemas de probabilidade, a
segunda metade aplica esses métodos a uma variedade de problemas na teoria do
erro, teoria da decisdo, probabilidade judicial e credibilidade das testemunhas.

THEORIE

ANALYTIQUE

DES PROBABILITES;

Par M. LE MARQUIS DE LAPLACE,
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Sobre os erros de medida... Y

Isaac Newton
(1642 - 1727)

Newton foi o primeiro a empregar a média para obter um dnico
valor a partir de uma série de medigdes discordantes.

Mas a maior parte dos cientistas daquela época e no século
seguinte ndo calculava a média, em vez disso, escolhia dentre suas
medicdes um Unico “nlimero aureo” considerado, essencialmente
por palpite, o mais confidvel dos resultados obtidos.

Isso porque ndo consideravam a variagdo como um subproduto

inevitdvel do processo de mensuragdo, e sim como uma evidéncia
de fracasso.

medicoes discordantes
Xi — Xl, XZ,X3, ...,Xn

l desvio = erro de medida

D X (. —X)

n

valor mais razodvel
para a medida

X =

Profa. Clause Piana



Importdncia da distribuigdo normal

A distribui¢do normal € importante tanto do ponto de vista tedrico como
das aplicagdes. Essa importdncia se deve a um conjunto de aspectos:

= Propriedades matemdticas

= E til para descrever uma grande quantidade de fenémenos naturais,
fisicos, ambientais, psicométricos etc, além dos erros de medida

= Um grande ndmero de varidaveis aleatérias tém distribuigdes que
convergem para a distribuigdo normal

= Muitas varidveis ndo normais podem ser tratadas como normais apos
transformagoes simples

= Uma grande quantidade de métodos e procedimentos de inferéncia
estatistica sdo derivados tendo-a como pressuposi¢do bdsica

O conjunto de métodos desenvolvidos para tratar variaveis que tém
distribuicdo normal forma a chamada Estatistica Classica ou Estatistica
Paramétrica.

Profa. Clause Piana



1. Distribuigdo normal

Definigdo: E uma distribuigdo tedrica de frequéncias, onde a maioria

das observagoes se situa em torno da média (centro) e diminui gradual
e simetricamente no sentido dos extremos.
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1. Distribuigdo normal

Definigdo: E uma distribuigdo tedrica de frequéncias, onde a maioria
das observagoes se situa em torno da média (centro) e diminui gradual
e simetricamente no sentido dos extremos.

A distribui¢cdo normal € representada graficamente pela curva normal

(curva de Gauss) que tem a forma de sino e é simétrica em relagdo ao
centro, onde se localiza a média p.
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Fungdo densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel continua que tem distribuigdo
de normal, sua fungdo densidade de probabilidade sera:

s

f(x) = e 20° , para Sy = (-0 +o)
( ) G\/ﬁ X

¢ A distribui¢cdo normal € um membro da familia exponencial.
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Fungdo densidade de probabilidade
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De modo geral, se X é uma varidvel continua que tem distribui¢gdo de normal,
sua fungdo densidade de probabilidade sera:

#s.pras™

1 —%‘; pardmetros
F(x) = o2 € , para Sy = (-o0,+00)

Parametros

A distribuigdo normal tem dois parametros:

u = média (determina o centro da distribuicdo)
o? = variancia (determina a dispersdo da distribuigdo)

X ~N (u, o)

X tem distribuigdo normal com pardmetros p e ¢2




Populagoes normais com
meédias diferentes e
mesma variancia

Populagdes normais com
variancias diferentes e
mesma média
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Existe um numero infinito de curvas normais




Propriedades da distribui¢do normal

1. O maximo da fungdo densidade de probabilidade se dd no ponto x=p .

maximo
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2. A distribuicdo é simétrica em relacdo ao centro onde coincidem
a média, a moda e a mediana.




3. Os pontos de inflexdo sdo exatamente p-oc e p+o.

Ponto de inflexdo: ponto onde a concavidade a direita tem sinal
diferente ao da concavidade a esquerda



4. Verifica-se na distribuigdo normal que:

P(u-c < X < u+o) = 0,6825

P(u-20 < X < pn+20) = 0,9544

P(u-30 < X < u+30) = 0,9974

L+ 20
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V4 - / . . . ~ E - E
Se X é uma varidvel que tem distribui¢do hormal com p =5 e 2 = 4,
calcule:
a)P(3<X<7)
b P(6 < X < 9)

c)P(4 < X <10)
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Se X é uma variavel que tem distribui¢cdo normal com p =5 e ¢? = 4, o
calcule:

a)P(3<X<7)=0,6825
b)P(b<X<9)

c) P(4 < X < 10)

Esta drea € obtida com base nas propriedades.



Se X € uma varidvel que tem distribuigdo normal com p =5 e o2 = 4,
calcule:

a)P(3<X<7)=0,6825

b) P(5 < X < 9) = 0,4772
c) P(4 < X < 10)

Esta drea € obtida com base nas propriedades.



Se X é uma varidvel que tem distribuigdo normal com p =5 e ¢? = 4,
calcule:

a)P(3<X<7)=0,6825
b)P(b<X<9)=0,4772

c) P(4 < X<10)

4
u-0,50

5

10
u+2 ,bo

Esta drea ndo pode ser obtida a partir

das propriedades.




Calculo de areas

= Para cada valor de p e de o, existe
uma distribuicdo normal diferente

= O calculo de dreas sob a curva
normal deverd ser feito sempre em

fungdo dos valores particulares de
Leo

fx)

0g1

0

0.4

021

0.0

NG, 4)

10



X
f(x) = e 2°
o\ 2T
Calculo da area:
10( (x=5)% )
area = j 1 e 8 |dx
4\2V2n )

A fungdo densidade de probabilidade f(x) da distribuigdo

normal ndo tem fungdo primitiva por isso ndo pode ser
integrada analiticamente.



Calculo de areas

= Para cada valor de p e de o, existe
uma distribuicdo normal diferente

= O calculo de dreas sob a curva
normal deverd ser feito sempre em

fungdo dos valores particulares de
Leo

fx)

0g1

0

04

0.0

NG, 4)

0

z

10

X

= Para evitar a trabalhosa tarefa de calcular as dareas foi determinada

uma distribuigdo normal padrdo ou reduzida

= As dreas sob a curva normal padrdo foram calculadas e apresentadas

huma tabela
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Distribuigdo normal padrdo

Definigdo: é a distribui¢do normal de uma varidvel Z que tem média
igual a zero (n=0) e desvio padrdo igual a um (o=1).

Fungdo densidade de probabilidade de uma varidvel X que tem
distribuicdo normal

(x—p)

fx)=—L ¢ 20 para Sy = (-0,+0)
o\N2T

Fungdo densidade de probabilidade da varidvel Z que tem distribuigdo

normal padrdo

22

2

f(z) =

, para Sz = (-o0,+)

1
— e
NeT
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-3 -2

A curva normal padrdo foi dividida em pequenas tiras, cujas dreas
foram calculadas e apresentadas numa tabela.
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0,0398
4

A curva normal padrdo foi dividida em pequenas tiras, cujas dreas
foram calculadas e apresentadas numa tabela.



A curva normal padrdo foi dividida em pequenas tiras, cujas dreas
foram calculadas e apresentadas numa tabela.



Tabela - Area sob a curva normal padrdo de 0 a z, P(0 < Z < z).

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0754
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,217 0,255 10,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 10,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2133 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2258 0,2291 0,2324 0,2357 10,2389 10,2422 0,2454 0,2486 0,2518 0,2549
0,7 0,2580 0,2612 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2996 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,318 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 10,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 10,3599 0,3621
11 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 10,3770 10,3790 0,3810 0,3830
1.2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
13 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 04115 10,4131 0,4147 0,4162 0,4177
14 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
15 0,4332 0,4345 0,4357 10,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 04505 04515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 04719 0,4726 0,4732 04738 04744 04750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 04778 0,4783 0,4788 0,4793 04798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 04875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
24 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
25 0,4938 0,4940 0,4941 10,4943 10,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 10,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 10,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
31 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 0,4995 10,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
34 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 10,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000




= Os valores negativos ndo sdo apresentados na tabela porque a curva
é simétrica; assim, as dreas correspondentes a esses valores sdo

exatamente iguais as dos seus simétricos positivos, por exemplo
P(-1<Z<0) = P(0<Z<1).

= Na tabela da distribui¢do normal padrdo, os valores de Z vdo de O

a 3,99. Este limite é estabelecido com base na quarta propriedade da
distribuicdo normal.

-3 -2 -1 0 1 2 3
L-33 W—-20 HW-C ) L+ T H+2C0 H4+30

——— 09544 ————

| 0,9974 '




A drea até 3,99 ja é aproximadamente O,5.

3,99



0,2324

Na tabela da distribuigdo normal padrdo, podemos encontrar as
dreas correspondentes aos intervalos de O a z.

Por exemplo z=0,62



Tabela - Area sob a curva normal padrdode Oa z, P(0<Z < z).

3 4

z 0 1 [ 2]
0,0 | 0,0000 0,0040 0,0080
0,1 0,0398 0,0438 0,0478
0,2 | 0,0793 0,0832 0,0871
03 | 0,1179 0,1217 0,1255
04 | 0,1554 0,1591 0,1628
05 | 0,1915 0,1950 0,1985
06| | 0,2258 0,2291

0,7 | 0,2580 0,2612

0,8 | 0,2881 0,2910

P(0 <Z<0,62)=0,2324

0,0120 0,0160
0,0517 0,0557
0,0910 0,0948
0,1293 0,1331
0,1664 00,1700
0,2019 0,2054

02357 02389

0,2642 2673 00,2704
0,2939 02 0,2996

probabilidade
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Exercicio proposto:

Seja Z uma variavel aleatéria com distribuigdo normal padrdo.
Determine as seguintes probabilidades:

a)P(0<«Z<«1,73)=0,4582
b) P(0,81< Z < + )

¢)P(-1,25 < Z < -0,63)

172



0

1

2

L3 |

4

5

6

7

8

9

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
25

0,0000
0,0398
0,0793
0,1179
0,1554
0,1915
0,2258
0,2580
0,2881
0,3159
0,3413
0,3643
0,3849
0,4032
0,4192
0,4332
0,4452
0,4554
0,4641
0,4713
0,4772
0,4821
0,4861
0,4893
0,4918
0 4938

0,0040
0,0438
0,0832
0,1217
0,1591
0,1950
0,2291
0,2612
0,2910
0,3186
0,3438
0,3665
0,3869
0,4049
0,4207
0,4345
0,4463
0,4564
0,4649
0,4719
0,4778
0,4826
0,4864
0,4896
0,4920
0 4940

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628
0,1985
0,2324
0,2642
0,2939
0,3212
0,3461
0,3686
0,3888
0,4066
0,4222
0,4357
0,4474
0,4573
0,4656
0,4726
0,4783
0,4830
0,4868
0,4898
0,4922
0 4941

0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664
0,2019
0,2357
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Exercicio proposto:

Seja Z uma variavel aleatéria com distribuigdo normal padrdo.
Determine as seguintes probabilidades:

a)P(0<Z<«1,73)=0,4582

b) P(0,81< Z <+ ) =0,5-0,291 = 0,209

) P(-1,25 < Z < -0,63)
-

0,5
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Exercicio proposto:

Seja Z uma variavel aleatéria com distribuigdo normal padrdo.
Determine as seguintes probabilidades:

a)P(0<«Z<1,73)
b)P(081<Z<+x)=0,5-0,291=0,209

) P(-1,25 < Z < -0,63)
-
0,3944 - 0,2357 = 0,1587 - '
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= Através da distribui¢cdo normal padrdo é possivel estudar

qualquer variavel X que tenha distribui¢do normal, com quaisquer
valores para p e o.

= Para utilizarmos os valores da tabela, devemos padronizar ou
reduzir a varidvel X, ou seja, transformar X em Z.

X~ N (n, o°)

transformar = Z — X1
)

Z~N(,1)

= Apés a transformagdo, procuramos na tabela a drea compreendida
entre O e z, que corresponderd a drea entre p e x.
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A transformacdo muda as varidveis, mas ndo altera a drea sob a curva

P(Xf‘: X< Xz)

X~N (u, o?)

P(z.< Z.< 1))

Z~N(0,1)

L

P(x;< X<x,)=P(z,<Z < z,)



Se X é uma variavel que tem distribui¢cdo normal com n=5e ¢? = 4,
calcule:

a)P(3<X<7)=0,6844
b)P(6b<X<9)=0,4772
c)P(4 <X <10)

i 0 .
" | |
X =4 5 X,=10
X—u

Z = —_— ]J'O,5G H+2,55
e} P
4-5
z,- 29 _ 05
1 2 A
2,_ 105 _,;




Se X é uma variavel que tem distribui¢cdo normal com n=5e ¢? = 4,

calcule:

a)P(3<X<7)=0,6844
b)P(b<X<9)=04772
c)P(4<X<10)=0,1915+0,4938 = 0,6853

01915

TJ/.
z XK
@)
Z; = % =—0b —0,1915
Z, = 1075 =25 50,4938

2

0,4938

X,=10




= Em algumas situagdes € necessdrio transformar Z em X

_X-u
Z~N(0,1) £ =

transformar = X=u+2Zc

v

X ~N (p, c?)
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Como determinar um quantil x,?




Como determinar um quantil x,?

Encontrar z na 04
tabela a partir
da drea 0,4 01

(|
|=|=|:I:
II

Encontrar z na
tabela a partir
da drea 0,35
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0,4049
0,4207
0,4345
0,4463
0,4564
0,4649
0,4719
0,4778
0,4826
0,4864
0,4896
0,4920
0 4940

0,0080
0,0478
0,0871
0,1255
0,1628
0,1985
0,2324
0,2642
0,2939
0,3212
0,3461
0,3686
0,3888
0,4066
0,4222
0,4357
0,4474
0,4573
0,4656
0,4726
0,4783
0,4830
0,4868
0,4898
0,4922
0 4941

0,0120
0,0517
0,0910
0,1293
0,1664
0,2019
0,2357
0,2673
0,2967
0,3238
0,3485
0,3708
0,3907
0,4082
0,4236
0,4370
0,4484
0,4582
0,4664
0,4732
0,4788
0,4834
0,4871
0,4901
0,4925
0 4943

0,0160
0,0557
0,0948
0,1331
0,1700
0,2054
0,2389
0,2704
0,2996
0,3264

0,3508

0,3729
0,3925
0,4099
0,4251
0,4382
0,4495
0,4591
0,4671
0,4738
0,4793
0,4838
0,4875
0,4904
0,4927
0 4945

0,0199
0,0596
0,0987
0,1368
0,1736
0,2088
0,2422
0,2734
0,3023
0,3289
0,3531
0,3749
0,3944
0,4115
0,4265
0,4394
0,4505
0,4599
0,4678
0,4744
0,4798
0,4842
0,4878
0,4906
0,4929
0 4946

0,0239
0,0636
0,1026
0,1406
0,1772
0,2133
0,2454
0,2764
0,3051
0,3315
0,3554
0,3770
0,3962
0,4131
0,4279
0,4406
0,4515
0,4608
0,4686
0,4750
0,4803
0,4846
0,4881
0,4909
0,4931
0 4948

0,0279
0,0675
0,1064
0,1443
0,1808
0,2157
0,2486
0,2794
0,3078
0,3340
0,3577
0,3790
0,3980
0,4147
0,4292
0,4418
0,4525
0,4616
0,4693
0,4756
0,4808
0,4850
0,4884
0,4911
0,4932
0 4949

0,0319
0,0714
0,1103
0,1480
0,1844
0,2190
0,2518
0,2823
0,3106
0,3365
0,3599
0,3810
0,3997
0,4162
0,4306
0,4429
0,4535
0,4625
0,4699
0,4761
0,4812
0,4854
0,4887
0,4913
0,4934
0 4951

0,0359
0,0754
0,1141
0,1517
0,1879
0,2224
0,2549
0,2852
0,3133
0,3389
0,3621
0,3830
0,4015
0,4177
0,4319
0,4441
0,4545
0,4633
0,4706
0,4767
0,4817
0,4857
0,4890
0,4916
0,4936
0 4952



Como determinar um quantil x,?

z=-128 O

Transformar zem x — X,=pu+z,6 -

Z g5 =1,04



Exercicio proposto:

Supondo que em individuos sadios ou normais, a taxa de albumina no sangue tenha
distribuigdo normal com média 4,4 g/100cc e desvio padrdo 0,6 g/100cc, entdo,
para uma populagdo de individuos sadios ou normais, calcule:

a) a probabilidade de se ter uma taxa de albumina menor do que 3 g/100cc;
b) a probabilidade de se ter uma taxa de albumina maior do que 4,9 g/100cc;
c) a probabilidade de se ter uma taxa de albumina entre 3,2 g/100cc e 5,2 g/100cc;

d) a probabilidade de se ter uma taxa de albumina ndo compreendida entre 2,9
g/100cc e 5 g/100cc;

e) a taxa de albumina que é ultrapassada por 5% da populagdo;
f) a taxa de albumina que € ultrapassada por 2,5% da populagdo;
g) a taxa de albumina que ndo € ultrapassada por 10% da populagdo;

h) as taxas de albumina, simétricas em relagdo a taxa média, entre as quais estdo
compreendidas 99% das taxas da populagdo.
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Algumas distribuigdes continuas

1. Distribuigdo Normal

* Distribuigdo Normal Padrdo
* Distribuicdo Seminormal

2. Distribuigdo Exponencial
3. Distribuigdo Uniforme

4. Distribuicdo Gama

5. Distribuicdo Beta

6. Distribui¢gdo Lognormal

7. Distribui¢cdo Weibull

8. Distribuicdo Gumbel
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2. Distribuigdo exponencial

A distribuigdo exponencial esta relacionada com a distribui¢do de Poisson.

Na distribuicdo de Poisson, a variavel aleatdria é definida como o nimero

de sucessos em determinado periodo de tempo t, sendo a média de
sucessos no periodo definida como A.

Na distribui¢cdo exponencial, a varidvel aleatéria é definida como o tempo
entre dois sucessos.

Processo de Poisson  E(Y)= A

~
<
d

t T t
Y = ndmero de sucessos num periodo t — varidvel discreta

X = tempo decorrido enfre sucessos sucessivos — variavel continua



Exemplo: Se a média de atendimentos no caixa de uma loja é de 3

clientes por minuto, entdo, o fempo decorrido entre atendimentos
é uma varidvel com distribuigdo exponencial.

Y = nimero de atendimentos — distribuicdo de Poisson

Sy={0,1,2,..1} E(Y)=A=3
t =11 min t =Al min t =11 min
| y=2 " y=4 v y=1 !
| * - | . * * - * |
20 s 45 s 18 s 15s 20s b5 s

X = tempo entre atendimentos (em segundos) — distribui¢do exponencial
SX = (O/ OO)

A distribuicdo exponencial € extensivamente utilizada para modelar o
tempo entre ocorréncias de eventos hum sistema, onde os eventos
ocorrem a uma taxa constante. Desse modo, tem grande aplicabilidade
em estudos de sobrevivéncia, confiabilidade, teoria das filas e simulacdo
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Fungdo densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel aleatdria continua que tem distribuigdo
exponencial, entdo, sua fungdo densidade de probabilidade sera:

) I
f(x) = Ae™, para S,=[0, ) <+ X 50 assume valores

reais ndo negativos

onde:

X: tempo decorrido entre dois sucessos
e = 2,718 (base dos logaritmos neperianos)
A: nimero médio de sucessos (sempre maior que zero)

Podemos demonstrar que f(x) € uma fungdo densidade de probabilidade
provando que j f(x) dx =1

j f(X) dx = ]Ok e ™ dx = [e‘“ ]: —e ™ _e?0 0 (-1) =1
S, 0
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Fungdo densidade de probabilidade

Representagdo grdfica: f(x) =re™

L AAAAA
#s.BRASV

i) 4

Exemplos:
;Il..._

f(O)=2e™? =2e® =2

| | | — ——
02 04 06 08 1 12 l]-—'l




Fungdo de distribuigdo ou de probabilidade acumulada

F(X)=P(X<X) = X}Le'mdt — 1™
0

fo) 4

P(X>X) =1-F(x)=1-(1-e ™) =e™




Fungdo de distribuigdo ou de probabilidade acumulada

F(x) = P(X < X) = joxxe'“dt —1-e™

Representagdo grdfica:
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Parametros

f(x) =@e™

pardmetro

A distribuigdo exponencial tem apenas um parametro:

A = nimero médio de sucessos

X ~Exp (A)

X tem distribuigdo exponencial com pardmetro A




Medidas descritivas

* Média ou valor esperado:  E(X) = p = [xf(x)dx
Sx

E(X) = = [ xf(x)dx

XA e M dx = 1

O —8

Teorema: E(X)= pu-= I

A



Medidas descritivas

* Varidncia: V(X) = 62 =E(X?)-?

V(X) =062 =

Teorema: V(X) = G° = h




Exercicios propostos:

1. Os tempos até a falha de um dispositivo eletronico seguem o

modelo exponencial, com uma taxa de falha A = 0,012 falhas/hora.

Indique qual a probabilidade de um dispositivo escolhido ao acaso
sobreviver a 50 horas? E a 100 horas? Qual o tempo esperado até
que ocorra falha?

2. Suponha que um componente eletronico tenha um tempo de vida X
(em unidades de 1000 horas) que seque uma distribui¢gdo exponencial
de parametro A = 1. Suponha também que o custo de fabricagdo do
item seja 2 reais e que o prego de venda seja 5 reais. O fabricante
garante devolugdo total se X<0,9. Qual o lucro esperado por item?
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Resolucgado:

2. Suponha que um componente eletronico tenha um tempo de vida X
(em unidades de 1000 horas) que segue uma distribui¢do exponencial
de pardmetro A = 1. Suponha também que o custo de fabricagdo do

item seja 2 reais e que o prego de venda seja 5 reais. O fabricante
garante devolugdo total se X<0,9. Qual o lucro esperado por item?

X = tempo de vida (1000 h) Se X<0,9,entdo Y = -2 reais
Y = lucro por item (reais) Se X>0,9,entdo Y = 3 reais
F(x)=P(X<x)=1—-e™*
Sendo A =1 F(09)=P(X<0,9)=1-e%° =0,5934

X x<0,9 x>0,9
Y=y -2 3 >
P(Y=y) |0,5934 0,4066 1

E(Y)=-2x0,5934 + 3 x 0,4066 = 0,03 reais
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Formas limites da distribui¢cdo binomial
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= Em determinadas circunstancias, uma distribuigdo de probabilidade
pode tender para outra.

= Os casos mais importantes de aproximagoes entre distribuigoes sdo:
1. Hipergeométrica — Binomial

2. Binomial — Poisson

3. Binomial > Normal



1. Hipergeométrica — Binomial Hip (n, N, Ny) — Bin (n, n)

Quando N (tamanho da populagdo) é muito grande (ou tende para +x),
a distribuigdo hipergeométrica se aproxima da distribuigdo binomial

fator de
Binomial Hipergeométrica /COP'"eGaO
V(X)Znﬂ'(l-ﬂ:) B Nl NZ (N_nJ
VPO= N NG
Quando N tende para infinito, o fator de corregdo se aproxima de 1
tende a zero
N _N- N /
—N N N
N-1_ N N N 1_©; 1
) "~

tende a +©
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Esta aproximagdo € considerada satisfatoéria quando o nidmero de
elementos retirados (n) ndo excede 5% da populagdo (N), isto €,
n < 0,05N.

Populagdo
Amostra
— O
n
n<0,05N
N
Quando o tamanho da amostra representa menos de 5% do

tamanho da populagdo, a populagdo € tdo grande em relagdo
a amostra que pode ser considerada infinita.




2. Binomial — Poisson Bin (n, m) — Poi (1)

E(X) = nn

Quando n (ndmero de repeticoes do experimento) é muito grande

(ou tende para +») e © (probabilidade de sucesso) € muito pequena

(ou tende para 0) a distribuigdo binomial se aproxima da distribuig¢do
de Poisson.

Esta aproximagdo é considerada satisfatoria quando

@<10 e n2>100

E(X)
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3. Binomial - Normal Bin (n, ©) = Nor (n,c?)

s, -BRAS™

Quando n (ndmero de repetigoes do experimento) é grande (ou

tende para +x) e 7 (probabilidade de sucesso) se aproxima de 0,5
a distribui¢do binomial se aproxima da distribui¢gdo normal.

Se n=(1-n)=0,5, a distribui¢do binomial serd simétrica.

A distribuigdo binomial se aproxima da normal a medida que o n cresce

n=10 n=20 n=50

mmmmmmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmmmmmm
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X ~ Bin (n=15, n=0,5)

Uma binomial com pardmetros
n=15 e n=0,5 se aproxima de

uma normal com pardametros
u=7,5 e 62=3,75

X ~ Nor (u=75, 6%=3,75)

(ot

0,18
0,14
01
0,06

0,02

()
I:I.*IB:
I:I.*I-'-l:
I:I.’I:

I:I.I:IE:

0,02

10




Exercicios propostos:

1. Um auditor foi contratado para examinar uma colegdo de
6.000 faturas, das quais 128 contém erros. Se foi selecionada
uma amostra de 120 faturas, qual € a probabilidade de esta
amostra conter exatamente duas faturas com erros?

2. Sendo de 1% o percentual de canhotos nhuma populagdo, qual

é a probabilidade de haver apenas um canhoto numa classe de
30 alunos?
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