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Unidade IV - Inferéncia estatistica

4 1. Introducdo e historico

4 2. Conceitos fundamentais

4 3. Distribuigoes amostrais e Teorema central do limite
4.4. Estimacao de parametros

4.5. Testes de hipoteses

4.6. Quebras das pressuposicdes no processo de inferéncia
4.7. Testes de qui-quadrado
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Testes de qui-quadrado (?)

Duas situagoes de aplicagdo
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Situacdo 1. De acordo com a hereditariedade mendeliana, as

proporgdes fenotipicas resultantes de um cruzamento sdo:
9/16, 3/16 e 4/16.

Um pesquisador realizou cruzamentos entre animais de uma
certa raga bovina com o objetivo de estudar o tipo de heranga
do cardter pelagem e obteve os seguintes resultados:

Pelagem Vermelha Preta Branca Totais

Numero de animais 72 34 38 144

Estes resultados estdo de acordo com a teoria mendeliana?
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Situagdo 2. Um experimento foi realizado com o objetivo de
estudar a eficacia de um novo soro. Foram utilizadas duzentas
cobaias doentes, das quais 100 receberam o soro e as outras
100 ndo receberam. Os resultados observados foram os

seguintes:
Cura ,
Tratamento : — Totais
Sim Nao
Com soro 75 2h 100
Sem soro 65 35 100
Totais 140 60 200

A cura depende ou ndo do tratamento?
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Testes de qui-quadrado (?)

= Utilizados para testar hipéteses a respeito de frequéncias

observadas nas classes de varidveis qualitativas ou atributos
(cor, forma, estado, opinido, etc.)

= As alternativas dos atributos sdo denominadas classes ou
categorias

= Os dados de enumeragdo provenientes da contagem dos

individuos enquadrados nas classes do atributo representam
as frequéncias observadas

= Os dados de enumeragdo resultantes das proporgoes de uma

teoria ou de proporgoes previamente fixadas sdo denominados
frequéncias esperadas

=0 teste consiste em comparar as frequéncias observadas com
frequéncias esperadas para essas classes
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Exemplo: situagdo 1: Frequéncias observadas

Variavel qualitativa Classes ou
ou atributo categorias

PN

Pelagem

Vermelha Preta

Branca Totais

144

Ndmero de animais (79 Q‘D (39

y

Frequéncias observadas

l

Dados discretos
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Exemplo: situagdo 1: Frequéncias esperadas

Teoria mendeliana — proporgoes: 9/16, 3/16 e 4/16

Pelagem

Vermelha Preta

Branca Totais
Frequéncia observada

72 34

38 144
Frequéncia esperada

81 27 36

144
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Outros exemplos de aplicagdo dos testes de qui-quadrado:

+ proporgoes de germinagdo de sementes
¢ proporgoes de respostas de pessoas que participam de
pesquisas de opinido

¢ proporg¢do de pegas defeituosas que saem de uma linha de
montagem

¢ estudos no campo da genética, apds cruzamentos de individuos

E possivel aplicar o teste para um dnico atributo qualitativo
ou para dois atributos conjuntamente.
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Tabela de classificagdo simples: um atributo qualitativo

Objetivo: verificar se as freqiéncias observadas concordam
com uma determinada teoria.

Os individuos sdo classificados segundo um Unico atributo

qualitativo (A) e dispostos em uma tabela junto com as
frequéncias esperadas de acordo com a teoria.

A A1 Az Ak
Frequéncia observada X1 X2 Xk
Frequéncia esperada E: E: Ex
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Hipdteses estatisticas

e
ASpRA
A A1 Az Ak
Frequéncia observada X1 X2 Xk
Frequéncia esperada E: E: Ex

Hipotese de concordancia ou aderéncia: supdem que os dados observados
concordam ou se ajustam a uma determinada teoria dada pelas frequéncias
esperadas

H,: frequéncias observadas concordam com frequéncias esperadas
H,: frequéncias observadas ndo concordam com frequéncias esperadas
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Estatistica do Teste

Para verificar se as diferencgas entre as frequéncias
observadas e frequéncias esperadas sdo reais ou casuais,

utilizamos o teste qui-quadrado, dado pela estatistica Q
que tem distribuig¢do qui-quadrado com parametro v:

K (v _E\2
Q =Z(Xi EE') ~ 2 (v),
i=1 '

onde:

X. € a frequéncia observada da classe i
E; € a frequéncia esperada da classe i
k é o total de classes do atributo

v=k-1 é o ndmero de graus de liberdade
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Exemplo: situagdo 1

Pelagem Vermelha Preta Branca | Totais
Frequéncia observada (X;) 72 34 38 144
Frequéncia esperada (E;) 81 27 36 144

K X.—E. 2
Q:Z( |E. l)
i=1

2 2 2
g (72-81F (34-27F (38-36)

81

27
q=1+1,8148 +0,1111 =2,9259

36
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Distribuigdo qui-quadrado (%2)
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A variavel Q é definida como a soma dos quadrados de varidveis
Z independentes entre si:
Q=Z5+Z5+..+Z% ~y2(v)

Sendo definida como uma soma de quadrados, os valores da
varidvel Q nunca serdo negativos.

Parav =1
Quando v = 1, a curva
assume um formato
atipico.
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Quando v > 1, a curva assume a forma assimétrica positiva.

Parav =3

Parav =10

0 4

= 12 16 20 24 28

Q

A distribuigdo ¥ tem média pn = v e varidncia ¢® = 2v e se aproxima
da normal quando v cresce.
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Critério de decisdo
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Se H, € verdadeira, devemos esperar que o valor da estatistica
Q seja proximo de zero.
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Mas qudo proximo de zero a estatistica Q deve estar?

Este limite € dado pelo valor
critico que depende de a. e v.

valor critico
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Para decidir comparamos o valor da estatistica Q (calculado) com
o valor critico (tabelado):
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Qy(y) Valor da estatistica Q que delimita a drea o, para v graus
de liberdade (Tabela da distribuigdo qui-quadrado)

0
A~ ~ -
hd Rejeigdo
Ndo rejei¢do de Hy de H,

Se q <q, — hdo temos motivos para rejeitar Hg
Se q >q, — rejeitamos Hy
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Tabela da distribui¢do qui-quadrado.

Qraus de Nivel de significancia (o)
Liberdade Esquerda (q') Direita (q)
(v) 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,11 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 0,21 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75

6 0,68 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 1445 16,81 18,55
7 0,99 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,583 20,09 21,95
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 1599 18,31 20,48 23,21 25,19
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 2368 26,12 29,14 31,32
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 2500 27,49 30,58 32,80
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,85 32,00 34,27
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 | 24,77 2759 30,19 3341 3572
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,86 | 25,99 28,87 31,583 3481 37,16
19 6,84 7,63 8,91 10,12 11,65 | 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,43 8,26 9,59 10,85 12,44 | 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 | 29,62 32,67 3548 3893 4140
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 | 30,81 33,92 36,78 40,29 42,80
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 | 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18
24 9,89 10,86 12,40 13,85 1566 | 33,20 36,42 39,36 4298 45,56

25 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 | 3438 37,65 40,65 4431 46,93

26 11,16 12,20 13,84 1538 17,29 | 3556 38,89 41,92 4564 48,29
27 11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 | 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64
28 12,46 13,56 15,31 16,93 18,94 | 37,92 41,34 44,46 48,28 50,99
29 13,12 14,26 16,05 17,71 19,77 | 39,09 42556 4572 4959 52,34
30 13,79 1495 16,79 18,49 20,60 | 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67

40 20,71 22,16 2443 2651 29,05 | 51,81 5576 59,34 63,69 66,77

50 2799 29,71 32,36 34,76 37,69 | 63,17 6750 7142 76,15 7949

60 3553 37,48 40,48 43,19 46,46 | 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95

70 43,28 45,44 48,76 51,74 55,33 | 8553 90,53 95,02 100,43 104,21

80 51,17 53,54 57,15 6039 64,28 | 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32

90 59,20 61,75 6565 69,13 73,29 |107,57 113,15 118,14 124,12 128,30 PrOfa Clause Piana
100 67,33 70,06 74,22 77,93 82,36 | 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17 .




Tabela de classificagdo dupla ou de contingéncia: dois atributos.

Objetivo: verificar se dois atributos qualitativos (A e B) inerentes a
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um mesmo individuo sdo independentes entre si.

Os individuos sdo classificados segundo esses dois atributos e as frequéncias

observadas sdo dispostas numa tabela junto com as frequéncias que seriam
esperadas no caso de independéncia.

A B
B, B> .
A X11 (En) X2 (E12) Egecqélﬁlr:;? observada
Az Xat (Bat) - Xez(€ez) Frequéncia esperada
Xij(Ei;) = na célula ij
A, X1 (Er1) Xr2 (Er2) Xrs(Ers)
onde:

i = niUmero da classe do atributo A, talque i=1,2, .., r.
j = ndmero da classe do atributo B, tal que j=1,2, .., s.
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Hipoteses estatisticas

A B
B; B, B,
A Xu (En) Xz (Ere) X1s(E1s)
Az Xa1 (E21)  Xaz2(Ez2) Xas(E2s)
. X,(Ei)
A Xr1 (Er1) Xr2 (Er2) Xrs(Ers)

Hipétese de independéncia: supdem que as varidveis A e B
independem entre si

Hg: o atributo A independe do atributo B
H,: o atributo A depende do atributo B
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Tabelas de classificagdo dupla

Como calcular a frequéncia esperada na célula ij?

Multiplicando o total da linha i (X;,) pelo total da coluna j (X,;) e dividindo
pelo total geral (X.,), ou seja, usando a sequinte expressdo:

E'- _ Xi+‘:< X+j

1

e

Totais
B, B N\ ..
A1 | X1 (En) Xz (E12)
Az | Xa1(E21) Xaz2(E22)

7\&\ X1,
3

X
(X.. )

Ar | Xr1(Er) Xr2(Er2)
TOTG'S X+1 X+2

Profa. Clause Piana



Exemplo: situagdo 2: Frequéncias esperadas

Cura _
Tratamento ) — Totais
Sim Nado
Com soro 75 (70) 25 (30) 100
Sem soro (70)  35(30)| 100
Totais | 1407 60 / | 200

4140 0
200

100 x 140 _
E =
200

/L

12

E22 -

100 x 60

lOO X 60
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Estatistica do Teste

Para verificar se as diferengas entre as frequéncias observadas e

frequéncias esperadas sdo reais ou casuais, utilizamos a estatistica
Q, assim definida:

i=1 j=1 ij
onde:
Xi; € afrequéncia observada da linha i e coluna
E; ¢ afrequéncia esperada da linha i e coluna
r € o hiumero total de linhas (classes do atributo A)
s € 0 nimero total de colunas (classes do atributo B)
v = (r-1) x (s-1) € o ndmero de graus de liberdade
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Restrigoes ao uso do teste de qui-quadrado

1. O teste é vdlido apenas para frequéncias absolutas

2. Sempre que se trabalha com apenas um grau de liberdade,
deve-se usar uma "corregdo de continuidade” para os dados

de enumeracado Corregdo
/2' de Yates
Qxi _Ei‘ _0'5)

i
3. O nimero de observacgoes (n) ndo deve ser inferior a 20 e
a frequéncia esperada minima ndo deve ser inferior a 1

4. Quando tivermos diversas classes com frequéncias esperadas

menores do que 5, convém agrupd-las em uma sé classe
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Exemplo resolvido: Tabela de classificagdo simples

Um pesquisador realizou cruzamentos entre animais de uma
certa espécie bovina com o objetivo de estudar o tipo de
heranga do cardter pelagem e obteve os sequintes resultados

Pelagem

Vermelha Preta Branca | Totais
Frequéncia observada (X)) 72 34 38 144
Frequéncia esperada (E;) 81 27 36 144

Teste a hipotese de concorddncia com a teoria mendeliana,
usando a=0,05.

Passo 1: Estabelecer as hipoteses do teste:

Hy: as frequéncias observadas concordam com as esperadas
H,: as frequéncias observadas ndo concordam com as esperadas
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Passo 2: Determinar o nimero de graus de liberdade.

v=k-1=3-1=2

Ndo ha necessidade de usar
a "correcdo de continuidade”

’ oy . « (Xi _Ei)2
Passo 3: Calcular a estatistica do teste: Q= Z £
i=1 i

|
Pelagem Vermelha Preta Branca | Totais
Frequéncia observada (X)) 72 34 38 144
Frequéncia esperada (E;) 81 27 36 144

_(72-81¢ (34-27F (38-36)
9= g1 27 36
q=1+18148 +0.1111 =2 9259
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Passo 4: Determinar o valor critico e decidir sobre H,.

o=0,05 _ _
I } Qo v) = 299 >q=2,9259

Decisdo: Ndo temos motivos para rejeitar H,.

Passo 5: Redigir a conclusdo.

Concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que as frequéncias

observadas ndo diferem significativamente das frequéncias
esperadas segundo a heranga mendeliana.
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Exemplo resolvido: Classificagdo dupla

Um experimento foi realizado com o objetivo de estudar a eficdcia de <=
um novo soro. Foram utilizadas duzentas cobaias doentes, das quais 100

receberam o soro e as outras 100 ndo receberam. Os resultados
observados foram os sequintes:

Cura ,
Tratamento ) " Totais
Sim Nao
Com soro 75 (70) 25 (30) 100
Sem soro 65 (70) 35 (30) 100
Totais 140 60 200

Teste a hipdtese de independéncia dos atributos, usando a=0,01.

Passo 1: Estabelecer as hipoteses do teste:

H,: Cura independe do Tratamento
H,: Cura depende do Tratamento
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Passo 2: Determinar o nimero de graus de liberdade.

v=(r-1x(s-1) =1 x1=1

Ha necessidade de usar a
“correcdo de continuidade”

P . Xi' _Ei' _0,5
Passo 3: Calcular a estatistica do teste: Q :Zq J EJ )2
iJ ij
Cura ,
Tratamento , — Totais
Sim Ndo

Com soro 75 (70) 25 (30) 100

Sem soro 65 (70) 35 (30) 100

Totais 140 60 200

.- (75-70-05%  (25-30-05)% (65-70-05) (35-30]-05

70

30

70
q=0,2893+0,675+0,2893+0,675 =19286

30

)
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Passo 4: Determinar o valor critico e decidir sobre H,.

a=0,01 } Qo v) = 6,63 >q=1,9296
v=1 '

Decisdo: Ndo temos motivos para rejeitar Hy,.

Passo 5: Redigir a conclusdo.

Concluimos, ao nivel de 1% de significdncia, que as frequéncias
observadas ndo diferem significativamente das frequéncias

esperadas. Portanto, ndo temos motivos para concluir que a
cura depende do tratamento.
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