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3.3.1.3 Distribui¢do hipergeométrica

Definigdo: Modelo que descreve probabilisticamente os resultados
de uma sequéncia de experimentos de Bernoulli dependentes.
Refere-se a experimentos que se caracterizam por retiradas sem

reposi¢do, onde a probabilidade de sucesso se altera a cada
retirada.

= A distribuigdo hipergeométrica ndo configura um processo de
Bernoulli porque a probabilidade de sucesso muda de um
experimento para o outro

= Essa distribuigdo € extremamente importante no contexto de
amostragem sem reposigao
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Experimento: Uma bandeja contém 10 xicaras de cafezinho, sete
com aglcar e trés com adogante. Trés pessoas se aproximam da
bandeja e se servem.

Se a varidavel aleatéria X é definida como o nimero de xicaras de
café com aglcar, construa a distribui¢do de probabilidade de X.
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10 Xicaras T— | 7 Aclcar 3 Adocante

|1> 3 xicaras (n=3)

S={AAA;, AAA,,.., AAQ,, ..., 00,05}

A= aclcar
#5 = C3 = 120 a= adocante

X = nimero de xicaras de café com acucar
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S={AAA;, AJALA,,.., AJALQ,, ..., 0,0,05}

X = nimero de xicaras de café com agticar

5, ={0,1,2, 3}

0 3

C7 C3 1)(1 1
=0) = = = =0,008333
P(X =0) ¢ 120 120

C,C; 7x3 21
=1) = = = =0,175
P(X =1) ¢ 120 120

C:C; 21x3 63
o o — — — 2
P(X 2) 6130 120 120 0,525
CC) 35x1 35
=3) = = = =0.2917
P(X 3) Cf’o 120 120 '

tEDER,

)

\)“‘VERJ'/
Ny
]
( '..‘..
A
(N
Syo1as”

. Vwhwtetety |
#s.BRASV

Profa. Clause Piana



sub-populagoes

/\
Y | \
~ N, N, X= nimero de sucessos
populagdo — £ \
RIS (sucesso) | (fracasso) em n retiradas
=INy*+IN,

I__L{> n elementos

(sem reposigdo)

= Cada grupo de tamanho n formado é denominado amostra.

= Todas as amostras tém a mesma chance de ocorréncia.

= Do ponto de vista probabilistico ndo faz diferenga considerar retiradas
individuais sem reposi¢do ou retirada conjunta de grupos

Profa. Clause Piana



Representagdo tabular

X =X 0 1 2 3 )
P(X = x) |0,00833| 0,175 | 0,525 | 0,2917 1
Representagdo analitica
X f3-X
7 3
P(X=x)=—3— . para 54 ={0,1, 2, 3}

10

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X € uma varidvel que tem distribui¢do hipergeométrica,
sua fungdo de probabilidade sera:

CX Cn—x
P(X=x)=—L "2

& , para Sy= {max(0, n-N,), ..., min(n,N}
N
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Parametros
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X glz))(
P(X=x) = C@%)Z\> pardmetros

A distribui¢do hipergeométrica tem trés pardmetros:

n = nimero de repetigdes do experimento de Bernoulli
N = tamanho da populagdo

N, = tamanho da subpopulagdo de interesse

X ~ Hip (n, N, Ny)

X tem distribuigdo hipergeométrica com pardmetros n, N e N,
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Medidas descritivas

)

Binomial
¢ e EEE(::><::) = Nnm
* Média ou valor esperado V(X) = nr(1-n)
E(X) = n= 3 xp(x)
XeSy
. o | probabilidade
Teorema: E(X)=pn n®~ de sucesso
* Varidncia
probabilidade
V(X) = 62 =E(X?)-p? de fracasso
WOVTN Fator de
: _ 2 _,Ni[INp ~n)_ [ corregdo para
Teorema: V(X)=oc°=n N@(N- lj populacdes

finitas
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Populagdo finita € aquela que pode ser esgotada por processo de R
amostragem.

= Uma populagdo serd considerada finita quando tiver um nimero
finito de elementos e a amostragem for efetuada sem reposigdo.

Populagdo infinita € aquela que ndo se esgota por processo de
amostragem.

= Uma populagdo serd considerada infinita quando tiver um

ndmero infinito de elementos ou quando amostragem for efetuada
com reposigado.
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Medidas descritivas

* Média ou valor esperado

Teorema:  E(X)=n N,

N

A dependéncia ndo
altera a média, mas

o~ altera a variancia
+ Variancia

N, N, (N-n
Teorema: V(X)=n-—L 2
ma: VOO=n3' N (N-lj

T

Fator de corregdo é
irrelevante para N grande
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No exemplo:

pCww o
X = X 0 1 2 3 >
P(X = x) |0,00833| 0,175 | 0,525 | 0,2917 1

E(X) = n= 2 xp(x)

XESX

E(X)=n=0x000833+1x0175+2x0525+3x02917 =21
V(X) = 62 =E(X*)-p*=4,9-21%=0,49

E(X?)=0%x0,00833+1°x0,175+2°x0,525+3°x0,525=49
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No exemplo:

é?s%f:,
X ~ Hip (n=3, N=10, N;=7) 3.;
EQX)=n i 3.7 _

10 2 1 xicaras com aglcar

Significado: Se o experimento (escolher trés xicaras) for repetido um
grande nimero de vezes, o nimero médio de sucessos (xicaras de café
com aclcar) obtidos serd 2,1.

N, N, (N-n 7 3 (10-3 , L

_ —3 =0 49 xicaras com aclc

VeO= T N (N-lj 10 10 (10-1) 49 Xicaras com dgticar
c=+V(X) =40,49 =0,7 xicaras com aglcar

Significado: Se o experimento for repetido um grande nimero de
vezes, a variacdo média do nimero de sucessos em relacdo ao valor
esperado serd 0,7.
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3.3.1.4 Distribuigdo de Poisson k>

(1781 - 1840)

"~ Siméon D. Poisson

A distribuicdo de Poisson foi assim
designada em homenagem ao matematico
e fisico francés Siméon Denis Poisson.

Modelo de descri¢do de acontecimentos
de ocorréncia rara

Exemplo cldssico da distribui¢do de Poisson:
himero de soldados do exército da Prussia

mortos anualmente por coice de cavalo, entre
1875 e 1894.
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3.3.1.4 Distribui¢do de Poisson
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Definigdo: descreve probabilisticamente a sequéncia de um grande

nimero de fenomenos independentes entre si, cada um com
probabilidade de sucesso muito pequena.

= Ocorre naturalmente quando se deseja contar o nimero de eventos
que ocorrem por unidade de tempo ou de superficie ou de volume.

= Pode ser considerada como uma binomial onde o nimero de

experimentos (n) € grande, n € pequeno (sucesso raro) e nr (média
de sucessos) é constante.

Distribuigdo de Poisson = processo infinito de Bernoulli
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Exemplos:

= nimero de pecas defeituosas observadas em uma linha
de produgdo num determinado periodo de tempo;

= nimero de acidentes de trabalho ocorridos huma grande
empresa hum determinado periodo de tempo;

= nimero de ciclones ocorridos em certa regido num
determinado periodo de tempo;

= nimero de formigueiros por unidade de drea em uma regido;

= nimero de bactérias por unidade de drea em uma lamina
com extratos de uma planta;

= nimero de espermatozoides invidveis de um touro por
unidade de volume de sémen.

= Tem indmeras aplicagoes na simulagdo de sistemas modelando o

ndmero de eventos ocorridos num intervalo de tempo, quando os
eventos ocorrem a uma taxa constante.
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Fungdo de probabilidade
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De modo geral, se X é uma variavel que tem distribuigdo de Poisson,
sua fungdo de probabilidade sera:

7\‘)(
P(X=x)=e™— ,paraSy={0,1,2, .}
x| 4
espago amostral
onde: infinito
X: nimero de sucessos

e = 2,718 (base dos logaritmos neperianos)
A: nimero médio de sucessos (sempre maior que zero)
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N
Demonstra-se que P(X)=€"— & uma fungdo de probabilidade, B

X! R
provando que Zp(X) =1. Como S, ={0, 1, 2, ...}, temos:
XeSy
ZP(X)=ZGX—I
x=0 x=0 -
_ e—kix_xl Série dT Taylor
x=0 -
/S Ve Ve X2 X
et S X
EO! 11 21 3l j ° @2!+3!+'"
2 3 2 3
:e7~£1+x+7L +7L +j eK:1+7L+}M +7b + ...
21 3l 21 3!
—e e’
_p M —a0 1
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Parametros

P(X=x)=¢" @4_ pardmetro
x|

A distribuigdo de Poisson tem apenas um parametro:

A = nimero médio de sucessos

X ~ Poi (A)

X tem distribuicdo de Poisson com pardmetro A
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Medidas descritivas

* Média ou valor esperado:

E(X) = =2 xp(x)

XESX

Teorema: E(X)=p=A
* Varidncia: V(X) = 62 —E(X?)— 1P

Teorema: V(X)= 2= A

Na Poisson média e varidncia sdo iguais!!
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Medidas descritivas

* Média ou valor esperado:

E(X) = n= 2 xp(x)

XeSy
o0 - }LX o y
E(X)= > xp(x) =D xe "= Mo
XeSy x=0 X! | y=0 y'
:e‘xek—:e‘XZX}L A
x=0 ! x=1 X (X _1)|
00 }\‘X—l o0 7\,)(_1
_ e"“z:}L —e 7‘2 . fazendo Y=X-1 temos
x=1 (X _1)| x=1 (X _1)I
00 y
—e "\ A

—e*ret =e"A=e A=A\
y=0 y'

Teorema: E(X)=p=A
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* Variancia: V(X) = 62 =E(X?)-p?

) Z:X—:keK ] %
E(X*)= ) x°p(x) = Zx e

=
o X!
XeSy XI o0 xy
}\.X_l - = e7L
A 2 —x |
=@ X — = -0 y.
Z‘ Z X (x 1)! ’

x-1
—e XZX A , fazendo Y=X-1, temos
x=1 (X 1)'

—e%Z(yH)——eka( v 7;'] "k[Zy +w7‘_y]

y=0 yl
e "A(he* +e") =kee " A+ete A =A% +e"A =07+ A

V(X) =E(X)) —p? =22 +h—-A2 =1

Teorema: V(X) = 62= A
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¢+ Coeficiente de assimetria

1
Teorema: a; =

JA

A Poisson € assimétrica positiva, tendendo
para a simetria quando p cresce.

¢ Coeficiente de curtose

Teorema: a, = JA

A Poisson € platicirtica, tendendo para
mesoctrtica quando p cresce.
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p(x)

X ~ Poi (A=1) 0.2 o

0,1
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p(x)"‘
0,3

X ~ Poi (7\.22,5) 0,2 ° °

0.1
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A Poisson tende para a simetria quando p=A cresce.
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