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Unidade IV - Inferéncia estatistica
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4 1. Introdugdo e historico

4 2. Conceitos fundamentais

4 3. Distribuigoes amostrais e Teorema central do limite
4.4, Estimagdo de parametros

4.5. Testes de hipoteses

4.6. Quebras das pressuposigdes no processo de inferéncia
4.7. Testes de qui-quadrado
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Teoria da estimagdo de
pardmetros
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4.2 Estimagdo de parametros

Conceitos fundamentais

PararPetros -0

%

Constantes

Estimadores — 0
7

Varidveis
aleatorias

Amostra
Populagdo 1

Variavel
aleatoria
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Pardmetros:
» constantes que caracterizam uma populagdo (distribuig¢do)
» geralmente sdo valores desconhecidos
> sdo representados, genericamente, pela letra grega teta (0)
Exemplos: média da populagdo (u)
variancia da populagdo (¢?)
Estimadores:

> valores (medidas) calculados na amostra com objetivo
de fornecer informagdo sobre os pardmetros

> sdo estatisticas, portanto, sdo varidveis aleatérias

> sdo representados, genericamente, pela letra teta com um
acento circunflexo (0), onde se I teta chapéu

Exemplos: média da amostra (X ou fi)
varidncia da amostra (S? ou 6?)

Estimativa € um valor particular que o estimador assume



O estimador é uma estatistica e todas as estatisticas sdo

variaveis aleatorias

Varidveis
aleatdrias

Estatisticas

Estimadores

Profa. Clause Piana



Populagao (X)
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G2 & Parametros
(constantes)
G

Amostra aleatoria: [X,, X,, ..., X.] « Varidvel aleatéria

Estimadores — @ « Variaveis aleatdrias

( il 7 E S]2_ )
. . i2 82
Estimativas < 2 > Estimativas
L Xy Slf J
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Populagao (X)

\ —

= Parametros

Amostra aleatoéria
[X{ Xy vy X ]

Estimadores » X S2

» X ~N (u, 52/n)

Todos os estimadores sao
variaveis aleatérias e tém uma
distribuicao de probabilidade.
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Pardmetro: constante populacional desconhecida

1 (média populacional)

Estimador: expressdo matematica da medida amostral

x 2%

(média amostral)
n

Estimativa: valor numérico que o estimador assume huma
determinada amostra

- 1+1

X; =——=1 (média amostral calculada)
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Exemplo:

Uma populagdo € constituida por quatro valores (N = 4):

X=x 1 2 3 4

n=2,5
P(X=x) | 02 | 03 | 03 | 0,2

c2=1,05

Desta populagdo, retiramos uma amostra aleatéria de
tamanho dois (n=2) — [X;, X,]

Quantas e quais sdo as amostras de tamanho dois que
podemos extrair desta populagdo de tamanho quatro?

k = N" = 42 = 16 possiveis amostras
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Parametro n=25 o’ =1,05 fo&?;
Estimador X = % S? = Z(:i__lx) - Pl
Amostra 1: (1, 1) X, =1%1=1 s? = (1_1);:(11_1)2 =0
Amostra 2: (1,2) | X, :¥:1,5 S2 = (1_1’5)2;:(12_1’5)2 =0,5
Amostra 3: (1, 3) X5 = s5=2
Amostra 4: (1, 4) X, =2,5 S2=4,5
Amostra 5: (2, 1) X5 =1,5 sZ=0,5
Amostra 6: (2, 2) Xg = s:=0
Amostra 7: (2, 3) X; =2,5 $2=0,5
Estimativas | amostra 8: (2, 4) Xg = s2=2
Amostra 9: (3, 1) Xg =2 S;=2
Amostra 10: (3, 2) X0 =2,5 si,=0,5
Amostra 11: (3, 3) Xy =3 sZ, =0
Amostra 12: (3, 4) X1, =3,5 s?,=0,5
Amostra 13: (4, 1) X153 =2,5 s, =4,5
Amostra 14: (4, 2) X145 =3 sZ, =2
Amostra 15: (4, 3) X5 =3,5 s =0,5
Amostra 16: (4, 4) Xg =4 sz =0
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Podem existir vdrios estimadores para um mesmo pardmetro.
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Exemplos:
_ X )
x - =%
n
% - > Xp, > estimadores de p
DY o}
X1 )
B )
Sz _ Z(X| o X)
n—-1
_ ( estimadores de G2
Sz _ Z(X| o X)
" n
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Propriedades dos estimadores

» Imparcialidade ou ndo tendenciosidade
> Eficiéncia ou variancia minima

> Consisténcia

Algumas ideias relacionadas a essas propriedades
¢ Acurdcia
* Precisdo
* Viés

Profa. Clause Piana
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Exemplo: Desejamos comprar um rifle e, apds algumas selegdes,
restaram quatro alternativas, que chamaremos de rifles A,B,Ce D. =%
Foi feito um teste com cada rifle que consistiu em fixa-lo num

cavalete, mirar o centro de um alvo e disparar 15 tiros. Os
resultados estdo ilustrados na figura abaixo.

(A) (B)

(€) (D)

Profa. Clause Piana



(A)

(€)

(B)

(D)

1° critério: em média acertar o alvo

2° critério: ndo ser muito dispersivo

Profa. Clause Piana



(A)

(€)

Acurdcia: proximidade de cada observagdo em relagdo ao valor real

Precisdo: proximidade de cada observagdo em relagdo a média das observagoes
Viés: diferenca entre a média das observacoes e o valor real

(B)

(D)

Profa. Clause Piana



Rifle A: ndo viesada, pouco acurada e tem baixa precisdo

Rif
Rif
Rif

(A) (B)

(€) (D)

e B: viesada, pouco acurada e tem média precisdo
e C: ndo viesada, muito acurada e tem alta precisdo

e D: viesada, pouco acurada e tem alta precisdo

Profa. Clause Piana



Propriedades dos estimadores
1. Imparcialidade ou ndo tendenciosidade

Um estimador @ é um estimador imparcial do pardmetro 0

N

se o valor esperado de O for igual a 0.

E(6)=0
exemplos:

X é um estimador imparcial de p, pois E(X) = p

X, é um estimador imparcial de p, pois E(X,) = u
X

1 € um estimador imparcial de p, pois E(X,) = n
52 € um estimador imparcial de o2, pois E(S2) = o2

~ s : : : : —1
S? ndo é um estimador imparcial o2, pois E(S?) = ”n

o2
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Distribui¢do de probabilidade da populag¢do

P(X=x) | 02 0,3 0,5 1 V(X)=0°=15,25
n=2- [Xl, XZ]

Amostra | [Xi1, X2] P [Xz, X2] X X, S S?
1 (40,40) |0,2x0,2=0,04 40 80 0 0
2 (40,45) |0,2x0,3=0,06| 42,5 85 12,5 || 6,25
3 (40,50) | 0,2x0,5=0,10| 45 90 50 25
4 (45,40) | 0,3x0,2=0,06| 42,5 85 12,5 ||| 6,25
5 45,45) |03x0,3=0,09| 45 90 0 0
6 (45,50) |0,3x05=0,15| 47,5 95 125 || 6,25
7 (50,40) [05x02=0,10| 45 90 50 25
8 (50,45) |05x0,3=0,15| 47,5 95 125 ||| 6,25
9 (50,50) [05x05=025| 50 100 0 0
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V(X)=0c"=15,25

Distribuicdo amostral de S® das amostras de tamanho 2

s2=s> | 0 125 50 |=x
P(s®=s%) (038 042 02| 1

E(S°)= hg, = >'s°p(s°)=0x0,38+12,5x0,42+50x0,2=15,25
E(5°)=06°=15,25

Distribuigdo amostral de S? das amostras de tamanho 2

s2=s2 | 0 625 25 |=x
P(s?=s?) |0,38 042 02 | 1

E(S?)=p, =Y s°p(s?) =0x0,38+6,25x0,42+25x0,2=7,625

E(S?) :";1 o2
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Propriedades dos estimadores

1. Imparcialidade ou ndo tendenciosidade

N

se o valor esperado de O for igual a 0.

Um estimador @ é um estimador imparcial do pardmetro 0

E(6)=0
exemplos:

X € um estimador imparcia

X, € um estimador imparcia
X

1 € um estimador imparcia

de p, pois de E(X) = n
de p, pois de E(>_(p) = u
de u, pois de E(X,) = n

=) S2 ¢ um estimador imparcial de o?, pois de E(5?2) = ¢?

S: ndo é um estimador imparcial o2, pois de E(S?) =

n-1
n

o2
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Imparcialidade Populagdo (X)
Estimador imparcial (X)

ou hdo tendencioso
ou ndo viesado

x: :xx : : % x
x\ *Ax — x §% Px
E(X) =1 A
Estimadores
Estimador

tendencioso
subestimando
o parametro

E(1) <p

tendenciosos
ou viesados

E(Q) =

Estimador
tendencioso

superestimando
o pardmetro

Populagdo (X) E(Q) > p

N

E(R) nu no E(Q)
Viés

Viés
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1. Imparcialidade ou ndo tendenciosidade

#s.BRASV

Um estimador § é um estimador imparcial do pardmetro 0

N

se o valor esperado de O for igual a 0.

E(6)=0
cxemplos:

X é um estimador imparcial de p, pois de E(X) =

de p, pois de E(>_(p) =u

de u, pois de E(X,) = n
==) 52 ¢ um estimador imparcial de o?, pois de E(S?) = ¢2

X, € um estimador imparcia
X

1 € um estimador imparcia

S¢ ndo é um estimador imparcial o2, pois de E(S? ) = n-1

n

o2
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2. Eficiéncia ou variancia minima

*Ssan9*

Se dois ou mais estimadores de um mesmo pardmetro sdo imparciais,
é mais eficiente aquele que possui a menor varidncia.

Exemplo:

Dentre todos os estimadores imparciais de p (X , >( e X, ), a média
simples ( X ) € o mais eficiente porque tem a menor varidncia.,

Demonstracado:
Consideremos uma amostra aleatoéria de tamanho trés (n = 3)
[X1, Xz, X3]
X. o X +X,+X, 1
Média simples: X = Z — X="u7 3 i 3(X +X, +X,)

X. _

Média ponderada: X, Zi LI X, = _1% +21< 1%, i(X +2X,+X,)
P

Profa. Clause Piana



Média simples

1

ng(xl+x2+x3)

o 1

V(X)=V 3(x1+x2+x3)}

V(X)zg(sz +0° +02)

V(X + X, +X;)]

[V(X,)+ V(X )+ V(X))

Média ponderada

—_ 1
X, =Z(x1+2x2+x3)

V(X )= VB (X, +2X, + xs)}
VI, )= -2 V0K + V(2X,) + V(X )]
VX, )= [V0X,)+ 4V(X, )+ VX, )

V(Yp):%(csz + 467 +c52)

Mais eficiente

l

60°

V(X )= "¢ =0380°

v®: 0,330% < V(X )=0,380% < V(X, )= &’

Profa. Clause Piana



Eficiéncia ou variancia minima

Populagdo

Populagdo

Populagdo
.0\ Estimador

o} Estimador
imparcial

5 Estimador
imparcial -

imparcial

EX)=u

E(X,)=n

E(X) = n

V(X)=0,330° < V(X,)= 0,380 < V(X,) = &
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Eficiéncia ou variancia minima

Estimadores imparciais de

Estimador

Médias das amostras
mais eficiente

se concentram num
intervalo menor

Populagdo

Populagdo

Populagdo
.0\ Estimador

o} Estimador
imparcial

5 Estimador
imparcial -

imparcial

E(X)=n E(X,)=n

E(X) = p

V(X)=0,330° < V(X,)= 0,380 < V(X,) = &
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3. Consisténcia
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Um estimador € consistente se a medida que o famanho da amostra
aumenta o valor do estimador se aproxima do pardametro.

A

0 n—>N

> 0

Exemplo:

S? é um estimador consistente de o2

Com base nessa propriedade, podemos concluir que:

—» Se a amostra for pequena, devemos utilizar S° para estimar 2
q

- Se a amostra for grande, podemos utilizar S7 ou S? para estimar c2

Profa. Clause Piana
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Propriedades dos estimadores

» Imparcialidade ou ndo tendenciosidade

Um estimador O é um estimador imparcial do parémetro 0
se o valor esperado de 0 for iguala O.

E(Q)=0
> Eficiéncia ou varidancia minima

Se dois ou mais estimadores de um mesmo pardmetro sdo
imparciais, € mais eficiente aquele que possui a menor variancia.

> Consisténcia

Um estimador € consistente se a medida que o tamanho da amostra
aumenta o valor do estimador se aproxima do pardametro.

> 0

N

0 n—->N

Profa. Clause Piana



Melhores estimadores

Melhor estimador

I
imparcial e
mais eficiente

Melhor estimador

I

imparcial

> estimadores de p

L xo2X|
n
% - 2%P
2P
X, )
SZZZZ(Xi_;()2
n-1
SZZZ:(Xi_X)2

> estimadores de ¢2
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Processos de estimagdo

Existem duas maneiras de obter a estimativa de um pardmetro:

O Estimagdo por ponto (ou pontual)

O Estimagdo por intervalo

Profa. Clause Piana



Processos de estimagdo

O Estimagdo por ponto (ou pontual)

E o processo através do qual obtemos um Unico ponto, ou seja

um Unico valor para estimar o pardmetro

Exemplo: Amostra (1, 3, 2)

>_<:ani 1+3+2:® .

estimativa pontual de p

. 2x-xy (1-2y+@-2)y+(2-2)
T 1 3_1 ﬁ?

estimativa pontual de 2

Profa. Clause Piana



Exemplo:

Uma populagdo € constituida por quatro valores (N = 4):

X=x 1 2 3 4

n=2,5
P(X=x) | 02 | 03 | 03 | 0,2

c2=1,05

Desta populagdo, retiramos uma amostra aleatéria de
tamanho dois (n=2) — [X;, X,]

Quantas e quais sdo as amostras de tamanho dois que
podemos extrair desta populagdo de tamanho quatro?

k = N" = 42 = 16 possiveis amostras
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Parametro n=25 c’=1,05 'm '
Estimador X — 2% 52 X=X
n n-1

Amostra 1: (1, 1) X, :%QD s? = (1_1)22J:(11_ Dl 0
Amostra 2: (1,2) | X, =¥:1,5 $2 - (1‘1’5)2;_(12‘1’5)2 ~05
Amostra 3: (1, 3) Xy =2 si=2
Amostra 4: (1, 4) X, =25 S;=4,5
Amostra 5: (2, 1) X5 =1,5 s2=0,5
Amostra 6: (2, 2) Xg =2 s:=0

Estimativas  |mosra’:(2,3) X7 <25) s7=05

pontuais Amostra 8: (2, 4) Xg =3 S5 =2

Amostra 9: (3, 1) Xq =2 s;=2
Amostra 10: (3, 2) X0 =2,5 sZ,=0,5
Amostra 11: (3, 3) Xy, =3 sZ,=0
Amostra 12: (3, 4) X1, =3,5 sZ,=0,5
Amostra 13: (4, 1) X153 =2,5 s?,=4,5
Amostra 14: (4, 2) Xy =3 s?, =2
Amostra 15: (4, 3) X35 =3,5 sZ, =0,5
Amostra 16: (4, 4) X16 @ SZ =0

Profa. Clause Piana
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X=x 1 2 3 4 “:2‘5 %‘;’
P(X=x) | 02 | 03 | 0,3 | 0,2 62=1,05 . oty
Distribuicdo amostral da média das amostras de tamanho 2
X=x | 1 15 2 25 3 35 4 | =
PX-x) | 004 012 021 026 021 012 004 | 1
0,68
Distribuicdo amostral da média das amostras de tamanho 3
X=x | 1 133 1,67 2 233 2,67 3 333 3,67 4 | =
PX=%X) | 0008 0044 009 015 0207 0207 0159 003 0036 0008 | 1
0,72

Se n é grande,

X ~N(u, c2/n) ——

E(X)=n

Profa. Clause Piana



0 Estimagdo por intervalo
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E um processo que permite obter os limites de um intervalo

onde, com uma determinada probabilidade (nivel de confianga),
podemos esperar encontrar o verdadeiro valor do pardmetro.

dois valores

Limite inferior

Limite superior

l l
. @< 0 <@J<_

Intervalo de confianga

As estimativas por intervalo sdo preferiveis porque indicam a
0 ~ . . q .
precisdo, estabelecendo limites que, com uma determinada

probabilidade, devem compreender o parametro.
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