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3.2 Variaveis aleatorias

\WWE
W) R,f,ov
"
%
-
¢
A
o
Syiomas™

3.2.1 Introducgdo e conceito s

Experimento aleatério: Langamento de uma moeda honesta trés vezes
e observagdo das faces que ocorrem.

Diagrama em drvore
— cCC

C
c<c<k —>c§k
K c — ckc
<(k: _)ﬁlélc( #S=2x2x2=23=8
%
k<c<k %tﬁk
¢ — kkc
<k kkk
S = {ccc, cck, ckc, kec, kke, kek, ckk, kkk}

= Ferramental matemdtico se amplia consideravelmente se o espago
amostral for numérico
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3.2.1 Introdugdo e conceito

Experimento aleatdrio: Langamento de uma moeda honesta trés vezes
e observagdo das faces que ocorrem.

S ={ccc, cck, ckec, kec, kkc, kck, ckk, kkk}
X = nimero de caras ocorrido nos trés lancamentos
Quais sdo os possiveis valores de X? X={0,1,2, 3}

Conjunto ndo numérico
Conjunto numérico

X(ccc) =3 X é a
X(cck) =2 varidvel que
X(cke) =2 transforma
X(kee) = 2 um conjunto
X(tkﬁ) - i ndo numérico
§<<§cﬁkg 1 num conjunto
X (kkk) _ 0 numerico
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Dominio

Contradominio

X é a funcgdo
que transforma

S

Espago amostral
bésico

> o X(S)

Espago amostral
da varidvel X

(espago onde X assume valores)
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Variavel aleatoria
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Definigdo: E uma fungdo (ou regra) que transforma um espago

amostral qualquer em um espago amostral numérico, que serd
sempre um subconjunto do conjunto dos ndmeros reais.

[ Discretas
Varidveis aleatdrias -

| Continuas
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3.2.2 Variaveis aleatorias discretas

#s.BRASV

Definigdo: Sdo discretas todas as varidveis cujo espago amostral
Sy € enumerdvel finito ou infinito.

Se X é uma varidvel aleatéria discreta, entdo S, € um subconjunto
dos inteiros.

Exemplos:

¢ nimero caras em trés lancamentos de uma moeda
¢ nimero de filhos de um casal

¢ nimero de pegas defeituosas numa linha de produgdo
¢ nimero de ciclones que ocorrem numa regido
¢ nimero de erros em uma "string" de 1.000 bits

Profa. Clause Piana



1. Fungdo de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o
seu espago amostral. A fungdo de probabilidade P(X=x), ou

simplesmente p(x), serd a fungdo que associa a cada valor

de X a sua probabilidade de ocorréncia, desde que atenda
duas condic¢oes:

1 —

1.p(x) 20,V xeSy p(x) p[x(s)]
3 > p(x)=1
XeSy
S, 0--
Espago amostral

Intervalo [0, 1]

de X na reta real

Dominio e contradominio
de uma fungdo de probabilidade
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Existem trés formas de representar uma fungdo:

0 Representagdo tabular: consiste em relacionar em
uma tabela os valores da fungdo de probabilidade.

O Representagdo grdfica: consiste em representar

graficamente a relagdo entre os valores da varidvel
e suas probabilidades

O Representagdo analitica: estabelece uma expressdo

geral para representar o valor da fungdo de probabilidade
num ponto genérico da varidvel X
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exemplo:

De uma urna com trés bolas pretas e duas brancas,

r'e’rlr'am -se duas bolas juntas. Se X € o nimero de bolas pretas

retiradas, determine a fungdo de probabilidade P(X=x)

s ={B,B,,P,B,,P,B,,P,B, P,B, P,B.,, P.B,, PP, PP, PP}

2 0
p(x=2) -5 & 3

cZ 10

Profa. Clause Piana
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O Representagdo tabular

X=X

P(X=x)

0,1

0,6

0,3

Profa. Clause Piana



0 Representagdo grdfica

AOF
YawNS
ASomas
A
p(x)
0,6 o
04
5.={0,1,2)
o
0,2
Q
<“—0 O O P>
0 1 2 X

= P(X=x) € uma fungdo continua para todo o x¢S,, ou seja,
a fungdo P(X=x) assume o valor zero para todo o x¢S,,.

= P(X=x) é conhecida como fungdo de probabilidade no ponto
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0 Representagdo analitica

C) C?

P(X=0):= 3622
5

C, C

P(X=1) = 3622
5

C: C)
P(X=2)= 3622
5

\

>P(X=x)==3

Cx CZx

, para Sy = {0, 1

, 2}
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Exercicio proposto:
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De uma urna com cinco bolas pretas, trés brancas e duas azuis,
retiram-se, de uma vez, trés bolas.

a) Defina uma varidavel aleatdria que transforme o espago

amostral bdsico num espago humérico.

b) Determine a fungdo de probabilidade P(X=x) desta varidvel.
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2. Fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada R

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o seu
espago amostral. A fungdo de distribui¢do, denotada por F(x) ou

P(X<x), € a fungdo que associa a cada valor de X a probabilidade
P(X<x). Desta forma, temos

F(x) = P(X<x) = > P(X=1)

t<x

Profa. Clause Piana



No exemplo: X=x 0 1 2 y
P(X=x) | 01 06 03 |1

F(x)= P(X < x)= > P(X=1)

t<x

F(0)= P(X <0)= Y P(X=x) =P(X=0)= 0,1

x<0

F(1)=P(X<1)=) P(X=x)=P(X=0)+P(X=1)=0,1+0,6=0,7

x<1

F(2)=P(X <2)= > P(X=x) =P(X=0)+P(X=1)+P(X:=2)
_ ~01+0,6+03=1

Profa. Clause Piana



0 Representagdo tabular

X=X 0] 1 2
P(X=x) 0,1 0,6 0,3
F(x) 0,1 0,7 1

Profa. Clause Piana



0 Representagdo grdfica

v“"“DER‘qlo
(50
EY W S
ASomas
F(x) 4
10 R —
0,8
® O
0,6
04
0,2
¢ O
€“—0 >
0 1 2 X
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O Representagdo analitica

F(x) =P(X<x)= > P(X=1)

T<X

, para S, ={0, 1, 2}

FO) = PX<x)= Y GG

2
T<x C5

Exemplo:

Cx CZ—x CO C2 Cl Cl
F()=P(X<l) =) 2= =724 52
27e Ta 't a
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Descrigdo da variavel aleatoria é.v.
R

X = nimero de bolas pretas

Cx CZ X CT CZ —t
p(X)=——7 F(x)=) = 2—
C5 t<x
X=X 0 1 2 2
1 6 3
P(X—X) E ﬁ E 1
1 7
F(X) E E 1 -
F(x) 4
p() T 10 —
0.8
0.6 ¢ . )
06
04
™ 0,4
0,2
(_1 0.2
o ro—n o
] 1 2 X ‘_’I
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3. Medidas descritivas

Possibilita o
cdlculo de medidas
descritivas: média,

variancia, etc.

Conjunto

numerico numerico

No exzmplo: De uma urna com trés bolas pretas e duas
brancas, retiram-se duas bolas juntas.

S = {B,B;, PB;, P,B;, P;B;, P;B;, P3By, P3B;, PiPy, PiP3, PoP3}

l X = ndmero de bolas pretas
5,=10,1, 2}
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Exemplo: De uma urna com trés bolas pretas e duas brancas,
re’rlram -se duas bolas juntas.

/—I: duas bolas (juntas)
S ~—

]
#S=C: =10

conjunto ndo numérico

l
= {B,B,, P,B,, P,B,, P,B,, P,B,, P,B,, P;B,, P,P,, P,P,, P,P.}

X = ndmero de bolas pretas retiradas

" média
_ : - varidncia
Sx = {0, 1, 2} « conjunto numérico - assimetria
N . curtose
Fungdo de probabilidade P(X=x) )
Cx CZ X P
P(X = x) = - Modelo matemadtico que descreve o
z comportamento probabilistico da varidvel X
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No exzmplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}
W

X=X 0 1 > | s
P(X=x) | 01 06 03 |1

0 Média ou valor esperado

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o seu
espago amostral. O valor médio de X, denotado por E(X), ou p, ou

simplesmente p, € a média dos valores de X ponderada pelas suas
respectivas probabilidades de ocorréncia. Deste modo, tem-se

2 Xp(x)
E(X) = u= "fxp(x)_l = 2xp(x)

Profa. Clause Piana



No exzmplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0 1

2 2
P(X=x) | 0,1 0,6

03 |1

E(X) =1 = 3 xp(x)

XESX

=0x0,1+1x0,6 +2x0,3=1,2 bolas pretas

Significado do valor esperado: se o experimento fosse repetido

um grande ndmero de vezes, o nimero médio de bolas pretas
escolhidas seria 1,2.
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Quando o espago amostral € equiprovavel

X=X 0] 1 2
P(X=x) 1/3 1/3 1/3
E(X) = n= ZXP(X) =O><1+1><1+2><l
XeSy 3 3 3
1 O 1 2
Média 3 3 3
ponderada | _0+1+2 3 _ 1 bola preta
3 3
2 Média

n

simples

A média
ponderada
passa a ser

simples

Profa. Clause Piana



Importantelll

= Ndo confundir p, com X.

L, € a média de todos os valores de X (para os quais a
probabilidade € conhecida)

X é a média de alguns valores de X (usualmente uma
amostra de valores)
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Propriedades da média ou valor esperado
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12 propriedade: A média de uma constante ¢ € a prépria constante. b4
E(c)=c

2° propriedade: Se X € uma varidvel aleatdria e ¢ uma constante, ao
somarmos a constante aos valores da varidvel a média da variavel
também fica somada da constante.

E(c+X)=c+E(X)

32 propriedade: Se X é uma varidvel aleatéria e ¢ uma constante,

ao multiplicarmos a variavel pela constante a média da varidvel
também fica multiplicada pela constante.

E(cX)=cE(X)
4c propriedade: A média do desvio € igual a zero.

E(X-n)=0

Profa. Clause Piana



Propriedades da média ou valor esperado

A
52 propriedade: A média do desvio quadrdtico em relagdo a uma
constante ¢ € minima quando c=p.

E(X-p)? < E(X-c)?

6° propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias, a média da
soma (ou diferenga) das duas variaveis é igual a soma (ou diferenga)
de suas médias.

E(XzY) = E(X)+E(Y)

7° propriedade: Se X e Y sdo duas varidaveis aleatdrias independentes,
a média do produto das duas varidveis é igual ao produto de suas
médias.

E(XY) = E(X)E(Y), se X e Y sdo independente

Profa. Clause Piana



Exercicio proposto:

Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, em um dia, um ou
dois clientes, com probabilidades de 1/3 e 2/3, respectivamente.
De cada contato pode resultar a venda de um equipamento por R$
50.000,00 (com probabilidade 1/10) ou henhuma venda (com
probabilidade 9/10).

Indicando por Y o valor total de vendas didrias desse vendedor,
escreva a fungdo de probabilidade de Y (representagdo tabular) e
calcule o valor total esperado de vendas didrias.

Profa. Clause Piana



Diagrama em drvore

S
V Sy
N - 0
'AY /3 50000
>
VN 100000
NV
NN
Y = valor total de vendas didrias
Y=y 0] 50000 100000| X%
P(Y=y) [126/150 23/150 1/150 | 1

E(Y) =0 =2 yp(y)

YESy

E(Y) = u=8.333,33 reais
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o Varidncia

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria discretae Sy o sey
espago amostral. A varidncia de X, denotada por V(X) ou cx,

simplesmente G2, é o grau médio de dispersdo dos valores de X
em relacdo a sua média. Esta medida é definida como a média ou

valor esperado dos quadrados dos desvios em relagdo a média.
Deste modo, temos

V(X) = 62 =[E(X —p)’

=E(X°-2Xu +u°)
=E(X?) -E@Xu) +E(p?)
=E(X?)-2pE(X) +1°

=E(X*)-2pp+p® =E(X?)-p°

Profa. Clause Piana



V(X) = 62 =‘E(X —n)?| ~Férmula de definigdo

= > (x—p)°p(x)

XESX

V(X) = 629 E(X?)—p’ <—{Férmula prética

onde:

E(X?)= > x°p(x) ~|Média dos quadrados de X

XESX

u? =[EQX)J [Zx p(x)] - Quadrado da média de X

Profa. Clause Piana



No exzmplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0

1 2 >
P(X=x) | 0,1

E(X)=pn=1.2
0,6 03 |1 (X)=n

V(X) = 62 =E(X —p)°
= D (x—1)°p(x)

XSy
=(0-1,2)°x0,1+(1-1,2)°x0,6 +(2-1,2)°x0,3=0,36

V(X) = 62 =E(X?)-p®=1,8-(1,2)° = 1,8-1,44=0,36 bolas pretas?
4

E(X*)=>_ x°p(x)

~0°x0,1+1°x0,6+2°x0,3=1.8

Profa. Clause Piana



Propriedades da varidncia
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12 propriedade: Se ¢ é uma constante, sua varidncia € nula.
V(c)=0

22 propriedade: Se X € uma varidvel aleatdria e ¢ uma constante, ao

somarmos a constante aos valores da varidvel a variancia da varidavel
hdo se altera.

V(X+c)=V(X)

32 propriedade: Se X € uma varidvel aleatéria e ¢ uma constante, ao

multiplicarmos a varidvel pela constante a variancia da variavel fica
multiplicada pelo quadrado da constante.

V(cX)=c2V(X)

4° propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatdrias independentes,

a variancia da soma (ou diferenga) das duas varidveis € igual a soma
das varidncias de cada uma.

V(XxY)=V(X)+V(Y), se X e Y sdo independentes

Profa. Clause Piana



0 Desvio padrdo

Definigdo: Raiz quadrada positiva da varidncia.

o =+ V(X)
= Varia¢do média associada a cada valor da variavel

Vantagens

v Possui a mesma unidade da varidvel original.

v E sempre possivel associar proporgoes de valores de

uma varidvel a intervalos construidos a partir da
média e do desvio padrdo.
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No exzmplo: X = nimero de bolas pretas

S¢={0,1,2)

o =+V(X)=40,36 =0,6 bolas pretas

Significado do desvio padrdo: se o experimento fosse repetido um

grande ndmero de vezes, a variagdo média do ndmero de bolas
pretas escolhidas em torno do valor esperado seria O,6.

Atencado!ll

As propriedades da varidncia ndo sdo extensivas ao desvio padrdo.
Por exemplo:

oax =V (2X) =22V (X) = 20,

Profa. Clause Piana



Importantelll

= Ndo confundir o2 com S2.
52

é a variancia de todos os valores de X (para os quais a
probabilidade € conhecida)

s é a varidncia de alguns valores de X (usualmente uma
amostra de valores)

= Da mesma forma, ndo confundir ¢ com S.
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Exercicio proposto:

Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, em um dia, um ou
dois clientes, com probabilidades de 1/3 e 2/3, respectivamente.

De cada contato pode resultar a venda de um equipamento por R$
50.000,00 (com probabilidade 1/10) ou henhuma venda (com

probabilidade 9/10).

Indicando por Y o valor total de vendas didarias desse vendedor,

escreva a fungdo de probabilidade de Y (representagdo tabular) e

calcule a variancia e o desvio padrdo do total de vendas didrias.
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Exercicio proposto:

Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, em um dia, um ou
dois clientes, com probabilidades de 1/3 e 2/3, respectivamente.

De cada contato pode resultar a venda de um equipamento por R$
50.000,00 (com probabilidade 1/10) ou henhuma venda (com

probabilidade 9/10).

Indicando por Y o valor total de vendas didarias desse vendedor,

escreva a fungdo de probabilidade de Y (representagdo tabular) e

calcule a variancia e o desvio padrdo do total de vendas didrias.

Y = valor total de vendas didrias

Y=y 0 50000 100000 X~
P(Y=y) [126/150 23/150 1/150

E(Y) = n=28.333,33 reais

V(Y) = 62 =E(Y?)—u? = 450.000.000 - 8333,332
= 380.555.555 6 reais?

c = 19.507,83 reais
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O Momentos,

assimetria e curtose

u. = E(X-a)

Momentos <

-

\

p. =EX—p)

Média dos desvios em
relagdo a constante a,

elevados & poténcia r

}
m = Z(xri\—a)'"

Centrados na origem (ordindrios) —a =0

b, =E(XX-0)" =E(X")

Centrados na média — a =l
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Momentos centrados na origem (ordindrios)

Parar = 1:

uy =E(X)= > xp(x) — Média de X

XESX

Parar = 2:

u, =E(X*) = sz p(X) - Média dos quadrados de X

XESX

Parar = 3:

uy =E(X°)= > x’p(x) | Média dos cubos de X

XESX

Profa. Clause Piana



Momentos centrados na média

Parar = 1: Média dos desvios

by =E(X —p)’
uy =E(X) —p
w=p—p=0

Parar = 2: Média dos quadrados dos desvios

w, =[E(X—p)’|= Z(X — 1)’ p(x)—{ Férmula de definicdo
XSy
Hp =[E(X®*)—p®| —

Formula prdtica

Profa. Clause Piana



Para r = 3: Média dos cubos dos desvios

H3 =

E(X—p)’

= Y (x—p)’p(x)—

Formula de definigdo

XESX

=E(X -3X°u+3Xp® —p*)
=E(X*)-E(3X*n)+E(3Xu*) -E(u*)

=E(X°)-3uE(X*)+ 3 E(X) -’

=E(X)-3pE(X?)+3p°u—p’
=E(X?)-3uE(X*)+3u° -’

M3 =

E(X)-3 nE(X?)+2u® |~ Férmula prdtica

Profa. Clause Piana



Para r = 4. Média dos desvios na poténcia quatro

ey
4 P .Y
s ZEX-p)1 = Y (x—1)*p(x) ~— Férmula de definicdo
l XESX

Ha =

E(X*)-4E(X?)u+6E(X?)u® —3u*

Férmula pratica

Coeficiente de assimetria: a, = Hs

Hz\/FTz

Coeficiente de curtose: a, = “—‘2‘
Ha2
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Interpretagdo:

a, = M3
Ha+/H2
Haq
04 — — 5
1

Classificagdo por comparagdo com a distribuigdo normal

(
- Se a3;< 0 — assimétrica negativa

<{ -Se a;=0 — simétrica

- Se a;> 0 — assimétrica positiva
\

(

- Se a,4< 3 — platicuirtica

< -Se a;=3 — mesoctrtica

- Se a4> 3 — leptoclrtica

.

\.
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Utilizando as formulas de definig¢do:

X=x 0

1 2 >
P(X=x) 0,1

0,6 0,3 1
E(X)= > xp(x)=0x0,1+1x0,6+2x0,3=1,2

xeS,

V(X)=E(X-p)°

Ha :E(X_M)2 =

> (x—n) p(x)=(0-1,2)"x0,1+(1-1,2)° x0,6 +(2-1,2)"x0,3=0,36
xeS,

> (x-n) p(x)=(0-1,2)"x0,1+(1-1,2)°x0,6 +(2-1,2)°x0,3=0,36
xeS,

g =EX-1)° = > (x-p)’p(x)=(0-1,2)*x0,1+(1-1,2)*x0,6 + (2-1,2)° x0,3=-0,024
XeSy
Hq = E(X_H)4 =

> (x—p) p(x)=(0-1,2)"x0,1+(1-1,2)* x0,6 +(2-1,2)" x0,3=0,3312
xeS,

a, = = - 0,111
> i, 0,36/0,36

u, 0,3312
Q, =—= =2,b5
Y ud (0,36)
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Utilizando as formulas praticas

XESX

EQXC)= ) x°p(x) = 0°x01+1°x06+2°x0,3=3

E(X®)= > x’p(x) =0°x0,1+1°x0,6 +2°x0,3=1,8

E(X*)= > x*p(x) =0"x0,1+1*x0,6+2%x0,3=054
xXeSy

us = E(X3) - 3uE(X?)+2u® =3-3x1,2x1,8+2(1,2
py =E(X*) - 4E(XC)u+ 6E(X*)u® —3p*
=054-4x3x12+6x18x12°-3x12"

=0,3312
- __-0024 _ .y 0, =P _ 0,3312
uZ\/E - 0,36,/0,36 ue (0,367

--0,024

=2,95
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X=X

0

1

2

2

P(X=x)

0,1

0,6

0,3

1

Coeficiente de assimetria:

uz\/fz 0,36,0,36

-0,024

Coeficiente de curtose:

Q, =

_ by 03312

us  (0,36)

=2 .55 — Platicurtica

X = ndmero de bolas pretas s, = {0, 1, 2}

E(X)=pn=12

V(X) = 62= 0,36

=-0,111 — Assimétrica negativa
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Descrigdo completa da varidvel aleatdria

X = nimero de bolas pretas

Sl |ol=|o

X=X
X ™ P(X=x)
p(x)=—3 c22
0 F(x)
CT CZ—T
F(x)=> 3622
T<x 5
p(x)
h=12 0,6
5=c? = V0,36 =0,6 04
a, =—-0,111 — Assimétrica negativa 0,2
a, =2,55 — Platictirtica <
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Medidas
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Id Varidvel observada Varidvel aleatéria
descritivas (amostra) (populagdo)
Média ;:& n=E(X)= Z xp(x)
n
XeSy
P (% -X)
varidncia §? - &= o* =V(X) =E(X -} = 3 (x-n)* p(x)
n-1 oy
Desvio padrdo | s=+/s?

2
c=+\0C

Momentos | g - 226 =%) be =EX—n) = Y (x—p) p(x)
n XESX
) i my M3
Assimet a; =—F—— a; =
Curtose a _ My a _Ha
T mé MY
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