UNIDADE IIT - Elementos de probabilidades {35

3.1.

3.2

3.3.

Probabilidade no espago basico

3.1.1 Introdugado

3.1.2. Conceitos fundamentais

3.1.3. Conceitos de probabilidade

3.1.4 Teoremas para o calculo de probabilidades
3.1.5.Probabilidade condicional e independéncia

Varidveis aleatorias

3.2.1, Introdugdo e conceito

3.2.2. Variaveis aleatorias discretas

3.2.3. Variaveis aleatérias continuas

3.2.4. Variaveis aleatorias discretas bidimensionais
Distribuigdoes de probabilidade

3.3.1. Distribuigdes de probabilidade de variaveis discretas
3.3.2. Distribuigdes de probabilidade de variaveis continuas

Profa. Clause Piana



3.1.1 Introducgdo

e Probabilidade e Estatistica

« Histéria da probabilidade

e Modelos matematicos
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ESTATISTICA - Divisdo

ESTATISTICA > INFERENCIA
DESCRITIVA ESTATISTICA

PROBABILIDADE
Trata do resumo

e da apresentagdo
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Organizagdo, resumo e apresentagdo de dados

A partir do seculo XIX

\
d

Desenvolvimento da teoria das probabilidades

L1

Estruturagdo organica da Estatistica
.y =

Criagdo de técnicas de amostragem
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Um pouco de histéria...

= A nocdo de probabilidade tem a sua origem mais remota relacionada ndo so6 a
G g
pratica de jogos ditos "de azar" mas fambém, antes disso, a instituigdo do seguro

que foi usado ja pelas civilizagdes mais antigas, a fim de protegerem sua atividade
comercial.

= Vinte e trés séculos antes de Cristo, na Babilonia, quando as caravanas
atravessavam o deserto para comercializar camelos em cidades vizinhas, surgiram
as primeiras modalidades de seqguros.

Como era comum alguns animais
morrerem durante o percurso, todos os
cameleiros, cientes do grande risco,
firmavam um acordo no qual pagariam
para substituir o camelo de quem o
perdesse. Além de uma atitude soliddria §
por parte do grupo, jd era uma forma
primdria de seguro.
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Um pouco de historia... Q

= No ramo da navegagdo, também foi adotado o principio de seguro entre
os hebreus e fenicios, cujos barcos navegavam através dos mares Egeu
e Mediterrdaneo. Existia entre os navegadores um acordo que garantia a

quem perdesse um navio, a construgdo de outro, pago pelos demais
participantes da mesma viagem.
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O cadlculo das probabilidades parece ter nascido, enquanto tal, na Idade Média, HALC
com as primeiras tentativas de matematizagdo dos jogos de azar, muito z’.& y
difundidos na época. E sabido que desde sempre os jogos foram praticados -
como apostas mas também para prever o futuro, decidir conflitos, dividir

herancas, etc.

Devem-se aos algebristas italianos Pacioli, Cardano e Tartaglia (séc. XVI) as

primeiras consideragdes matemdticas acerca dos jogos e das apostas. Eles

limitam-se, no entanto, a resolver alguns problemas concretos mas ainda sem

demonstragdo de teoremas, embora fagam ja comparagdo de frequéncia de
ocorréncias e estimativas de ganhos.

Luca Pacioli Girolamo Cafdano Nicollo Tartalgia
(1445 -1517) (1501-1576) (1499-1557)
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= Mas a contribui¢do decisiva para o inicio da Teoria das Probabilidades foi dado A’%‘_ E
pela correspondéncia trocada entre os matemadticos franceses Blaise Pascal e
seu amigo Pierre de Fermat, em que ambos, por diferentes caminhos, chegam a
solugdo correta do célebre Problema da divisdo das apostas, em 1654.

Este problema teria sido posto a Pascal pelo cavaleiro De Méré (considerado
por alguns autores jogador inveterado e por outros, filosofo e homem de letras)
quando viajava em sua companhia. Sem que Pascal e Fermat o soubessem, este

problema era basicamente o mesmo que, um século antes, havia interessado
também Pacioli, Tartaglia e Cardano.

Blaise Pascal

Pierre de Fermat
(1623 - 1662)

(1601 - 1665)
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A importdncia de Fermat para a matemadtica...
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O que mais interessava a Fermat, na verdade, era um ramo da
Matematica chamado teoria dos nimeros, que tem poucas
aplicagb’es praticas claras.

E da teoria dos nimeros seu famoso teorema, conhecido
como Ultimo Teorema de Fermat.

O teorema foi escrito nas margens do livro Aritmética
de Diofante, sequido de uma frase:

"Eu tenho uma demonstragdo realmente maravilhosa para esta
proposi¢do, mas esta margem é muito estreita para conté-la”.

Era um costume de Fermat escrever nas margens dos livros e
foi gragas ao seu filho mais velho que suas anotagoes ndo se
perderam para sempre.

Depois de passar cinco anos recolhendo cartas e anotagdes de
seu pai, Clément-Samuel publica em 1670 a Aritmética de
Diofante contendo observagoes de Pierre de Fermat, cuja
pdgina 61 continha o teorema.
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Teorema de Pitdgoras: num triangulo retangulo, o quadrado
da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos

X2 +y2 =272

O Ultimo Teorema de Fermat
X3+y3#273
X4 +y4#z4
X" + yn #Z"
Ndo existe solugdo em nimeros inteiros para a equagdo

X"+y"=2Z", paran>2
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Ha quem duvide que Fermat tenha dito a verdade, jd que ndo se sabe ao certo se ele de fato  Spiwswht
conhecia alguma demonstragdo ou equivocou-se ao apenas acreditar que poderia demonstrar. > g

Por mais de trés séculos, praticamente todos os grandes expoentes da Matemdtica
debrucaram-se sobre o assunto.

Com o advento dos computadores foram testados milhdes de algarismos com diferentes
valores para x,y, ze n e a igualdade x"+y" = z" ndo se verificou.

Assim, empiricamente se comprova que Fermat tinha razdo. Mas e a demonstragdo?

O teorema desafiou matemdticos por todo o mundo durante 358 anos, até que Andrew
Wiles, um matemadtico inglés, conseguiu demonstrad-lo em 1995.

Wiles utilizou conceitos avangadissimos, com os
quais Fermat nem poderia ter imaginado; desta
forma, se Fermat realmente conhecia alguma
demonstragdo, certamente esta seria diferente
(e mais simples) que a de Wiles.

Assim, chegou ao fim uma histéria épica na busca
do Santo Graal da Matemadtica.
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As historias de Pierre de Fermat e de Andrew Wiles
sdo contadas em livro e em documentdrio da BBC.

"6 L84 Y T8 631407
Q. “NILESIn S

A historia do enigma que confundiu as
maiores mentes do mundo durante 358 anos

SINGH, Simon O Ultimo Teorema de Fermat.
Rio de Janeiro: Editora Record, 1998, 324p.
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= O avango das probabilidades (inicio séc. XIX) — estudos do
francés Laplace e do alemdo Gauss

Ambos matematicos e astronomos, em trabalhos individuais,
chegaram ao mesmo resultado: a distribuigdo normal

Distribuicoes de
probabilidades
a
espinha dorsal da teoria
estatistica
a
processos de inferéncia
a
aplicagoes de distribuigoes
de probabilidades
Pierre-Simon Laplace
(1749 - 1827)

Carl Friedrich Gauss
(1777 -1855)
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mm) | Criagdo de modelos

Representagoes da realidade em estudo

Simplificar, descrever, facilitar a

interpretagado
Modelos Modelos
Probabilisticos Deterministicos
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Modelo deterministico: € aquele em que ao conhecermos as varidveis
de entrada (x4, X,.,..., X,) € possivel determinar o resultado (y), usando
uma fungdo

Y = f(xq, X5.... X,)

= Em fenomenos deterministicos existe a certeza do resultado que
ocorrerd

= Fisica cldssica —» fenomenos deterministicos

Exemplo 1: O deslocamento de um objeto é definido pela expressdo
s=vt

,onde: s: deslocamento
T: tempo
v: velocidade
Exemplo 2: Lei de Ohm
X o
y=-1 ,onde: y: fluxo da corrente elétrica
X2 X;: tensdo

X, resisténcia

)

\)“‘VERJ'/
oy
]
% l..‘.;
g
(N
Syo1as”

. Vwhwtetety |
#s.pras™

Profa. Clause Piana



‘YEDER‘q(

Modelo aleatédrio, probabilistico ou estocastico: € aquele em que,
mesmo conhecendo as varidveis de entrada, ndo € possivel determinar st
o seu resultado.
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= Existe um componente aleatério e so € possivel determinar a
chance de ocorréncia de um resultado.

= Biologia — fendmenos probabilisticos

Exemplo 1: nascimento de um bovino.

Ndo é possivel conhecer o sexo do animal antes do nascimento. S6 € possivel
determinar a probabilidade associada a cada sexo: 0,5 para fémea e 0,5 para macho.
Exemplo 2: descrigdo do nimero de pessoas que chegam numa fila por segundo.
Admitindo que a taxa média de chegada por segundo € A, a probabilidade de chegar
exatamente X pessoas é dada por

% VAN
p(x)=e” 2 onde: X nimero de pessoas

x| e: 2,718
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3.1.2 Conceitos fundamentais

#s.pras™

« Experimento aleatdrio
o Espago amostral

e Evento ou ocorréncia

o Ponto amostral

« Algebra de eventos

« Eventos especiais

e Andlise combinatoria

Profa. Clause Piana
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Conceitos fundamentais

Experimento aleatério (ou probabilistico): € aquele cujo resultado
pode ndo ser o mesmo, ainda que seja repetido sob condi¢des idénticas.

Principais caracteristicas:
= 0 experimento pode ser repetido indefinidamente sob condigdes
inalteradas;
= & sempre possivel descrever o conjunto de todos os resultados;
= quando o experimento é realizado um grande nimero de vezes,

uma configuragdo definida ou regularidade surgira.

Descrigdo do experimento — agdo e observagdo

Profa. Clause Piana
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A modelagem de um experimento aleatério implica em
responder trés questoes fundamentais:

v Quais as suas possiveis formas de ocorréncia?

v Quais sdo as chances de cada ocorréncia?

v De que forma se pode calcular essas chances?

Profa. Clause Piana



Exemplos de experimentos aleatorios:

E,: Acgdo: jogar um dado de seis faces
observagdo: face voltada para cima

E.: Agdo: selecionar uma carta do baralho
observagdo: valor e naipe da carta

E;: Agdo: langar uma moeda até que aparega cara
observagdo: nimero de langcamentos

E,: Acgdo: acender uma lampada
observagdo: tempo decorrido até que ela se apague

Es: Agdo: langar uma moeda e um dado simultaneamente
observagdo: valor da face do dado e da face da moeda
voltados para cima
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Espago amostral (S)

E o conjunto de todos os possiveis resultados de um
experimento aleatdrio.

= E o conjunto universo relativo aos resultados de um
experimento.

A cada experimento aleatorio esta
associado um conjunto de resultados

possiveis ou espaco amostral.
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Exemplos de espagos amostrais:
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E,: Jogar um dado e observar a face voltada para cima.

5;7(1,2,3,4,5, 6} « enumerdvel e finito

S,={ds de ouro...., rei de ouro, ds de paus,..., rei de paus,..., s de espada,...,
rei de espada, és de copas.,..., rei de copas} <« enumerdvel e finito

Profa. Clause Piana



AN G
E;: Langar uma moeda até que apareca cara e observar o ndmero ’
de langcamentos.

Cara Coro
>0 “:» ’{f;ﬁvfff}i?_

a Cara
A N \\3 o2 P <2t

ar

Coroa Coroa C

< langamentos

5;=(1, 2, 3, 4,5,...} « enumerdvel e infinito

E,: Acender uma lGmpada e observar o tempo decorrido
até que ela se apague.

S,={t; 20} <« continuo e infinito

Profa. Clause Piana



Es: Langar uma moeda e um dado e observar o valor da face do
dado e a face da moeda voltados para cima.

c=cara

I ! o

Ss=(1c, 1k, 2c, 2k, 3c, 3k, 4c, 4k, 5¢c, Bk, 6¢, 6k} « enumerdvel e finito

Profa. Clause Piana
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Evento ou ocorréncia: € todo conjunto particular de resultados

de S ou ainda todo subconjunto de S.

2 E designado por uma letra maidscula (A, B, C).

= A todo evento serd possivel associar uma probabilidade.

Exemplo: Langamento de um dado °

Conjunto
universal [ $={(1,2,3,4,5,6} —

Espago
amostral

" A={1,2, 3)

‘ Subconjuntos

. €C=1{5}

B = Ocorréncia de faces pares

Eventos

Profa. Clause Piana



Ponto amestral: € qualquer resultado particular de um experimento

aleatorio
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= Todo espago amostral e todo evento sdo constituidos por pontos

amostrais.

Exemplo:

S$=(1,2,3,4,5,6) < seis pontos amostrais
A = {1,3,5) < trés pontos amostrais
B = {5,6)} < dois pontos amostrais

Profa. Clause Piana



Representacdo geométrica de conjuntos

Diagrama de Venn

A B

O

Subconjuntos

O diagrama de Venn é (til para dar intuicdo geométrica

Conjunto

universo

sobre a relagdo entre conjuntos.

Profa. Clause Piana
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Algebra de Eventos
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Como o espago amostral S e os eventos sdo conjuntos, as mesmas
operagoes realizadas com conjuntos sdo vdlidas para os eventos.

Exemplo: A e B sdo eventos de S

S
A B s={10203040506}
e A=(1,3,5)
2 4 B={5,6}

Profa. Clause Piana



= Unido: Ocorre AUB, se ocorrer A ou B (ou ambos).

S

5={1,2,3,4,5,6)
A={1,3,5}
B={5,6}
AUB=(1,3,5,6)

= Intersecgdo: Ocorre AnB, se ocorrer A e B.

S

5={1,2,3,4,5, 6}
A={1,3,5}

B={(5, 6}
AnB={5}

Profa. Clause Piana



= Complemento: Ocorre A, se ocorrer S, mas ndo ocorrer A.

S $={1,23 4,5 6)
A={l 3 5)
A = {2.4,6)

= Diferenga: Ocorre A-B, se ocorrer A, mas ndo ocorrer B.

S 5=(1,2,3,4,5, 6}
A={1,3, 5}
B={(5, 6}
A-B={1,3}

Profa. Clause Piana



= Complemento: Ocorre A, se ocorrer S, mas ndo ocorrer A.

S $={1,23 4,5 6)
A={l 3 5)
A = {2.4,6)

= Diferenga: Ocorre A-B, se ocorrer A, mas ndo ocorrer B.

< S={1,2,3,4,5,6)}
A={1,3,5)
B ={5, 6}
A-B={1,3} B-aAs{6}
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Eventos Especiais

#s.pras™

Evento Impossivel: € aquele evento que nunca ird ocorrer, € também
conhecido como o conjunto vazio ().

= E um evento porque € subconjunto de qualquer conjunto, portanto,
é subconjunto de S (Z<S).

Exemplo: A = {(x,y): x>+ y? <0}

Evento Certo: € aquele evento que ocorre toda vez que se realiza o
experimento, portanto, esse evento € o préprio S.

= E um evento porque todo conjunto é subconjunto de si mesmo (ScS).
Exemplo: B ={(x,y); x>+ y?>0}

Profa. Clause Piana



Para S={1, 2, 3, 4, 5, 6}, temos k eventos possiveis:

Evento impossivel

Alz{l}ZQ Ag={1,1}

A, = {1} Ag = {1, 2}

As={2}  Ay={l,3)
Aq = {3} Ay = {1, 4}
As = {4} A2 = {1, 5}
Ae = {5} A3 = {1, 6}
A; = {6} A4 = {2, 5}

Conjunto das partes de S:

Ais = {2, 6}
A = {3, 4}
A7 = {3, 5}
Ag = {3, 6}
Ao = {4, 5}
Az = {4, 6}
Az = {5, 6}

A, ={1, 2, 3}
A,z ={(1,2, 4}
A,y ={1, 2,5}
A ={1,2, 6}

A63 - {1, 2, 3, 4, 5}

A64 - {1, 2, 3, 4, 5, 6}
I

Evento certo

P(S)={2,{1},{2}.{(3}. ...{1, 2,3, 4,5}, S}

Profa. Clause Piana



Eventos mutuamente exclusivos:

Dois eventos A e B associados a um mesmo espago amostral S,

sdo mutuamente exclusivos quando a ocorréncia de um impede a
ocorréncia do outro.

= Na teoria dos conjuntos, correspondem aos conjuntos
disjuntos, que ndo possuem elementos comuns (ANB=Q).

Exemplos:

Exp.1. Lancamento de uma moeda e observagdo do resultado
S={c .k}

A = Ocorrénciade cara A ={c}
B = Ocorréncia de coroa B = {k}

A e B sdo mutuamente exclusivos
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Exp.2. Langamento de um dado e observagdo da face voltada
para cima

S$={1,2,3,4,5,6)

A ={1, 3, 5}
B={5, 6}
C={2, 4,6}

AnB={5} — A e B ndo sdo mutuamente exclusivos
ANC=D — A e C sdo mutuamente exclusivos

BNC={6} — B e C ndo sdo mutuamente exclusivos

Profa. Clause Piana



Exercicio proposto:
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1. Em um experimento aleatério que consiste em plantar trés
sementes e observar a germinagdo, especifique o espago amostral S
e 0s seqguintes eventos:

A: duas sementes germinam

B: pelo menos uma semente germina
C: nenhuma semente germina

Profa. Clause Piana



Resolugdo:
#s.pras™
1. Em um experimento aleatério que consiste em plantar trés

sementes e observar a germinagdo, especifique o espago amostral S
e 0s seqguintes eventos:

A: duas sementes germinam G: semente germina
B: pelo menos uma semente germina N: semente ndo germina
C: nenhuma semente germina

S = {666, 66N, 6NG, N6G, GNN, NGN, NNG, NNN}
A = {66N, GNG, NGG}

B = {666, GGN, 6NG, N6G, GNN, NGN, NNG}
C = {NNN}

ANB = {6GN, GNG, NGG} —> A e B ndo sdo mutuamente exclusivos
ANC =T — A e C sdo mutuamente exclusivos
BNC=93 — BeC sdo mutuamente exclusivos

Profa. Clause Piana



Andlise combinatoria

Técnicas de contagem — determinar o nimero de elementos de

um conjunto ou o nimero de resultados possiveis de um
experimento.

Seja A um conjunto com n elementos distintos entre si.
A={a,b,c,d}

Se sdo retirados x elementos do conjunto A é possivel formar
grupos de trés tipos:

¢ Permutagoes
¢ Arranjos
¢ Combinagoes
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[ (b,¢) e (c, b)
ordem <

\ (a,b,c) e (a,c,b)

[ (b.c) e (b,d)
natureza <

\ (a,b,c) e (a, b, d)
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Permutagdes: grupos que se distinguem apenas pela ordem dos
seus elementos. Todos os grupos tém os mesmos elementos.

. Vwhwtetety |
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n: himero de elementos distintos
X x: nimero de elementos retirados

Os grupos serdo permutagoes somente quando x = n
Como calcular?

O nimero de permutagoes possiveis de n elementos é dado por

Pn =nl grupos

Profa. Clause Piana
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Exemplo: A={a,b,c,d} n=4e x=4

#s.pras™

Quantos permutagdes de quatro elementos é possivel formar?

{(a, b, c,d),(a,b,d,c),(ac,b,d),(a,c,d,Db),..

P, =4|=24 grupos

{(a,b,c,d),(a,b,d,c)(ac, b,d),(ac,dDb),(a,d,Db,c),(adc,b),
(b,a,c,d),(b,a,d,c),(b,c,ad),(b,c, d a),(b,d,a,c)(b,d,c,a),
(c,a,b,d),(c,a,d,b),(cb,a,d),(cb,d, a),(c, d, a, b),(c,d,b,a)),
(d,a,b,c),(d,a,c,b),(db,a,c)(dDb,c,a),(d,b,a,c)

Profa. Clause Piana



Arranjos: grupos que se distinguem pela ordem e pela natureza
dos seus elementos.

Condicdo: x<n

Como calcular?

Se x<n, o ndmero de arranjos de n, fomados x a x, € dado por

A" ql

— S
(n—x) 2P
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y nl
= grupos
A (n—x)!

Exemplo: A ={a,b,c,d} n=4e x=2

Quantos arranjos de dois elementos é possivel formar?

{(a, b), (b, a), (a, ¢), (c, a), ...

4l 4x3x2l
(4-2) = =12 grupos

{(a, b), (b, a), (a, c), (c,a),(a,d),(d a), (b, c)(cb) (b, d) (db)
(c,d), (d, c)}

2
4
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Combinagodes: grupos que se distinguem apenas pela natureza dos
seus elementos.

Condicdo: x<n

Como calcular?

Se x<n, o nimero de combinagdes de n, tomados x a x, € dado por

nl
C* =
" xl(n—x)

grupos

Profa. Clause Piana



nl
Cx =
" xl(n—-x)!

grupos

Exemplo: A ={a,b,c,d} n=4e x=2

Quantas combinagdes de dois elementos é possivel formar?

{(a, b), (q, ), (a, d), ...

4| _4><3><2!_6 DS
2i(4-2) 2121 I

{(a,b), (a, ¢), (a,d), (b, c), (b, d), (c, d)}

2
4
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Permutagoes — ordem — (X = n)

P =nl grupos

Arranjos — ordem e natureza — (x < n)

|
25 nl

n

~(n=x)!

grupos

Combinagoes — natureza — (X < n)

ql
C =
" xl(n-x)

grupos
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Relagdo entre
Combinagdo e Arranjo

x 1 nl
Cn x| (n=x)
cx =L ax

x|
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3.1.3 Conceitos de probabilidade

1. Conceito classico ou probabilidade “a priori"

2. Frequéncia relativa ou probabilidade “a posteriori”

3. Conceito axiomatico

4. Probabilidade geométrica ou calculada como érea

Profa. Clause Piana



Conceitos de probabilidade
Jogos de azar

I Conceito cldssico ou
. N probabilidade “a priori"
Teoria das probabilidades

1812 - Teoria Analitica das Probabilidades
— sistematizou os conhecimentos da época

Pierre-Simon Laplace
(1749-1827)

Profa. Clause Piana



1. Conceito cldssico ou probabilidade “a priori"

Definigdo: Seja E um experimento aleatério e S o espago amostral
a ele associado, com n pontos amostrais, Todos equiprovdveis.

Se existe, em S, m pontos favordveis a realizagdo de um evento A,
entdo a probabilidade de A, indicada por P(A), sera:

% pontos favordveis

P(A) = m #A <« nimero de elementos de A

n #S <« nimerode elementos de S
pontos possiveis
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Pressuposicoes bdsicas:

1. O espaco amostral S é enumeravel e finito.

2. Os resultados do espago amostral S sdo todos equiprovaveis.
Exemplo:

Exp.: Langar uma moeda ndo viciada duas vezes e observar a face
voltada para cima em cada langamento.

S = {cc, ck, ke, kk}
p(cc) = p(ke) = p(ck) = p(kk)
A = ocorréncia de uma cara

A = {ck, kc}

Profa. Clause Piana



S={cc,ck, kc, kk)} #5 = nimero de elementos de S = 4

A={ck, kc} #A = nimero de elementos de A = 2

n = nimero de pontos possiveis = #5=4

m = ndmero de pontos favordveis a ocorréncia de A= #A=2

P(A):m:#Azzzl
n #S 4 2

A probabilidade de ocorrer uma cara em dois langamentos de uma

- .. , 1
moeda ndo viciada é

E .

Profa. Clause Piana



Outra situagado:

O espago amostral se refere ao nimero de caras que pode ocorrer
em dois lancamentos de uma moeda ndo viciada.

5={0, 1 ,2} #S=3

_ . Ndo € possivel usar
A={1} #A=1 o conceito cldssico
m #HA para calcular a
w-m EA |
(A) " Hs 3 probabilidade de A

As pressuposicoes foram atendidas?

1
P(0) = p(kK) = e

1 ~
S=0.1.2)  p()=plke)+plek) = 5 | eI 0

1
P(2) = plcc) = 4

J Prof2. Clause Piana



= Para usar o conceito classico no cadlculo das probabilidades, é

recomendavel partir sempre do espago amostral bdsico (mais
detalhado) do experimento que, geralmente, € ndo numérico.

Espago amostral bdsico

S ={cc, ck, ke, kk} <« enumerdvel, mas ndo numérico

Espago amostral numérico

5={0,1,2}
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Exercicio proposto:
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Dez estudantes de um colégio sdo selecionados para formar a equipe
de basquete para a competigdo.

a) de quantas maneiras diferentes pode ser escolhida
a equipe para entrar no primeiro jogo?

b) quantas dessas combinagdes incluem um estudante
cujo nome é Afonso?

c) se a escolha é feita por sorteio, qual € a probabilidade
de Afonso fazer parte da equipe neste primeiro jogo?

Profa. Clause Piana



2. Frequéncia relativa ou probabilidade “a posteriori”

Richard Von Mises
(1883-1953)

O conceito de freqiiéncia relativa
como estimativa de probabilidade

surgiu através do fisico austriaco
Richard Von Mises

Profa. Clause Piana



2. Frequéncia relativa ou probabilidade “a posteriori”

Definigdo: Seja E um experimento aleatério e A um evento.

Se apos n repetigoes do experimento E (sendo n suficientemente
grande), forem observados m resultados favoraveis ao evento A,

entdo uma estimativa da probabilidade P(A) é dada pela frequéncia
relativa

‘ m <« ocorréncias de A

N <« repetigoes de E

Profa. Clause Piana



= O conceito de probabilidade “a posteriori” € baseado no principio

estatistico da estabilidade (Lei dos grandes ndmeros):

"A medida que o niimero de repetigdes do experimento (n)
aumenta, a freqiiéncia relativa f se aproxima de P(A)."
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= n deve ser suficientemente grande para que se possa obter um

resultado com margem de erro razoadvel.

Define-se o erro desta estimativa pela expressdo:

f - P(A) = erro

Profa. Clause Piana



Exemplo: Langamento de uma moeda honesta.
A = ocorréncia de cara

P(A) =

0,5

Repetigcoes do exper.

Resultado

Ocorréncias de A

Freqiiéncia relativa f

1

1

1

1/2

1/3

2/4

2/5

3/6

4/7

O IN[OMNO1|D[W|N

OO0 |10 | X0 | X|X|0

QDW=

5/8

S |

3 |:

m/n
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g
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0,5

5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 N

Estabilizagdo da frequéncia relativa f quando n cresce.

P(A)

Profa. Clause Piana
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Exercicios propostos: 754

1. Em Sobral (CE), observaram-se seis anos de seca ho periodo de
1901-66 (66 anos). Qual € a probabilidade de ser seco o préximo ano?

2. Em 660 lancamentos de uma moeda, foram observadas 310 caras.

Qual € a probabilidade de, num langamento dessa moeda, obter-se
coroa?

3. Se os registros indicam que 504, dentre 813 lavadoras automdticas
de pratos vendidas por uma grande loja de varejo, exigiram reparos
dentro da garantia de um ano, qual € a probabilidade de uma lavadora
dessa loja ndo exigir reparo dentro da garantia?

Profa. Clause Piana



3. Conceito moderno ou axiomatico

No século XX, Andrei Kolmogorov conceituou probabilidade

através de axiomas rigorosos, tendo por base a teoria da
medida.

O problema da teoria da medida se divide basicamente em
duas partes:

- Definir uma medida que associe a
cada conjunto em um dado espago um
valor significativo do seu tamanho.

- Definir uma teoria de integragdo

para as fungdes que assumem valores
Andrei N. Kolmogorov neste espaco.

(1903-1987)

Profa. Clause Piana



3. Conceito moderno ou axiomatico

Definigdo: Se A € um evento do espago amostral S, entdo
o nimero real P(A) serd denominado probabilidade da
ocorréncia de A, se satisfizer os seguintes axiomas:

Axiomal 0 <P(A)<1
Axioma 2. P(S)=1

Axioma 3. Se A e B sdo eventos de S mutuamente exclusivos,
entdo, P(AUB) = P(A)+P(B)

A e B sdo mutuamente exclusivos se e somente se AnB=9

Profa. Clause Piana



= O terceiro axioma pode ser generalizado para um ndmero finito

de eventos mutuamente exclusivos
Exemplo:

7
P(A;UA,UA;UA UASUAGUA;,) = P(A)+P(A,) +...+P(A;) =D P(A)
i=1

Generalizando: P(A,LAL ... UA)) = ZH:P(Ai)
i=1
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= O conceito axiomdtico ndo fornece formas e sim condigées para
o cdlculo das probabilidades

Os conceitos "a priori” e "a posteriori” se enquadram no conceito
axiomadtico.

Exemplos:

Lancamento de um dado honesto e observacdo da face voltada
para cima

s={1 0203040506}

Primeiro axioma

Terceiro axioma

s i

={2
@ p(a)- A _1 P(AUB)=P(A)+P(B)
B={1,3,5) #S 6
ot #B 3 P(AUB)=1/6 + 3/6
AuLB={1,2,3,5} P(B)_#—S %
P(AUB)=4/6
P(AUB) - #AUB

=4/6

Profa. Clause Piana
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2. Seja o triangulo ABC um espago amostral S e o triangulo CDE =
um evento A. A probabilidade P(A) é obtida da sequinte forma

P(A)= area de A

drea de S
VRS
drea de Sszh:ZXI:I
2 2
4req deA:bxh:1x0,5:1

2 2 4

Profa. Clause Piana
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4. Probabilidade geométrica ou calculada como drea
Definigdo: Seja S o espaco amostral associado a um experimento

aleatdrio e A um evento de S. A probabilidade de A, indicada por
P(A), sera a razdo entre a drea de A e a dreade S.

drea de A
P(A) =
(A) dreade S

Profa. Clause Piana



3.1.4 Teoremas para o cdlculo de probabilidades
1. Probabilidade do evento impossivel

2. Probabilidade do complemento

3. Probabilidade da diferenca

4. Probabilidade da unido

5. Teorema de Morgan

Profa. Clause Piana



Teorema 1. Se @ € um evento impossivel, entdo P(2)=0

Demonstracdo:

Se Aud = A, entdo P(Aud) = P(A)
P(A) + P(&) = P(A)
P(2) = P(A) - P(A)
P(@)=0

AND = J, entdo A e & sdo mutuamente exclusivos

Profa. Clause Piana



Teorema 2. Se A é o complemento de A, entdo P(A)=1-P(A).

Demonstracgdo:

Se AUA =S, entdo P(AuU A)=P(S)
P(A) + P(A) = P(S)
P(A) = P(S) - P(A)
P(A) = 1 - P(A)

ANA = @, entdo A e A sdo mutuamente exclusivos

Profa. Clause Piana



Teorema 3. Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo
P(A-B) = P(A)-P(AnB).

Demonstragado:

P(A) - P(AnB) = P(A-B)

Profa. Clause Piana
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Teorema 3. Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo

P(A-B) = P(A)-P(ANB).

#s.pras™

Se A e B sdo dois eventos mutuamente exclusivos

S
B ANB =
Q P(AnB)=0

P(A-B) = P(A)

Profa. Clause Piana



4. Teorema da Soma das Probabilidades

Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo
P(AUB) = P(A) + P(B)-P(ANB).
Demonstracdo:

P(A)+P(B) - P(AB) = P(AUB)

Profa. Clause Piana



4. Teorema da Soma das Probabilidades

Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo
P(AUB) = P(A) + P(B)-P(AnB).

Se A e B sdo dois eventos mutuamente exclusivos

A 5
2 AB = &
. P(AnB)=0

P(AUB) = P(A) + P(B)

Profa. Clause Piana



Teoremas para o cdlculo de probabilidades
Teorema 1. P(2)=0

Teorema 2. P(A)=1-P(A)

Teorema 3. P(A-B)=P(A)-P(AnB)

Teorema 4. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Profa. Clause Piana
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Exercicio proposto:

#s.gras™

A probabilidade de ocorrer um acidente em uma competicdo de
carros ¢ 0,18; a probabilidade de chover em um dia de competigdo

€ 0,28; e a probabilidade de ocorrer acidente e chuva em um dia
de competigdo ¢ 0,08.

Determine a probabilidade de:
a) hdo ocorrer acidente na proxima competicdo;
b) chover ou ocorrer um acidente na préxima competigdo;

c) chover, mas ndo ocorrer acidente na proxima competicdo;

d) ndo chover e ndo ocorrer acidente na proxima competicdo.

Profa. Clause Piana



Exercicio proposto:
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Sejam os eventos:
‘. A: ocorrer um acidente em uma competicdo

B: ocorrer chuva em um dia de competigdo

ANB: ocorrer acidente e chuva em um dia de competicdo
Determine a probabilidade de:
a) ndo ocorrer acidente na préxima competicdo = P(A)

b) chover ou ocorrer um acidente na préxima competigdo = P(BUA)
c) chover, mas ndo ocorrer acidente na proxima competigdo =P(B -A)

d) ndo chover e ndo ocorrer acidente na préxima competicdo = P(BNA)

Profa. Clause Piana



Sejam os eventos:
A: ocorrer um acidente em uma competicdo

B: ocorrer chuva em um dia de competigdo

ANB: ocorrer acidente e chuva em um dia de competigdo

> P(A)=0,18
‘.’ P(B) = 0,28

P(A~B) = 0,08

a) P(ndo ocorrer acidente na préxima competicdo)

>

‘. P(A)=1-P(A)=1-018 = 082

Profa. Clause Piana



b) P(chover ou ocorrer um acidente)

S

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

=0,18+0,28-0,08
=0,38

c) P(chover, mas ndo ocorrer acidente )

P

P(B-A) = P(B) - P(AnB)

=0,28-0,08
=0,20

Profa. Clause Piana



d) P(ndo chover e ndo ocorrer acidente)

Profa. Clause Piana
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d) P(ndo chover e ndo ocorrer acidente)
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Teorema de Morgan

P(AUB) = P(AnB)
P(AnB) = P(AUB)

Generalizagdo: Ao "aplicar" a barra sobre uma operagdo, esta muda
seu sinal, restando uma barra para cada membro da operagdo.

P(A~B) = P(AUB) = 1-P(AUB)=1-0,38=0,62

Profa. Clause Piana



Teoremas para o cdlculo de probabilidades
Teorema 1. P(2)=0

Teorema 2. P(A)=1-P(A)

Teorema 3. P(A-B)=P(A)-P(AnB)

Teorema 4. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Teorema 5. P(AUB) = P(ANB) - o
P(ATB) - P(ZU@) eorema ae organ

P(ANB)=?

Profa. Clause Piana
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