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Por que a varidvel é denominada aleatéria?

Porque seus valores ocorrem de forma aleatéria ou
probabilistica.

Uma das mais importantes maneiras pelas quais a aleatoriedade
nos afeta é por meio de sua influéncia nas medigdes.

Por exemplo, quando um professor avalia um trabalho de um aluno
a nota ndo € uma descrigdo do grau de qualidade do trabalho, mas
uma medigdo dessa qualidade. Nesse caso, o instrumento de
medigdo € o professor, e a avaliagdo de tal profissional, como
qualquer medigdo, estd sujeita a variagdes e erros aleatdrios.

A incerteza da medigdo é ainda mais problemdtica quando a
quantidade medida € subjetiva.

Para entender as medigdes é fundamental conhecer a forma como
os dados estdo distribuidos.

As medidas descritivas sdo uma ferramenta essencial para obter
essas informagdes.

Outro exemplo: suponha que 15 endlogos vdo avaliar um vinho.
Situagdo 1. Os 15 endlogos concordam que a nota do vinho é 90.
Situagdo 2. Os enélogos expressam as notas 80, 81, 82, 87,

89, 89, 90, 90, 90, 91, 91, 94, 97, 99 e 100.

Uma das maneiras de gerar um nimero tnico a partir de uma

série de medi¢des discordantes é calcular a média. Assim,

podemos resumir as opinides utilizando a média das notas
atribuidas ao vinho. Mas essa informagdo é suficiente?

Os dois conjuntos de dados tem a mesma média, mas diferem no

quanto variam a partir dessa média.

O desvio padrdo caracteriza o quanto um conjunto de dados se

aproxima da média, o que também pode significar a incerteza

dos dados.

Na situagdo 2, o desvio padrdo é 6 e o que podemos realmente

dizer sobre o vinho é que sua nota provavelmente se situe entre

84 e 96.
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Notamos assim que a aleatoriedade (os erros aleatérios)
gera variabilidade.

A Estatistica busca a regularidade presente na variabilidade

Esta regularidade permite que as varidveis aleatdrias sejam
representadas por modelos matemdticos, que sdo
denominados distribuigdes de probabilidade.

As distribuigdes de probabilidade constituem a espinha
dorsal da metodologia estatistica, pois é com base nesses
modelos que a Estatistica cria téchicas que possibilitam
tomar decisdes vdlidas apesar da variabilidade e ha presenga
de incerteza.

Na pesquisa cientifica o pesquisador precisa tomar
decisdes e obter conclusdes na presenga de variabilidade.
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Distribuigdes de probabilidade

O que é uma distribuigdo de probabilidade?

Uma distribuigdo de probabilidade é essencialmente um
modelo de descrigdo probabilistica de uma populagdo.

= Populagdo estatistica é o conjunto de todos os valores
de uma varidvel aleatéria.

| Populagdo estatistica
'

xx [0 1 D ][s
PX=x) |01 06 03>[1

Distribui¢do de
probabilidade

As ideias de populagdo e distribui¢do de probabilidade
sdo indissocidveis e serdo tratadas como sindnimos. O termo

“distribuigto” se refere ao modo como as probabilidades se
distribuem aos diferentes valores do espago amostral.

O Distribui¢cdes de probabilidade: sdo modelos matemdticos
para descrigdo probabilistica da ocorréncia de valores de
uma varidvel aleatéria

= Os modelos t&€m aplicagdes gerais e sdo individualizados
por meio dos pardmetros

O Pardmetros: caracterizagdes numéricas que permitem
a individualizagdo de um modelo em determinado contexto
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= No estudo de uma varidvel aleatéria é importante saber:

1. O tipo de distribuigdo, que é determinado pela
fungdo de probabilidade da varidvel

2. Os pardmetros da distribuigdo

3. As medidas descritivas da distribuicdo (média,
varidncia, assimetria)
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Distribuigdes discretas

Distribuigdo de Bernoulli

Distribuigdo Binomial

Distribuicdo Hipergeométrica
Distribuigdo de Poisson

Distribuigdo Multinomial

Distribui¢do Geométrica

Distribui¢do Binomial Negativa
Distribui¢do Hipergeométrica Negativa

0 ® N O A WN

Distribui¢do Uniforme
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Distribui¢des continuas

1. Distribui¢do Uniforme
2. Distribuigdo Exponencial
3. Distribuicdo Normal
* Distribuigdo Normal Padrdo
4. Distribuigdo Gama
5. Distribuigdo Beta
6. Distribuigdo Lognormal
7. Distribuigdo Seminormal
8. Distribuigdo Weibull
9. Distribuigdo Gumbel

Profa. Clause Piana 9

Distribuigdes de probabilidade de
varidveis discretas

1. Distribuigdo de Bernoulli

Deduzida no final do século XVII pelo
matemdtico suico Jakob Bernoulli.

Definigdo: Modelo que descreve
probabilisticamente os resultados de um
experimento de Bernoulli.

O experimento (ou ensaio) de Bernoulli é
definido como o experimento aleatdrio que
possui apenas dois resultados possiveis.

Jakob Bernoulli
(1654 - 1705)
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Exemplo: Uma semente é colocada para germinar

S = {germinar, ndo germinar}

Consideramos um dos resultados como sucesso:
sucesso = germinar
fracasso = ndo germinar
Definimos a varidvel X como nimero de sucessos em uma
repetigdo do experimento.

X = ndmero de sucessos

_ ] 0, sendo germinar
X = ) — s, ={0,1}
1, se germinar
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n = probabilidade de sucesso
1-n = probabilidade de fracasso

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel que tem distribuigdo
de Bernoulli, sua fungdo de probabilidade serd:

X =x | 0 1 | Z Representagdo
tabular

t

PX=x)| 1-n x| 1
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Representagdo analitica
P(X=x) =@,(1 —m)™, para S, ={0, 1}

Pardmetro
A distribui¢do de Bernoulli tem apenas um pardmetro:
n = probabilidade de sucesso

X ~ Ber ()

X tem distribui¢do de Bernoulli com parametro n

Medidas descritivas

+ Média ou valor esperado

E(X) = 1= Y xp(x)

XSy
X=x | 0 ! | >
Para Sy = {0, 1} P(X = x) | 1-m n | !

E(X)=p-= ZXP(X) =0x(1-m)+1xm=m

XSy

Teorema: E(X)=p=rn
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+ Variancia

V(X) = 62 =E(X?)—?

Xx=x | o 1] o=
1

Para Sy = {0, 1}
PX=x)| 1 |

E(X?) =Y x*p(x) =0?x(1-m)+Pxn=7

xe5x

V(X) = 0 =E(X?)-p’=n—n? =n(l-m)

Teorema: V(X)=02=n(1-m) "
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+ Coeficiente de assimetria

H3
Ha+/H2

a; =

pp =E(X-p)? =E(X*)-p?
ps =E(X—p)* =E(X*)-3u E(X?)+21°

(I-m)-=m
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Teorema: a3 =
Jn(l-n) ‘—| desvio padrdo
17

M3
Ha/H2
w, =E(X®) -2 =n-n?=n(l-m)
g = E(X®) -3 E(X?) + 2u® = n - 3nn + 2n® = n - 37° + 27°

1-3n+27°)1-n

as =

oo n-3n? +2n°
3 n(l_n)m l+m 21*27[
B n(l-3n+27°) / 722::}2:2
- n(l-n)rl-n ////
C@-3n+20d)  (-md-20)  (1-2m)  (1-20)
Td-nfrd-m d-mfrd-n Jrd-m  Jrd-n)

(l-m)-n

Teorema: a; =
Jn(l—n) '—| desvio padrdo
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2. Distribuigdo binomial

Defini¢do: Modelo que descreve probabilisticamente os
resultados de uma seqiiéncia de experimentos de Bernoulli
independentes entre si, ou seja, onde a probabilidade de
sucesso é constante em todas as repetigdes do experimento.

Se X=Y+Y, +..+Y,
onde:
Y, ~ Ber (n);
Y;s sdo independentes;
entdo, a varidvel X tem distribui¢do binomial.
Distribui¢do binomial = processo finito de Bernoulli

= n experimentos de Bernoulli independentes, com
probabilidade de sucesso n constante para todos eles

= E importante no contexto de amostragem com reposicdo

Exemplo: Em uma estdncia 60% dos bovinos foram
vacinados contra uma determinada doenga. Se um bovino
dessa esténcia é escolhido ao acaso e sua situagdo em
relagdo a vacinagdo € registrada, femos um experimento
de Bernoulli.

S = {vacinado, ndo vacinado}

onde:
p(vacinado) = 0,6
p(ndo vacinado)=1-0,6 =0,4

Se trés bovinos sdo escolhidos, um a um, e o resultado é
registrado, femos uma segqiiéncia de trés experimentos
de Bernoulli independentes, pois, a cada escolha, a
probabilidade de sucesso permanecera inalterada.
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V = vacinado

#S=23=8 N = ndo vacinado

S ={VVV, VVN, VNV, NVV, NNV, NVN, VNN, NNN}

Sucesso = vacinado

A varidvel X é definida como o niimero de sucessos em
n experimentos de Bernoulli independentes, com
probabilidade de sucesso igual a .

n=3 e =06
54=10,1,2,3}

Qual é a fungdo de probabilidade P(X=x) associada a
varidvel X?

S = {VVV, VUN, VNV, NVV, NNV, NVN, VNN, NNN}
S, = {0.1,2,3)
P(X=x) = ?

P(X=0)= 0,43 = 1 x 0 x (1 - n)? = 0,064
P(X=1)= 3 x 0,61 x 0,42 = 3 x nl x (1 - n)2 = 0,288
P(X=2)=3x 0,62 x 0,41 = 3 x 72 x (1 - n)! = 0,432
P(X=3)= 0,6%=1x 3 x (1-n)° = 0,216

Como podemos determinar de quantas maneiras diferentes
teremos x sucessos e 3-x fracassos?

P3"'3’x ~—{Permu*ragao com repetigdo

Qual é a fungdo de probabilidade P(X=x) associada a
varidvel X?

P(X=0) = P2 0 (1-m)3

P(X=1)= P}? n! (1-n)?

P(X=2) = PZ* nZ (1-n)t

P(X=3)=P3° n3 (1-n)°

P(X = x) = P37 (1 - m)*™
Generalizando para n repetigdes do ensaio de Bernoulli:
P(X =x)=R*"*n*(1-m)"™

nl

prx _
" xl(n—x)!

Representagdo tabular
X = x | 0 | 1 | 2 | 3 | )
P(X = x) | 0,064 | 0,288 | 0432 | 0,216 | 1

Representagdo analitica

P(X=x)=P**>0,6*(1-0,6)*™ , para S, = {0, 1, 2, 3}

/

Ndmero Probabilidade
de casos de um caso
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Por que esta distribuigdo ¢ denominada binomial?

Fazendo: Temos:
T=p (p+q)" « Bindmio de Newton
m=q (p+9)° =1p%° =1

n = repeticdes
(p+9)' =1p'q° +1p°q' =p+q
(p+9)* =1p’¢° +2p'q" +1p°¢° =p* +2pq+q
(p+9)° =1p°¢° +3p’q’ + 3p'q” +1p°¢’

P(X=0)=17° (1 - n)?
P(X=1)= 3 ! (1-n)?
P(X=2)=3r? (1-n)t
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P(X=3)= 173 (1-n)°

(p + q)" « Bindmio de Newton

(p+q)° =1p°%° =1

(p+q) =1p'q° +1p°¢' =p+q

(p+q)* =1p’q° +2p'q' +1p°¢* = p* +2pq+¢°

(p+9q)° =1p°q° +3p’q’ +3p'q” +1p% = p° +3p’q+3pq® + ¢
(p+9)* =1p*q° + 4p°q" + 6p°¢” + 4p'q® + 1p°q*

(p+q)° =1p°q° +5p*q’ +10p’q” +10p°q” + 5p'q* +1p°q°

3

Coeficientes

Ndmero binomial

n)  nl
x) xl(n-x)!

(P + q)" « Bindmio de Newton

(p+9)° =1p°¢° =1

(p+9) =1p'q° +1p°q' =p+q

(p+9)* =1p’q° +2p'q’ +1p°¢” = p* +2pq+¢°

(p+9)* =1p°q° +3p%q' +3p'q” +1p°¢° = p* +3p’q+3p¢” +¢°
(p+9)* =1p*q® + 4p’q" + 6p°¢” + 4p'q’ + 1p°q*

(p+9)° =1p°q° +5p*q' +10p°q? +10p*q’ + 5p'q* + 1p°¢°
Outro método para obter 1

os coeficientes: 11

Tridngulo de Pascal 121
1 1

D@ 4 1

1310 10 5 1

Triéngulo de Pascal

Representagdo tabular

X=X‘0‘1|2|3|2
p(x:x)’o,oa4’o,zss|o,432|o,216| 1

Representagdo analitica

P(X =x) =P**0,6*(1-0,6)**, para S = {0, 1, 2, 3}

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel que tem distribui¢do
binomial, sua fungdo de probabilidade serd:

PX=x)=P*"*n*(1-n)"™ , para Sy = {0, 1, ..., n}

Pardametros

P(X =) = R ( (1 - m

A distribuico binomial tem dois pardmetros:
n = nimero de repetigdes do experimento de Bernoulli
n = probabilidade de sucesso

X ~ Bin (n,n)

X tem distribuigdo binomial com pardmetros n e
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Medidas descritivas

Bernoulli * Varigncia Bernoulli
¢ Média ou valor esperado E(Y)=n — 62 —E(X2)_(2 EY)=n
V09 =0t =B V(Y) = n(1-7)
E(X) = n= X xp(x)

<5
X=Y+Y, +..+Y,

EX)=EM+Y, +...+Y,)

EX)=EM)+EM)+..+E(Y,)

EX)=nt+7+..+T =nn

X=Y+Y,+...+Y,
V)=V +Y, +..+Y,)
VXY=V +V(%)+...+V(Y,)
V) =a(l-m)+ x(l-m)+..+7l-7) =nn(l—7)

: =02= -
Teorema: E(X)=p=nm Teorema: V(X)=o2=n=n(1-n)
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¢ Coeficiente de curtose
¢ Coeficiente de assimetria Bernoulli
SN Se q,<3, a distribuigdo é platicirtica
u a_w Ky s 43 distribuicdo é irti
P Ry g Q== e a,=3, a distribui¢do é mesociirtica
: [TRNITA ™-m) Ha Se q,>3, a distribuigdo ¢ leptocirtica
a,=a,-3
1-7)- - _
Teorema: ag = a-m - = Teorema: a, :M
\/nn(l—rt)<—{ desvio padrdo 4 nn(1-n)
I do:
Interpretagdo: nterpretacdo
Se n <(1-x), a distribui¢do binomial é assimétrica positiva Se ¢;<0,a d!s‘rr!bu!ggo bfnom!ul ? plahculrh.ca
_ . T Se ;=0, a distribui¢do binomial é mesocirtica
Se n =(1-7)=0,5, a distribuigdo binomial é simétrica Se o >0 a distribuicdo binomial & leptoctrtica
Se n >(1-n), a distribuigdo binomial é assimétrica negativa G~ ¢ P
Utilizando os teoremas: X ~ Bin (n=3, n=0,6)
X = x ‘ 0 ‘ 1 | 2 | 3 | T
P(X = x) ’ 0,064 ’ 0,288 | 0,432 | 0216 | 1 E(X)=nn=3x0,6=1,8 bovinos vacinados

Significado: Se o experimento (escolher trés bovinos)

for repetido um grande nimero de vezes, o nimero

E(X)= u= ZXP(X) médio_ de sucessos (bovinos vacinados) obtidos nesses
XSy experimentos serd 1,8.

E(X)= 1= 0x0,064+1x0,288+2x0,432+3x0,216=1,8 V(X) = n(1-7) = 3x0,6x0,4 = 0,72 bovinos vacinados?

6=4/V(X)=40,72 =0,8485 bovinos vacinados
V(X)= % =E(X*)-1* =3,24-18=0,72
Significado: Se o experimento for repetido um grande
E(X?)=0%x0,064+12x0,288+2% x0,432+32x0,216= 3,24 ndmero de vezes, a variagdo média do ndmero de
ota, Clouse Piana ! ! ! s sucessos em torno do valor esperado serd de 0,85.
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a :(l—n)—n: 0,4-0,6
* o hnl-m) 3x0,6x0,4

=-0,24 3. Distribuigdo hipergeométrica

Definigdo: Modelo que descreve probabilisticamente os

A distribui¢do é assimétrica negativa. A ]
¢ " g resultados de uma seqiiéncia de experimentos de

Significado: As chances para os valores maiores que a média (1,8) Bernoulli dependentes. Refere-se a experimentos que se
540 maiores que para os menores. caracterizam por retiradas sem reposigdo, onde a
probabilidade de sucesso se altera a cada retirada.
Pe) o L-6n(-n)
05 4 PSPV P ~ .
. nr(1-x) = A distribuicdo hipergeométrica ndo configura um

04 _1-6x0,6x0,4 processo de Bernoulli porque a probabilidade de sucesso
03 ° 3x0,6x0,4 muda de um experimento para o outro

02 . =-0,61

o A distribuico é platicirtica. = Essa distribuigdo é extrgnlamente importante no contexto

AL de amostragem sem reposigdo
«—Oo——0o—o—o—>
0 1 2 3 x

Exemplo: Uma bandeja contém 10 xicaras de cafezinho,

sefe com aglcar e trés com adogante. Trés pessoas se S ={AAA; AlAA,..., AlARD,, ..., 818,03} A= agllicar
aproximam da bandeja e se servem. Se a varidvel aleatdria X a= adogante
é definida como o ndmero de xicaras de café com agcar, #5=C3=120

construa a distribuigdo de probabilidade de X. , ; 3 ;
X = nlmero de xicaras de café com agtcar

S¢=1{0,1,2,3)
7 Aglcar | 3 Adocante px=0)= & L1 0008333
(x=0)= ¢, 120 120
¢ 7x3 21
N _r3_2l g7
3 xicaras (n=3) P(X=1)= Cp, 120 120
X = niimero de xicaras de café com agicar P(X =2) = Cfacai _21x3 :ﬁ20’525
c; 120 120
S= {A1A2A3, AAA,.. AAQ, ..., 010203} A= aglicar 3 0
P(X=3)= G& _35d_35 597

#S = (=120 o adogante ¢ 120 120

- Convencionamos usar a seguinte notagdo:
Representagdo tabular

X:xl 0 | 1 | 2 | 3 | s sub-populagdes
1

P(X = x) | 0,00833| 0,175 | 0,525 | 0,2917 | 7T~
" ~ Ny N, X= nimero de sucessos
Representagdo analitica (sucesso) | (fracasso) em n retiradas
Ccx C3-x N=N1+N2
P(X=x) :% ,para S, ={0,1,2, 3}
Co E> n elementos

(sem reposigdo)

Como generalizar esta fungdo para qualquer varidvel X = Cada grupo de tamanho n formado é denominado amostra.
P PRI
que tenha distribuigdo hipergeométrica: = Todas as amostras t€m a mesma chance de ocorréncia.
= Do ponto de vista probabilistico ndo faz diferenga considerar
retiradas individuais sem reposigéo ou retirada conjunta de
grupos
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Representagdo tabular
X=x | o | 1+ ] 2| 3| =
P(X = x) [0.00833] 0175 | 0,525 [0,2017 ] 1

Representagdo analitica
X 3-x

P(X=x)=—"— . para 5x={0,1,2,3}

10

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel que tem distribuigdo
hipergeométrica, sua fun¢do de probabilidade serd:
CNX CH*X
P(X=x)= icinNz , para Sy={max(0, n-N,), ..., min(n,N;}
N

Pardmetros

&
POx=x=- 5t

A distribui¢o hipergeométrica tem trés pardmetros:
n = nimero de repetigées do experimento de Bernoulli
N = tamanho da populagdo
N; = tamanho da sub-populagdo de interesse

X ~Hip (n,N, N;)

| X tem distribuicdo hipergeométrica com pardmetros n, N e N;
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Medidas descritivas

Binomial
+ Média ou valor esperado E(X)=nn
V(X) = nn(1-n)
E(X) = u= 2 xp(x)
xeSx

) probabilidade
Teorema: E(X)=p=n "] de sucesso

+ Varidncia
probabilidade
de fracasso

V(X) = 62 =E(X?)-p?

N N Fator de

. 2 =n N1 - | corregdo para

Teorema: V(X)=c°=n N (N—l] populacdes
finitas

Populagdo finita é aquela que pode ser esgotada por
processo de amostragem.

= Uma populagdo serd considerada finita quando tiver
um ndmero finito de elementos e a amostragem for
efetuada sem reposigdo.

Populagdo infinita é aquela que ndo se esgota por
processo de amostragem.

= Uma populagdo serd considerada infinita quando tiver
um nimero infinito de elementos ou quando amostragem
for efetuada com reposicdo.
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Medidas descritivas

¢ Média ou valor esperado

Teorema: E(X)=n & .
N ™ A dependéncia ndo
altera a média, mas
altera a varidncia

+ Varidncia

N; N, (N-n
T ToV(X)=n—L2
eorema (X)=n ( _1]

T

Fator de corregdo é
irrelevante para N grande

No exemplo:

X=x | o | 1| 2 | 3 | =
P(X = x) |0,00833] 0175 | 0525 [0.2017] 1

E(X) = 1= Y xp(x)

XSy

E(X)=1n=0x0,00833+1x0,175+2x0,525+3x0,2917 =2,1

V(X)= 062 =E(X?)-1? =4,9-2,12=0,49

E(X?)=0%x0,00833+12x0,175+2% x0,525+ 3% x0,525=4,9




Utilizando os teoremas: X ~ Hip (n=3, N=10, N;=7)

N 7 . "
E(X)=n—L =3 =21 xicaras com aglcar

Significado: Se o experimento (escolher trés xicaras) for
repetido um grande nimero de vezes, o nimero médio de
sucessos (xicaras de café com agtcar) obtidos serd 2,1.

_ &&[N'")_ 13[107'3]_ 49 xicaras com
VeI N N1 31010 L10-1) 0% actcar?

6=4V(X)=40,49 =0,7 xicaras com agticar

Significado: Se o experimento for repetido um grande
ndmero de vezes, a variagdo média do ndmero de sucessos
em relagdo ao valor esperado serd 0,7.
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4. Distribuigdo de Poisson

A distribuigdo de Poisson foi assim
designada em homenagem ao matemdtico
e fisico francés Siméon Denis Poisson.

Modelo de descrigdo de acontecimentos
de ocorréncia rara

Siméon D. Poisson Exemplo cldssico da distribui¢do de Poisson:

(1781 - 1840) nimero de soldados do exército da Prissia
mortos anualmente por coice de cavalo, entre
1875 e 1894.
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Matemdtico e fisico francés, nascido em Pithiviers, considerado o
sucessor de Laplace no estudo da mecdnica celeste e da atragdo de
esferdides. Filho de um administrador piblico, entrou para a Ecole
Polytechnique (1798), em Palaiseau, onde se formou, estudando com
professores como Joseph Louis Lagrange, Pierre Simon
Laplace e Jean Baptiste Fourier, dos quais se tornou amigo pessoal.
Ocupou cargos académicos na Ecole Polytechnique e na Sorbonne e
contribuiu para as teorias da eletricidade e do magnetismo e estudou
também o da lua. D lveu pesquisas sobre mecdnica,
eletricidade (a constante de Poisson), elasticidade (razdo de Poisson),
Siméon Denis Poisson  calor, som e estudos matemdticos (integral de Poisson na teoria do
(1781 - 1840) potencial e o colchete de Poisson nas equagdes diferenciais), com
aplicaglio na medicina e na astronomia.
Produziu escritos sobre movimentos de ondas em geral e coeficientes de contragdo e a relagdo
entre estes e a extensdo. Publicou trabalhos (1812) que ajudaram a eletricidade e o magnetismo
tornarem-se um ramo da fisica matemdtica. Ganhou o titulo de bardo (1825). Na hidrodindmica
seu mais notdvel trabalho foi Mémoire sur les équations générales de I'équilibre et du
mouvement des corps solides élastiques et des fluides (1829), relacionando equilibrio de sélidos
eldsticos e correntes de fluidos compressiveis. Publicou o importante tratado Traité de
mécanique (1833), em dois volumes, na ter indmica a Teoria itica do calor (1835)e
em Recherches sur la probabilité des jugements (1837) apareceu a famosa distribuicdo de
Poisson, de intensa aplicacdo em estatistica. Na teoria de probabilidades descobriu a forma
limitada da distribui¢do binomial que posteriormente recebeu o seu nome e hoje considerada uma
das mais importantes distribuicdes na probabilidade, sendo o método de Poisson é um processo
randdmico de importéncia fundamental. Publicou cerca de quatrocentos trabalhos e morreu em
Sceaux, préximo a Paris, Franca.

(S6 Biografias. Disponivel em http://www.dec.ufcg.edu.br/biografias/SimeonDe.html)

4. Distribui¢do de Poisson

Definicdo: descreve probabilisticamente a seqiiéncia de um
grande niimero de fendmenos independentes entre si, cada
um com probabilidade de sucesso muito pequena.

= Ocorre naturalmente quando se deseja contar o nimero
de um tipo particular de eventos que ocorrem por unidade
de tempo, de superficie ou de volume.

= Pode ser considerada como uma binomial onde o nimero
de experimentos (n) € grande,  é pequeno (sucesso raro)
e nr (média de sucessos) é constante.

Distribui¢do de Poisson = processo infinito de Bernoulli
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Exemplos:

= nlimero de pegas defeituosas observadas em uma linha
de produgdo num determinado periodo de tempo;

® nimero de acidentes de trabalho ocorridos numa grande
empresa num determinado periodo de tempo;

= nimero de ciclones ocorridos em certa regido num
determinado periodo de tempo;

® nimero de formigueiros por unidade de drea em uma regido;

® nimero de bactérias por unidade de drea em uma lamina
com extratos de uma planta;

® nimero de espermatozdides invidveis de um touro por
unidade de volume de sémen.

= A distribuigéio de Poisson tem inlimeras aplicagdes na
simulagdo de sistemas modelando o nimero de eventos
ocorridos num intervalo de tempo, quando os eventos
ocorrem a uma taxa constante.

Fungdo de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel que tem distribuigdo
de Poisson, sua fungdo de probabilidade serd:

P(X=x)=e™ A ,para S, ={0,1,2, .}
x! 4

espago amostral
onde: infinito

X: nimero de sucessos
e =2,718 (base dos logaritmos neperianos)
A: nimero médio de sucessos (sempre maior que zero)

Profa. Clause Piana 54
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X

A
Demonstra-se que P(x)=e™ o € uma funcdo de probabilidade, Pardmetros
provando que Zp(x) =1. Como Sy ={0, 1, 2, ...}, temos

x=0

» = S
Sh=e
x=0 x=0 X:

P(X~x) e * & —fparametro]
X!

—et S Série de Taylor A distribui¢do de Poisson tem apenas um pardmetro
o x!
0 1 2 3
= e’*[;‘— x—+x—+x—+...J e~ A = nlmero médio de sucessos
or 11 2 3!
2 3 ;LZ ;f
=e71[1+;¥+7‘7+7‘7+“] =1+ A+t
:efke)s

X ~ Poi ()

—A+h

=e e’ =1

X tem distribuigdo de Poisson com pardmetro A

Profa. Clause Piana

Medidas descritivas

Demonstragdo
¢ Média ou valor esperado: E(X)=p= Y xp(x)
Xe5x

¢ Média ou valor esperado: E(X)=p= Y xp(x)
Teorema: E(X) = p=A

-
L
‘<_.

XeSx
EX) = ZXP(X) er
xeSy
. o o & !
= Zx xS ary (x—l)'
+ Varidncia: V(X) = 02 =E(X?®)-1? e,xz — z fazendo y=x-1, temos
(x DR =TCE '
Teorema: V(X) = 62 = A e A ML e et e azelhon
y=0 y!
Na Poisson média e varidncia sdo iguais!! ix’ o Teorema: E(X) = p= A

Demonstragdo
N + Coeficiente de assimetria
+ Variancia: V(X) = 62 =E(X?)-12 R :
(0207 BO)4 [ i
E(X?) = 3 x"p(x) = sze" 0 = Teorema: a, -1
b e 2z
=e-*zxzf=e-*zxz— | &y —
x! o x (x=1)! \ A Poisson é assimétrica positiva, tendendo
\ 1 para a simetria quando p cresce
=¢ —L \\ \
x=1 \\ \
L L s A& + Coeficiente de curtose
=e xZ(y+1)—_e xz[y— —] M2y 2—'
y=0 Y-||y=0 ¥*
—e (et +¢") =here M4 ete =A% +eh A2+ Teorema: a, =V
V(X)=B(X})-p* =2 +A-1> =1 A Poisson é platicirtica, tendendo
Teorema: V(X) = o2 = A para mesocirtica quando p cresce
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.
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A Poisson tende para a simetria quando p=)\ cresce.

Exercicio proposto:

A taxa média de chegada de clientes em um posto de
servigos € de 0,5 por minuto. Calcular a probabilidade de,
em um dado minuto, chegarem dois clientes.

Profa. Clause Piana 63

04F T T T
E o A=1
03 o =4 7]
F o A=10
02 — E
E / X
3 X
olfF / X =
[ 4
,/ \\
0.0kt i, =T s
0 5 10 15 20
Resumo das distribui¢ées discretas
Profa. Clause Piana 64

Distribuigdo de Bernoulli

Descreve probabilisticamente resultados de experimentos
que possuem apenas dois resultados possiveis.

Fungdo de probabilidade
P(X=x)=m*(1-7)'™, paraS,={0,1}

Pardmetro: n = probabilidade de sucesso
Medidas descritivas
EX)=p=n
V(X)=c?=n(1-n)
_(-m)-n

Jr(l-m)

Profa. Clause Piana 65

a3

Distribuigdo binomial

Descrigdio probabilistica de uma seqiiéncia de experimentos
de Bernoulli independentes. Importante no contexto de
amostragem com reposigdo.

Fungdo de probabilidade
P(X=x)=R*"*n*(1-m)"™ , para Sy ={0, 1, ..., n}
Pardmetros: n = nimero de repetigdes no experimento
n = probabilidade de sucesso

Medidas descritivas

(1-n)-=
E(X)=p=nn Gs:m
V(X) = 62 = nn(1-n) 1-6n(1-7)

Profa. Clause Piana = W 66
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Distribuicdo hipergeométrica

Descrigdo probabilistica de uma seqiiéncia de experimentos
de Bernoulli dependentes. Importante no contexto de
amostragem sem reposigdo.

Fungdo de probabilidade

n
N

Pardmetros: h = nimero de repetigdes do experimento
N = famanho da populagdo
N; = tamanho da sub-populagdo de interesse
Medidas descritivas

X n-x
P(X=x)= % ., para S, ={0,1,.., n}

ECO=p=n - V09-of -t e (170

B LA
N (N-1

Formas limites da distribuigdo binomial

1. Hipergeométrica — Binomial

Quando N (tamanho da populagdo) € muito grande (ou tende

para +w), a distribui¢do hipergeométrica se aproxima da
distribui¢do binomial.

fator de
Binomial Hipergeométrica ~/ correto
V(X)=nn(1-n) N; N, (N-n
V) =n N1 N
XK= {N (N—lj

Quando N tende para infinito, o fator de corregdo se

aproxima de 1.
_an_n_N_ﬂq_ ~1
NS N NN @ [ramdear]

21/07/2017

Distribui¢do de Poisson

Descrigtio probabilistica da seqiiéncia de um grande nimero
de fendmenos independentes, todos com probabilidade de
sucesso muito pequena, e média de sucessos constante.

Fungdo de probabilidade
P(X=x)=e Ll . para$,={0,1,2,.}
X!

Pardmetro: X\ = nimero médio de sucessos

Medidas descritivas
EX)=p=21 a3 =
V(X)=0c2=L

= Em determinadas circunsténcias, uma distribuicdo de
probabilidade pode tender para outra.

= Os casos mais importantes de aproximagdes entre
distribui¢des sdo:

1. Hipergeométrica — Binomial

2. Binomial — Poisson

3. Binomial - Normal

Profa. Clause Piana

Esta aproximagdo é considerada satisfatéria quando o
niimero de elementos retirados (n) ndo excede 5% da
populagdo (N), isto é, n < 0,05N.

Populagdo
Amostra
— O
n
n<0,05N
N

Quando o tamanho da amostra representa menos de 5% do
tamanho da populagdo, a populagdo ¢ t&o grande em relagéo
a amostra que pode ser considerada infinita.

12
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2. Binomial — Poisson

Quando n (ndmero de repetigdes do experimento) é muito
grande (ou tende para +) e n (probabilidade de sucesso) é
muito pequena (ou tende para 0) a distribuigdo binomial se
aproxima da distribuigdo de Poisson.

@qo e n>100

E(X)

Profa. Clause Piana 73

3. Binomial — Normal

Quando n (nimero de repetigdes do experimento) é
grande (ou tende para +») e © (probabilidade de sucesso)
se aproxima de 0,5, a distribuigdo binomial se aproxima
da distribuigdo normal.

Se 1=(1-n)=0,5, a distribuigdo binomial serd simétrica.

X ~ Bin (n=15,7=0,5)

l 2345 67 8 91011 1213 X

X ~Nor (n=7,5,62=3,75)

Exercicios propostos:

Um auditor foi contratado para examinar uma colegdo de
6.000 faturas, das quais 128 contém erros. Se foi
selecionada uma amostra de 120 faturas, qual é a
probabilidade de esta amostra conter exatamente duas
faturas com erros?

Sendo de 1% o percentual de canhotos numa populagdo,
qual € a probabilidade de haver apenas um canhoto numa
classe de 30 alunos?

Profa. Clause Piana 76

Distribuiges de probabilidade de
varidveis continuas

Em geral é dificil identificar o tipo de distribuigto de
probabilidade de uma varidvel continua. Inicialmente, uma
revisdo bibliogrdfica pode (til para verificar se a varidvel
de interesse jd foi estudada e seu modelo de descrigto
probabilistica jd é conhecido.

A observagdo do campo de variagdo (espago amostrar) da
varidvel também pode ajudar hesta identificagdo.

Existem vdrios tipos de distribui¢Ses continuas. Por exemplo:

= Distribuigdo gama: descreve varidveis que sé assumem
valores positivos.

= Distribuigdo beta: descreve varidveis que assumem
valores nho intervalo [0, 1].

= Distribuigdo normal — mais importante

Profa. Clause Piana 78
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Distribui¢des continuas

1. Distribuigdo Exponencial
2. Distribuicdo Normal
* Distribuigdo Normal Padrdo
3. Distribuigdo Uniforme
4. Distribuigdo Gama
5. Distribuigdo Beta
6. Distribuigdo Lognormal
7. Distribuigdo Seminormal
8. Distribui¢do Weibull L
9. Distribuicio Gumbel — eventos climdticos extremos

Profa. Clause Piana 79
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1. Distribui¢do exponencial

A distribuiglio exponencial estd relacionada com a distribuigdo
de Poisson.

Na distribui¢do de Poisson, a varidvel aleatéria é definida como
o0 nlmero de sucessos em determinado periodo de tempo t,
sendo a média de sucessos no periodo definida como 1.

Na distribui¢do exponencial, a varidvel aleatéria é definida
como o tempo entre dois sucessos.

Processo de Poisson ~ E(Y) =12

Y Y Y

T t 1

Y = ndmero de sucessos — varidvel discreta

X = tempo decorrido entre sucessos sucessivos — varidvel continua

Exemplo: Se a média de atendimentos no caixa de uma loja é
de 3 clientes por minuto, entdo, o tempo decorrido entre
atendimentos é uma varidvel com distribui¢do exponencial.
Y = ndmero de atendimentos — distribui¢do de Poisson
5,2{0,1,2,.} EY)=%=3

1:11 min 1:[1 min T:ll min
f y=2 ) y=4 "‘ y=1 ! |
= b R S !
20s 45s 18s 15s 20s 55s

X = tempo entre atendimentos (em segundos) — distribuicdo exponencial
Sx=(0, )

A distribuigdo exponencial é extensivamente utilizada para
modelar o tempo entre ocorréncias de eventos num sistema,
onde os eventos ocorrem a uma taxa constante. Desse modo,
tem grande aplicabilidade em estudos de sobrevivéncia,

confiabilidade, teoria das filas e simulagdo.

Fungdo densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel aleatéria continua que tem
distribuigéio exponencial, entdo, sua fungdo densidade de
probabilidade serd:

. X sé assume valores
g eix -
f(x) =1e™, para Sx=[0, ») reais ndo negativos
onde:

X: tempo decorrido entre dois sucessos
e=2,718 (base dos logaritmos neperianos)
L niimero médio de sucessos (sempre maior que zero)

Podemos demonstrar que f(x) é uma fungdo densidade de
probabilidade provando que If(x)dx =1
Sy

] f(x)dx :Tk e ™dx = [e”“x T e e =0-(-1)=1
0

s 0

Fungdo densidade de probabilidade

Representagdo grdfica: f(x) = re™

ix)
i Exemplos:
0 X
f(0) =re™® =2e’ =2
+
Profa. Clause Piana 83

Fungdo de distribuigdo ou de probabilidade acumulada
F(x)=P(X<x)= [ ne™'dt =1-™

Representagdo grdfica:

PX>x) =1-F(x)=1-(1-e™)=e™

14
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Pardmetros
) Pe™
A distribui¢lo exponencial fem apenas um pardmetro:

A = ndmero médio de sucessos

X ~Exp (L)

X tem distribuigdo exponencial com pardmetro A

Profa. Clause Piana 85

Medidas descritivas

¢ Média ou valor esperado: E(X) = pu=[xf(x)dx
S

E(X)=u = [ xf(x)dx

< _ 1
=[xhe™dx=—
! p

Teorema: E(X) = p =

S

Profa. Clause Piana 86

Medidas descritivas

¢ Variancia: V(X) = 62 =E(X?)—1?
V(X)=o" = [J Xzf(x)dx} -n
5
x 1 1
={ xZ(Xe’ )dx }*?=?

Teorema: V(X) =6 = 7\,712

o8

Profa. Clause Piana 87

Exercicios propostos:

1. Os tempos até a falha de um dispositivo eletrénico
seguem o modelo exponencial, com uma taxa de falha
2 = 0,012 falhas/hora. Indique qual a probabilidade de
um dispositivo escolhido ao acaso sobreviver a 50
horas? E a 100 horas? Qual o tempo esperado até que
ocorra falha?

2. Suponha que um componente eletrdnico tenha um
tempo de vida X (em unidades de 1000 horas) que segue
uma distribuicdo exponencial de pardmetro % = 1.
Suponha que o custo de fabricagdo do item seja 2 reais
e que o prego de venda seja 5 reais. O fabricante
garante devolugdo total se X < 0,9. Qual o lucro
esperado por item?

Resolugdo:

Suponha que um componente eletrénico tenha um tempo de
vida X (em unidades de 1000 horas) que segue uma
distribuigdo exponencial de pardmetro A = 1. Suponha
também que o custo de fabricagdo do item seja 2 reais e que
o prego de venda seja 5 reais. O fabricante garante
devolugdo total se X<0,9. Qual o lucro esperado por item?

X = tempo de vida (1000 h) Se X <0,9, entdo Y = -2 reais
Y = lucro por item (reais) Se X>0,9, entdo Y = 3 reais
F(x) =P(X <x) =1-e™
Sendo %=1 F(0,9)=P(X <0,9)=1-e9 =0,5934

X x<0,9 x>0,9
Y=y 2 3 )
P(Y =y) |0,5934 0,4066| 1

E(Y)=-2 x 05934 + 3 x 0,4066 = 0,03 reais

Ll

2. Distribuigdo normal

Sintese histérica

A distribui¢do normal foi primeiramente obtida por
Abraham De Moivre, num artigo de 1734, no contexto
de aproximagdo da distribui¢do binomial quando o
niimero n de experimentos de Bernoulli cresce.

De Moivre se deparou com a curva normal ao buscar
uma aproximagdo para os ndmeros que habitam
regides do tridngulo de Pascal. Abraham De Moivre
Os grdficos abaixo representam as magnitudes de (1667 - 1754)
algumas linhas do tridngulo de Pascal.

Linha 11 Linha 21 Linha 51 Linha 101
n=10 n=20 n=50 n=100

L. ;:;LM l

2Te 17 11131517192123252729313335373941 & &
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Tridngulo de Pascal

Em 1809, Gauss assumiu que os erros de
medida poderiam ser modelados pela
distribuigdo normal. Ele teve essa percepgdo
ao realizar medigdes astrondmicas, enquanto
trabalhava no problema dos movimentos
planetdrios.

Carl Friedr‘ichhéuuss
(1777 -1855)

Em 1812, em seu livro "Thedrie Analytique des
Probabilités”, Laplace melhorou o resultado
encontrado por De Moivre para o que hoje é
denominado Teorema de De Moivre-Laplace.
Também foi Laplace quem tirou a distribuigdo
normal da obscuridade e criou um argumento
melhor do que o de Gauss para sustentar a
nogdo de que a distribuigdo normal ¢, de fato, Pierre-Simon Laplace
a lei dos erros. (1749 - 1827)

Sobre os erros de medida.. Atualmente, a distribui¢do normal é importante tanto do ponto

Newton foi o primeiro a empregar a média para de vista tedrico como nas aplicagdes. Essa importdncia se deve
obter um dnico valor a partir de uma série de aum conjunto de aspectos:
PAFI\\EdiG‘?eS diSCOFdﬂfgeS- doctel = Suas propriedades matemdticas
as a maior parte dos cientistas daquela época e . .
no século seguinte ndo calculava a média, em vez = E m;'l para descreyer,u!'r\a gr‘ond'e quaphdqde d? .
disso, escolhia dentre suas medicges umldnico fendmenos naturais fisicos, ambientais, psicométricos etc,
“niimero dureo” considerado, essencialmente por além dos erros de medida
palpite, o mais confidvel dos resultados obtidos. = Distribui¢des de um grande nimero de varidveis
Isso porque ndo consideravam a variago como um aleatdrias convergem para a distribuigdo normal
(IIZZGZC—'\;%;L;H Zusbif;igum?:J:\eavgxfi\ézn(i?apg:i‘ﬁiz:;mensumgao, = Muitas varidveis ndo normais podem ser tratadas como

normais apds transformagdes simples
medicdes discordantes = Uma grande quantidade de métodos e procedimentos de
X, = Xy, X, Xy X desvio = erro de medida : inferéncia estatistica sdo derivados tendo-a como
1= X, Xau X, e X ‘ P
: pressuposigdo bdsica

Distribuigdo dos erros de medidd

=-X)—

X 5di . . . I
X= L média dos erros O conjunto de métodos desenvolvidos para tratar varidveis
valor mais razodvel Dx-x) 0 ; que tém distribui¢do normal forma a chamada Estatistica
para a medida n - u=0 Cléssica ou Estatistica Paramétrica.
2. Distribuigdo normal Fungdo densidade de probabilidade
Definigéo: E uma distribuicdo tedrica de frequéncias, onde a De modo geral, se X € uma varidvel continua que tem distribuicdo
maioria das observagdes se situa em torno da média (centro) e normal, sua fungdo densidade de probabilidade serd:
diminui gradual e simetricamente no sentido dos extremos. 2 —
A distribuigdo normal é representada graficamente pela curva 1 —%
normal (curva de Gauss) que tem a forma de sino e é simétrica fx)=——=c¢ . para Sy = (-0,+0)
em relagdo ao centro, onde se localiza a média . cVan
+ A distribuigdo normal é um membro da familia exponencial.
Pardmetros
A distribui¢do normal tem dois pardmetros:
u = média (determina o centro da distribui¢do)
o2 = varidncia (determina a dispersdo da distribui¢do)
X~ N (1, 02)
Profa. Clause Piana 9 |X tem distribuigtio normal com pardmetros p e 2 |
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Populagdes normais ) NE. 4
com médias diferentes 08 \
e mesma varidncia

06

04

02
Populagdes normais com

|
|
! varidncias diferentes e
; mesma média 00

[i] 5 10 %
i

Existe um ndmero infinito de curvas normais

Profa. Clause Piana 97

Propriedades da distribuicdo normal 2. A distribuigdo é simétrica em relagdo ao centro onde

coincidem a média, a moda e a mediana.
1. O mdximo da fungdo densidade de probabilidade se dd
no ponto x=p. .

mdximo

Md=p=Mo

Profa. Clause Piana 99 Profa. Clause Piana 100

3. Os pontos de inflexdo sdo exatamente p-c e p+c. 4. Verifica-se na distribuigdo normal que:

P(u-c < X < u+c) = 0,6825

P(u-26 < X < pu+20) = 0,9544

00228 00228
o

u-20 W u+20

Ponto de inflexdo: ponto onde a concavidade a direita tem sinal
diferente ao da concavidade & esquerda P(u-30 < X < p+30) = 0,9974

0,0013 0,0013
Profa. Clause Piana 101
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Se X é uma varidvel que tem distribuigdo normal com p =5
e o2 = 4, calcule:

a)P(3<X<7)
b)P(5<X<9)
c)P(4<X<10)

Profa. Clause Piana 103
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Cdlculo de éreas w
o

NE.4)

= Para cada valor de p e de o,
existe uma distribuigdo normal
diferente vy Ne
= Existem infinitas distribui¢des
(e curvas) normais, pois basta 2
que mude um dos pardmetros A\

para termos uma distribuigdo 5 T m
diferente

= O cdlculo de dreas sob a curva normal, deverd ser feito
sempre em fungdo dos valores particulares de p e o

= Para evitar a trabalhosa tarefa de calcular as dreas foi
determinada uma distribuigdo normal padrdo ou reduzida

= As dreas sob a curva normal padrdo foram calculadas e
apresentadas numa tabela

Distribui¢do normal padrdo

Definigdo: ¢ a distribui¢do normal de uma varidvel Z que tem
média igual a zero (u=0) e desvio padrdo igual a um (c=1).
Fungdo densidade de probabilidade de uma varidvel X que tem
distribuigdo normal

_x-n)?
1 20°
G\/Z e , para Sx = (-00,"'(1))

f(x)=

Fungdo densidade de probabilidade da varidvel Z que tem
normal padrdo

ZZ

1
f(z) :E e ? , para Sz = (-o,+w)

Profa. Clause Piana 105

A curva normal padrdo foi dividida em pequenas tiras, cujas
dreas foram calculadas e apresentadas numa tabela.

Na tabela da distribuigdo normal padrdo, podemos encontrar
as dreas correspondentes aos intervalos de 0 a z.
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Tabela - Area sob a curva normal padrdo de 0 az, P(0<Z<z).

z 0 1 2 3 4
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160
0.1 0,0398 0,0438 0,0478 00517 0,0557
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 00910 0,0948
03 0,1179 01217 011255 01203 0,1331
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700
0,5 0,1915 0,1950 01985 02019 0,2054
0,6 0,2258 02201 @ 0,2357 0,2389

07 0,2580 0,2612 0,2642 2673 0,2704
038 0,2881 0,29010 0,2939 0,2 0,2996

probabilidade

P(0 <Z < 0,62) = 0,2324
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= Os valores negativos ndo sdo apresentados ha tabela porque a
curva € simétrica; assim, as dreas correspondentes a esses
valores sdo exatamente iguais as dos seus simétricos positivos,
por exemplo P(-1<Z<0)=P(0<Z<1).

= Na tabela da distribui¢do normal padrdo, os valores de Z vdo
de 0 a 3,9. Este limite é estabelecido com base na quarta
propriedade da distribuigdo normal.

3 2 -1 i 1 2 3
=36 W-20 W-G | U+O  U+20 K430

b—— o9saa ——

| 0,9974 i
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Exercicio proposto:

Seja Z uma variavel aleatéria com distribuicdo normal padréo.
Determine as seguintes probabilidades:

a)P(0<Z<173)
b) P(0,81<Z <+ )

c)P(-125<7<-0,63)
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= Através da distribuigéio normal padrdo é possivel estudar
qualquer varidvel X que tenha distribuigdo hormal, com
quaisquer valores para p e .

= Para utilizarmos os valores da tabela, devemos padronizar
a varidvel X, ou seja, tfransformar X em Z.

X ~N (u, o)

X-p
o

transformar — Z =

Z~N(0,1)

= Apés a transformagdo, procuramos na tabela a drea
compreendida entre O e z, que corresponderd a drea
entre p e x.
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A transformagdo muda as varidveis, mas ndo altera a drea sob a curva.

/’P\ Pxr< X <x2)
S

X~N (, 62) /o
/o
/RN
e ‘ N
_ T
SN baczen
/o e
Z~N(0,1) / 1
S N

P(x;< X <x,)=P(z;<Z<12,)

Profa. Clause Piana m

Como determinar um quantil x,?

X, =p+Z,0

Exercicio proposto:

A resisténcia & compress@io de amostras de cimento pode
ser modelada por uma distribui¢do normal, com p = 4000kg
e o = 80 kg/cm?. Determine:

a) a probabilidade de que a resisténcia da amostra seja
menor que 4150 kg/cmZ;

b) a probabilidade de que a resisténcia da amostra
esteja entre 3950 e 4100 kg/cm?;

¢) o nimero de amostras com resisténcia inferior a p+o
kg/cm?, das 1200 amostras avaliadas no periodo de um
més.

Profa. Clause Piana 13
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