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1.1. Consideragoes gerais

A coleta, o processamento, a interpretacdo e a apresentacdo de dados numéricos
pertencem todos aos dominios da estatistica. Essas atribuicdes compreendem desde o calculo
de pontos em esportes, a coleta de dados sobre nascimentos e mortes, a avaliacdo da
eficiéncia de produtos comerciais, até a previsdo do tempo. A informagdo estatistica é
apresentada constantemente em todos os meios de comunicagdo de massa: jornais, televisao,
radio e internet.

Observamos uma abordagem crescentemente quantitativa utilizada em todas as
ciéncias, na administracdo e em muitas atividades que afetam diretamente nossas vidas. Isto
inclui o uso de técnicas matematicas nas decisdes econdmicas, publicas ou privadas; na
avaliagdo de controles de poluicdo; na andlise de problemas de trafego; no estudo dos efeitos
de varios medicamentos; na adog¢do de novas técnicas agricolas e novas cultivares; em
estudos demograficos como crescimento populacional e migragéo.

A partir destes poucos exemplos, podemos notar a importancia da Estatistica como
ferramenta necessaria para a compreensao dos fendmenos que ocorrem nas mais diferentes
areas.

1.2. Populagao e amostra

E dificil encontrar duas coisas exatamente iguais. H4 um pouco de variabilidade em
quase tudo. De modo bem geral, podemos dizer que o objetivo da Estatistica é fornecer
métodos para se conviver, de modo racional, com a variabilidade. Isto é feito através da
descoberta de regularidade nos dados relativos as situagcdes em estudo. Para isso, duas ideias
sdo de fundamental importancia. Primeiramente, embora as observagdes sejam variaveis é
sempre possivel associar a elas a ideia de regularidade e expressar essa regularidade
matematicamente. Por outro lado, devido a variabilidade inerente aos individuos, os pontos de
interesse da Estatistica sdo referentes aos grupos de individuos, ou seja, estudamos os
individuos através dos grupos.

Quando estudamos uma determinada caracteristica, geralmente, queremos obter
conclusées para o conjunto de todos os individuos que apresentam tal caracteristica.
Chamamos de populagdo o conjunto de todos os individuos ou objetos que apresentam uma
caracteristica em comum. Na maioria dos casos, ao estudarmos uma populagdo, ndo temos
acesso a todos os seus elementos. O estudo é feito, entdo, a partir de uma parte desta
populacdo, denominada amostra, que tem por objetivo representa-la.

1.3. Conceito e divisao

A Estatistica, durante muitos séculos, esteve relacionada apenas com as informagdes
a respeito do Estado. Hoje em dia, o conjunto de teorias, conceitos e métodos denominado
Estatistica estd associado ao processo de descrigdo e inferéncia, debrugando-se, de modo
particular, sobre questdes relativas a sumarizagao eficiente de dados, planejamento e analise
de experimentos e levantamentos e natureza de erros de medida e de outras causas de
variagdo em um conjunto de dados.

A estatistica pode ser dividida em duas partes principais: a Estatistica Descritiva e a
Inferéncia Estatistica ou Estatistica Analitica.

Enquanto a Estatistica Descritiva cuida do resumo e da apresentacdo de dados de
observagao por meio de tabelas, graficos e medidas, sem se preocupar com as populagdes de
onde esses dados foram retirados, a Inferéncia Estatistica tem como objetivo fornecer métodos
que possibilitem a realizagdo de inferéncia sobre populagdes a partir de amostras delas
provenientes. A Inferéncia Estatistica tem por base o célculo de probabilidades e compreende
dois grandes topicos: a estimagao de parametros e os testes de hipoteses.

Embora a Estatistica Descritiva seja um ramo fundamental da Estatistica, em muitos
casos ela se torna insuficiente. Isto ocorre porque quase sempre as informagdes séo obtidas
de amostras e, consequentemente, sua analise exige generalizacdes que ultrapassam os
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dados disponiveis. Essa necessidade, aliada ao desenvolvimento dos métodos probabilisticos,
promoveu o crescimento da Estatistica pela énfase aos métodos generalizadores (Inferéncia
Estatistica), em acréscimo aos métodos puramente descritivos.

Alguns exemplos ilustram a necessidade dos métodos generalizadores:

— prever a duracao média da vida util de uma calculadora, com base no desempenho
de muitas dessas calculadoras;

— comparar a eficiéncia de duas dietas para reduzir peso, com base nas perdas de
peso de pessoas que se submeteram as dietas;

— determinar a dosagem ideal de um novo medicamento, com base em testes feitos
em pacientes voluntarios de hospitais selecionados aleatoriamente;

— prever o fluxo de trafego de uma rodovia ainda em construgao, com base no trafego
observado em rodovias alternativas.

Em todas essas situagdes existe incerteza porque dispomos apenas de informagdes
parciais, incompletas ou indiretas. A Inferéncia Estatistica trata de problemas onde a incerteza
é inerente, utilizando métodos que se fundamentam na teoria das probabilidades. Os métodos
de inferéncia tornam-se necessarios para avaliar a confiabilidade dos resultados observados.

1.4. Informagoes historicas

Embora a palavra estatistica ainda nao existisse, existem indicios de que ha 3000
anos a.C. ja se faziam censos na Babil6nia, China e Egito.

A propria Biblia leva-nos a esse resgate histoérico:

— o livro quarto do Velho Testamento, intitulado “Numeros”, comega com a seguinte
instrugdo a Moisés: "Fazer um levantamento dos homens de Israel que estivessem aptos para
guerrear”;

— na época do Imperador César Augusto, saiu um edito para que se fizesse o censo
em todo o Império Romano. Por isso Maria e José teriam viajado para Belém.

A Estatistica teve origem na necessidade do Estado Politico em conhecer os seus
dominios. Sob a palavra estatistica, provavelmente derivada da palavra “status” (estado, em
latim), acumularam-se descrigdes e dados relativos ao Estado. Nas maos dos governantes, a
Estatistica passou a constituir-se verdadeira ferramenta administrativa.

Em 1085, Guilherme, o Conquistador, ordenou que se fizesse um levantamento
estatistico da Inglaterra, que deveria incluir informagdes sobre terras, proprietarios, uso da
terra, empregados, animais e que serviria também de base para o calculo de impostos. Esse
levantamento originou um volume intitulado “Domesday Book” (Livro do dia do juizo final).

No século XVII, ganhou destaque na
Inglaterra, a partir das Tabuas de
mortalidade de Jonh Graunt e William
Petty, a aritmética politica que
consistiu de exaustivas analises de
nascimentos e mortes. Dessas
analises resultou a concluséo, entre
outras, de que a percentagem de
: N nascimentos de criangas do sexo AL
Jonh Graunt masqulino era Iigeirameqtg superior a William Petty
(1620 - 1674) de criangas do sexo feminino. (1623 - 1687)

Em 1708, foi organizado o primeiro curso de Estatistica na Universidade de Yena, na
Alemanha.
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A palavra estatistica foi cunhada pelo académico aleméo Gottfried Achenwall, em
1740. Também é ele quem estabelece as relagdes da Estatistica com outras areas, definindo-
Ihe o campo de agao.

Contudo, foi o casamento entre o calculo das probabilidades e a Estatistica, em
meados do século XIX, que permitiu que a Estatistica fosse organicamente estruturada e
ampliasse largamente o seu campo de agdo. O avango na teoria das probabilidades
possibilitou a descoberta das distribuicdes de probabilidade e, como consequéncia, a criagdo
de técnicas de amostragem mais adequadas e de formas de relacionar as amostras com as
populacdes de onde provieram.

Outro marco decisivo no desenvolvimento dos métodos estatisticos foi o advento da
computacao eletrénica, ferramenta valiosissima que permitiu que a Estatistica alargasse ainda
mais os seus horizontes.

1.5. Conceitos fundamentais

1.5.1. Caracteristica e variavel

As unidades de uma populagéo se distinguem e se caracterizam por um conjunto de
particularidades, propriedades ou atributos. Cada uma dessas particularidades ou propriedades
& uma caracteristica ou atributo da populagao e de suas unidades. Cada caracteristica pode
manifestar-se nas unidades sob diferentes alternativas ou niveis. Por exemplo, sexo e grau de
instrugdo sdo caracteristicas de individuos de uma populagdo. Os niveis (alternativas) para a
caracteristica sexo sdo dois: masculino e feminino, e para a caracteristica grau de instrugao
poderiam ser quatro: fundamental, médio, graduacao e pds-graduagao.

Em geral, o conjunto de caracteristicas das unidades de uma populacdo é
demasiadamente vasto e ndo totalmente conhecido para ser completamente descrito. Assim,
apenas as caracteristicas relevantes numa pesquisa especifica é que sdo consideradas. O
conjunto dessas caracteristicas ird depender dos objetivos e das condigbes de realizagdo da
pesquisa. Desse modo, o interesse estara sempre focalizado ndo nas unidades em si, mas nas
suas caracteristicas relevantes.

O termo variavel é utilizado genericamente para indicar aquilo que € sujeito a variagéo
ou a inconstancia. No contexto da pesquisa cientifica, uma variavel é definida como a funcéo
que estabelece uma correspondéncia entre os niveis de uma caracteristica e os valores de um
conjunto numérico segundo uma escala de medida. Em outras palavras, uma variavel € uma
caracteristica populacional que pode ser medida de acordo com alguma escala.

1.5.2. Escalas de medida

O termo escala de medida é usualmente relacionado com instrumentos como régua,
balanga, copos de medida, utilizados para determinar comprimento, peso, volume, etc. Ou seja,
comumente tende-se a associar a mensuragdo com um processo de medida fisica com escala
bem definida que possui uma origem ou ponto zero natural e uma unidade de medida
constante. Frequentemente, entretanto, caracteristicas devem ser representadas por escalas
menos informativas, que ndo possuem as propriedades associadas com a maioria das medidas
fisicas.

Podemos classificar as escalas de medida em quatro categorias: escala nominal,
escala ordinal, escala intervalar e escala de razéo ou racional. Cada escala de medida possui
seu proprio conjunto de pressuposigdes referentes a correspondéncia de numeros com
entidades do mundo real e ao significado da realizagdo das varias operagdes matematicas
sobre esses numeros. A complexidade e a informagdo aumentam conforme aumenta o nivel da
escala de medida.
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Escala nominal

Uma variavel de escala nominal classifica as unidades em classes ou categorias
quanto a caracteristica que representa, ndo estabelecendo qualquer relagéo de grandeza ou de
ordem. E denominada nominal porque duas categorias quaisquer se diferenciam apenas pelo
nome.

A escala nominal € a menos restritiva. A igualdade ou equivaléncia de classes €&
caracterizada pelas seguintes trés propriedades:

— reflexividade: cada unidade em uma classe ¢ igual a ela propria;

— simetria: para cada duas unidades em uma mesma classe, sejam A e B, A=B implica

B=A;
— transitividade: para quaisquer trés unidades em uma classe, sejam A, B e C, A=B e
B=C implica A=C.

Os roétulos das categorias eventualmente podem ser numéricos, mas operagdes
aritméticas sobre esses numeros ndo tém qualquer significado com respeito aos objetos do
mundo real que eles identificam. A escala nominal permite apenas algumas operagdes
aritméticas mais elementares. Pode-se contar o niumero de elementos de cada classe e
determinar a classe mais numerosa ou efetuar testes de hipoteses estatisticas referentes a
distribuicdo das unidades da populagdo nas classes. Como uma escala nominal apenas
classifica unidades, mas nao infere grau ou quantidade, as varias classes ndo podem ser
manipuladas matematicamente (por exemplo, por adigdo ou subtragdo de equivalentes
numéricos daquelas classes). Consequentemente, a maioria das estatisticas usuais, como
média e desvio padrdo ndo tém sentido, pois as operagdes para sua determinagdo nido séo
permitidas. Se tudo o que pode ser dito sobre um objeto € que ele é diferente de outros, entdo
a escala de medida é nominal.

Escala ordinal

Uma variavel de escala ordinal classifica as unidades em classes ou categorias quanto
a caracteristica que representa, estabelecendo uma relacdo de ordem entre as unidades
pertencentes a categorias distintas. A escala ordinal € uma escala de ordenagao, designando
uma posigao relativa das classes segundo uma dire¢cdo. Qualquer conjunto de valores que
preservem a ordem é valido para essa variavel tornando, dessa forma, a escala ordinal
invariante sob transformagdes que preservem a ordem. Ou seja, uma escala ordinal pode ser
transformada em outra escala ordinal. Isto implica que, se eventualmente forem empregados
numeros para representar as classes, apenas a propriedade de ordem deve ser respeitada.

Assim como na escala nominal, operagdes aritméticas (somas, diferengas, etc.) entre
esses valores ndo tém sentido. A escala ordinal mantém a propriedade da equivaléncia de
classes da escala nominal, no sentido de que unidades equivalentes recebem a mesma ordem.
Além da propriedade de simetria da escala nominal, a escala ordinal tem a propriedade de
assimetria. Isso significa que classes podem ser designadas ndo apenas como equivalentes a
outras classes, mas também como nao equivalentes. Assim, por exemplo, uma escala ordinal
pode designar que a classe A é maior do que a classe B e, portanto, que a classe B é menor
que a classe A. A propriedade de transitividade é preservada na escala ordinal: se a classe A é
maior ou mais elevada que a classe B, qualquer unidade particular da classe A é maior ou mais
elevada que qualquer unidade especifica da classe B.

Essas propriedades adicionais caracterizam a superioridade da escala ordinal em
relagdo a escala nominal. Entretanto, as descricdes estatisticas ainda s&o limitadas. As
medidas descritivas restringem-se ao grupo das medidas de ordem (separatrizes) porque as
operagdes aritméticas usuais ndo podem ser efetuadas com simbolos que caracterizam apenas
ordem e designam quantidade vagamente. Alguns procedimentos estatisticos sao
especificamente apropriados para dados de ordem. Se o que pode ser dito sobre um objeto é
que ele é maior, melhor, mais colorido, etc. que outro, entdo a escala é ordinal.
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Escala intervalar

Uma variavel de escala intervalar, além de ordenar as unidades quanto a
caracteristica mensurada, possui uma unidade de medida constante. A escala intervalar, ou
escala de intervalo, aproxima-se da concepgdo comum de medida, mas ndo possui uma origem
(ou ponto zero) uUnica. O ponto zero dessa escala é arbitrario e ndo expressa auséncia de
quantidade.

Os exemplos mais comuns de escala de intervalo sdo as escalas Celsius e Fahrenheit,
usadas para medir a temperatura. Cada uma dessas escalas assinala um zero arbitrario e
diferencas de temperatura iguais sdo determinadas através da identificagdo de volumes iguais
de expansdo no liquido usado no termémetro. Dessa forma, a escala de intervalo permite
inferéncias referentes a diferengas entre unidades a serem medidas, mas nio se pode dizer
que um valor em um intervalo especifico da escala seja um multiplo de outro. Por exemplo, a
mensuragao da temperatura de unidades permite determinar quanto uma é mais quente do que
outra, mas nao é correto dizer que um objeto com 30°C esta duas vezes mais quente que um
com temperatura de 15°C.

Segundo a férmula de conversdo de graus Celsius para graus Fahrenheit,
F :9/50+32, essas temperaturas, 30°C e 15°C, expressas em graus Fahrenheit sao,

respectivamente 86°F e 59°F, que n&o estdo na razdo 2:1. Pode-se dizer, entretanto, que uma
diferenca entre dois valores em uma escala € um multiplo de uma diferenga entre dois outros
valores. Por exemplo, a diferenga 30°C-0°C ¢é o dobro da diferenga 15°C-0°C. As
correspondentes diferencas na escala Fahrenheit sdo 86°F —32°C e 59°F-32°C, que estédo
na mesma razao 2:1.

A escala intervalar é invariante sob transformagdes lineares positivas (ou seja,
transformacdes da forma y =a+bx, b >0). Isso significa que uma escala de intervalo pode ser

transformada em outra por meio de uma transformacao linear positiva. A transformacéo de
graus Celsius em Fahrenheit € um exemplo de transformagao linear.

A maioria das medidas descritivas, tais como média, desvio padrdo, coeficiente de
correlagdo, requer apenas escala de intervalo. Entretanto, algumas medidas, como o
coeficiente de variagédo, podem ser enganosas quando aplicadas a dados de variavel de escala
intervalar. Se o que pode ser dito sobre um objeto é que ele é tantas unidades maior que outro,
entdo a escala de medida é intervalar.

Escala de razao

Uma variavel de escala de razdo ou racional ordena as unidades quanto a
caracteristica mensurada, possui uma unidade de medida constante e sua origem (ou ponto
zero) é unica. Nessa escala o valor zero expressa auséncia de quantidade. A escala de razao,
ou escala racional, é a mais elaborada das escalas de medida, no sentido de que permite todas
as operagdes aritméticas. E a escala de medida mais comum nas ciéncias fisicas, tais como as
escalas para a medida de comprimento, peso, etc.

Conforme a designagdo sugere, razdes iguais entre valores da escala racional
correspondem a razdes iguais entre as unidades mensuradas. Dessa forma, escalas de razdo
séo invariantes sob transformagdes de proporgdo positivas, ou seja, transformacdes da forma
y =cx, x>0 . Por exemplo, se uma unidade tem 3m e a outra 1m, pode-se dizer que a primeira

unidade tem altura 3 vezes superior a da segunda. Isso porque, se as alturas das duas
unidades forem transformadas em centimetros, suas medidas serdo, respectivamente, 300cm e
100cm, que estdo na mesma razdo 3:1. Pode-se efetuar a transformagao das medidas de uma
escala racional para outra escala racional meramente pela multiplicagdo por uma constante
apropriada. Se puder ser dito que um objeto é tantas vezes maior, mais pesado, etc. que outro,
entdo a escala de medida é de razao.

A escala racional contém toda a informagao das escalas de nivel mais baixo, ou seja,
igualdade de classe, ordem e igualdade de diferengas, e mais ainda. Todas as medidas
descritivas podem ser determinadas para dados de uma variavel expressa em escala racional.
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1.5.3. Classificagao de variaveis

De modo geral, as variaveis podem ser divididas em dois grupos: variaveis categoricas
e variaveis numeéricas.

As varidveis categodricas, também denominadas fatores de classificagdo ou
simplesmente fatores, sdo aquelas cujos valores representam categorias ou classes.
Caracterizam-se por possuir um conjunto limitado de valores (niveis) que usualmente se
repetem entre as unidades. As variaveis categoéricas podem ser qualitativas ou quantitativas.

Variaveis categoricas qualitativas descrevem qualidades e, de acordo com a escala de
medida, sdo classificadas em:

— Nominais: quando ndo houver um sentido de ordenagdo entre os seus possiveis
valores. Exemplos: sexo (com os niveis masculino e feminino), raca de cavalos (com os niveis
manga-larga, crioulo e arabe, por exemplo), regido geografica (com os niveis norte, sul,
sudeste e leste), estado civil (com os niveis solteiro, casado e divorciado, por exemplo),
linhagens de uma cultivar em um processo de melhoramento vegetal, etc.

— Ordinais: quando houver um sentido de ordenacéo entre os seus possiveis valores.
Exemplos: faixas de idade (crianga, adolescente, adulto, idoso), intensidade de cor (claro,
escuro), intensidade de infestacéo (forte, média, fraca), grau de instrugédo (fundamental, médio,
graduagéo, pés-graduagao) etc.

Variaveis categéricas quantitativas descrevem quantidades. Possuem os mesmos
atributos das variaveis qualitativas, mas, uma vez que seus niveis expressam quantidade, a
cada nivel esta associado um valor, denominado valor do nivel. Por exemplo, se uma variavel
exprime a quantidade de um tranquilizante utilizado contra a insénia, entdo os niveis poderéo
ser Dose 1, Dose 2 e Dose 3 e as quantidades (valores) associadas poderao ser 0, 2 e 4 mg.

As variaveis numéricas s&o aquelas cujos valores sdo numeros reais, de modo que
cada valor representa um valor da variavel e ndo uma categoria ou uma classe. De acordo com
o processo de obtencdo dos seus dados (valores), as varidveis numéricas séo classificadas
em:

— Discretas: descrevem dados discretos ou de enumeragéo, ou seja, obtidos por
processo de contagem. As variaveis discretas sé podem assumir valores do conjunto dos
numeros inteiros ndo negativos (0, 1, 2, 3, ...). Exemplos: numero de sementes germinadas,
numero de pacientes que se recuperam, nimero de frutos estragados, nimero de filhos de um
casal, etc.

— Continuas: descrevem dados continuos ou de mensuragdo, ou seja, obtidos por
processo de medigdo. As variaveis continuas podem assumir qualquer valor do conjunto dos

reais (-10, O, \/5 n). Exemplos: peso, altura, tempo de sono, teor de umidade, temperatura
corporal, etc.

Observemos que variaveis categoricas quantitativas sdo, de certa forma, variaveis
numéricas, mas, nesse caso, os valores representam quantidades associadas a categorias
(niveis do fator).

A classificagdo correta de uma varidvel é fundamental, uma vez que esta
discriminagdo é que ira indicar a possibilidade e a forma de utilizagdo dos procedimentos
estatisticos disponiveis.

1.5.4. Observagao e conjunto de dados
Os numeros, taxas e outras informagdes coletados em experimentos ou
levantamentos sdo denominamos dados. Todo dado € um valor de uma variavel (numérico ou

ndo numérico). A unidade da populacdo em que sdo medidas as variaveis de interesse é
chamada de unidade de observacdo. Uma planta, por exemplo, pode ser a unidade de
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observacdo em uma determinada pesquisa. Os valores obtidos para a variavel medida nas
unidades de observagéo (nas plantas) sdo os dados.

Observagao é o conjunto de valores referentes a todas as variaveis medidas em uma
unidade de observagdo. Por exemplo, os valores referentes ao peso de matéria seca, a
estatura e ao numero de perfilhos de uma planta constituem uma observagéo. O conjunto de
todas as observagdes, ou seja, todos os valores referentes a todas as unidades de observagao,
constituem o conjunto de dados.

As variaveis sao representadas por letras maiusculas (X, Y, Z, etc.) e os seus valores
(dados) por letras minusculas (x, y, z, etc.). Assim, se uma variavel é representada por X (xis
maiusculo), todos os seus valores serdo representados por x (xis minusculo).

Para diferenciar ou individualizar os valores de uma variavel, acrescenta-se um indice
i=1,2,..,n, que representa a unidade ou a observagdo. Assim, um conjunto de n valores de
uma variavel X sera representado por X1, X2, X3, ..., Xn.

Como exemplo, tomemos o conjunto de dados apresentado na tabela abaixo. Esse
conjunto é constituido por 19 unidades ou observagdes (i), uma variavel identificadora (nome),
uma variavel do tipo fator (sexo) e trés variaveis numéricas continuas (idade, estatura e peso).

i Nome Sexo Idade Estatura Peso
1 Alfredo M 14 1,75 51,03
2 Carol F 14 1,60 46,49
3 Jane F 12 1,52 38,33
4 Jodo M 12 1,50 45,13
5 Luisa F 12 1,43 34,93
6 Roberto M 12 1,65 58,06
7 William M 15 1,69 50,80
8 Barbara F 13 1,66 44,45
9 Juca M 12 1,46 37,65
10 Joca M 13 1,59 38,10
11 Judite F 14 1,63 40,82
12 Felipe M 16 1,83 68,04
13  Tomas M 11 1,46 38,56
14 Alice F 13 1,44 38,10
15 Henrique M 14 1,61 46,49
16  Janete F 15 1,59 51,03
17 Joice F 11 1,30 22,91
18  Maria F 15 1,69 50,80
19  Ronaldo M 15 1,70 60,33

Este conjunto de dados é representado simbolicamente na tabela abaixo.

i A B X Y Z
1 ay b+ X4 Y1 Z4
2 az bz X2 Y2 Z3
3 as bs X3 y3 Z3
19 aig b1g X19 Y19 Z19

1"
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2. Estatistica Descritiva

O método cientifico, quando aplicado para solugdo de um problema cientifico,
frequentemente gera dados em grande quantidade e de grande complexidade. Desse modo, a
anadlise da massa de dados individuais, na maioria das vezes, ndo revela a informagéo
subjacente, gerando a necessidade de algum tipo de condensagéo ou resumo dos dados.

A Estatistica Descritiva € a parte da Estatistica que desenvolve e disponibiliza
métodos para resumo e apresentacdo de dados estatisticos com o objetivo de facilitar a
compreensao e a utilizagdo da informagao ali contida.

Em resumo, a Estatistica Descritiva tem por finalidade a utilizagao de tabelas, graficos,
diagramas, distribui¢cdes de frequéncia e medidas descritivas para:

e examinar o formato geral da distribuicao dos dados;

o verificar a ocorréncia de valores atipicos;

o identificar valores tipicos que informem sobre o centro da distribuicéo;

o verificar o grau de variagdo presente nos dados.

Evidentemente, a validade do resumo dos dados esta intimamente ligada a quantidade
de informagdo disponivel e a qualidade da obtencdo dos dados. Pode-se pensar que todo
método descritivo possui uma entrada, os dados, e uma saida, que pode ser uma medida
descritiva ou um grafico. Se a entrada é deficiente a saida também sera de méa qualidade.

2.1. Apresentacao de dados
2.1.1. Séries Estatisticas

A reuni&o ou agrupamento de dados estatisticos, quando apresentados em tabelas ou
em graficos, para apreciagao ou investigacdo, determina o surgimento das séries estatisticas.

As séries estatisticas resumem um conjunto ordenado de observagdes através de trés
fatores fundamentais:

a) tempo: refere-se a data ou a época em que o fenémeno foi investigado;

b) espaco: refere-se ao local ou regido onde o fato ocorreu;

c) espécie: refere-se ao fato ou fendbmeno que estd sendo investigado e cujos
valores numéricos estao sendo apresentados.

As séries estatisticas sdo classificadas de acordo com o fator que estiver variando,
podendo ser simples ou mistas.

+ Séries simples: sdo aquelas em que apenas um fator varia. Podem ser de trés tipos:

— Série histérica (temporal ou cronoldgica ou evolutiva): onde varia o tempo
permanecendo fixos o espago e a espécie do fendmeno estudado.

Exemplo:

Tabela 2.1. Casos de sarampo notificados no Brasil de 1987 a 1992.

Ano Numero de casos
1987 65.459
1988 26.173
1989 55.556
1990 61.435
1991 45.532
1992 7.934

Fonte: Anuarios estatisticos — IBGE.
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— Série geografica (territorial ou regional): onde varia o espago permanecendo fixos o

tempo e a espécie do fendmeno estudado.

Exemplo:

Tabela 2.2. Necessidades médias de energia em alguns paises, em

1973.
Pais kcal/per capita/dia
Brasil 2174
Estados Unidos 2.397
Etiopia 2120
Japao 1.125
México 2114

Fonte: Necessidades Humanas de Energia — IBGE.

— Série especificativa (qualitativa ou categodrica): onde varia a espécie do fenébmeno

estudado permanecendo fixos o tempo e espago.

Exemplo:

Tabela 2.3. Abate de animais, por espécie, no Brasil, em 1993.

Espécie Numero de cabegas
Aves 1.232.978.796
Bovinos 14.951.359
Suinos 13.305.932
Ovinos 926.818
Caprinos 803.188
Equinos 165.691

Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1994).

+ Séries mistas: sdo aquelas em que mais de um fator varia ou um fator varia mais de

uma vez.

Exemplos:

— Série histérica geografica (ou geografica histérica)

Tabela 2.4. Taxa de atividade feminina urbana (em percentual) em trés

regides do Brasil, 1981/90.

x Ano
Regiédo
1981 1984 1986 1990
Norte 28,9 30,3 34,0 371
Nordeste 30,2 32,6 34,3 37,8
Sudeste 34,9 37,2 40,1 40,7

Fonte: Anuério Estatistico do Brasil (1992).
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— Série especificativa geografica (ou geografica especificativa)

Tabela 2.5. Consumo per capita anual de alguns tipos de alimentos, em
algumas regides metropolitanas do Brasil, no ano de 1988.

Consumo (kg)

Cidade Hortalicas Carnes Pescado
Belo Horizonte 445 21,6 1,3
Rio de Janeiro 54,3 247 49
Sé&o Paulo 46,7 26,1 2,9
Curitiba 36,2 241 1,7
Porto Alegre 48,9 34,2 1,5

Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1992).

— Série especificativa histdrica (ou histérica especificativa)

Tabela 2.6. Taxa de mortalidade (em percentual) de menores de um ano no Brasil,
segundo as trés principais causas, no periodo de 1984 a 1987.

Piana, Machado e Selau Estatistica Descritiva

Causa 1984 1985 1986 1987
Doengas infecciosas intestinais 20,6 17,3 17,9 16,8
Pneumonia 12,1 11,7 12,0 10,8
Perinatal 424 45,8 45,3 48,0

Fonte: Informe Epidemiolégico SUS.

— Série especificativa histérica geografica

Tabela 2.7. Numero de vitimas em acidentes, segundo as grandes regides do
Brasil, nos anos de 1991 e 1992.

- Vitimas fatais Vitimas nao fatais
Regido
1991 1992 1991 1992

Norte 1.188 1.165 10.229 9.739
Nordeste 3.857 3.843 23.774 23.942
Sudeste 11.555 10.217 130.938 159.669
Sul 4.402 4.213 61.797 58.832
Centro-Oeste 2.220 1.949 22.147 22.086
Brasil 23.222 21.387 248.885 274.268

Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1994).

+ Série distribuigdo de frequéncias: ocorre quando nenhum dos fatores varia. Nesta

série os dados sdo agrupados em classes (intervalos com limites predeterminados) segundo
suas respectivas frequéncias. Segundo a natureza dos dados, as distribuicdes de frequéncias,
podem ser de dois tipos.

— Para dados de enumeragéo

Tabela 2.8. Numero de alarmes falsos, acionados acidentalmente ou por
mau funcionamento do equipamento, recebidos diariamente por uma
empresa de seguranga, na cidade de Pelotas, no més de abril de 2003.

Classes Frequéncia
(Numero de alarmes falsos) (Numero de dias)
2 2
3 6
4 8
5 4
6 5
7 3
8 2
Total 30

Fonte: Dados ficticios.

— Para dados de mensuragao

Tabela 2.9. Peso de 80 estudantes da Escola Sao José,

em 1980.
Classes Frequéncia
(Peso, em kg) (NUumero de estudantes)
40 |— 50 12
50 |— 60 28
60 |—70 25
70 |—80 10
80 |—90 5
Total 80

Fonte: Dados ficticios.

A série distribuicdo de frequéncias sera abordada com maiores detalhes na Segéo 2.2

desta unidade.
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2.1.2. Tabelas

A tabela é a forma n&o discursiva de apresentar informagdes, das quais o dado
numérico se destaca como informacgéo central. Sua finalidade é apresentar os dados de modo
ordenado, simples e de facil interpretacao, fornecendo o maximo de informagdo num minimo de
espaco.

A construgdo de uma tabela, entretanto, deve obedecer a uma série de normas
técnicas. Estas normas podem ser encontradas na publicagdo do IBGE intitulada "Normas de
Apresentagédo Tabular" que tem como objetivo orientar a apresentagao racional e uniforme de
dados estatisticos na forma tabular.

Seguem abaixo algumas das principais normas e recomendagdes.

+ Elementos da tabela

Uma tabela estatistica é composta de elementos essenciais e elementos
complementares. Os elementos essenciais séo:

— Titulo: é a indicagdo que precede a tabela contendo a designagao do fato observado,
o local e a época em que foi estudado.

— Corpo: é o conjunto de linhas e colunas onde estéo inseridos os dados.

— Cabecgalho: é a parte superior da tabela que indica o conteudo das colunas.

— Coluna indicadora: é a parte da tabela que indica o conteudo das linhas.

Os elementos complementares sao:

— Fonte: entidade que fornece os dados ou elabora a tabela.

— Notas: informagdes de natureza geral, destinadas a esclarecer o conteudo das
tabelas.

— Chamadas: informagdes especificas destinadas a esclarecer ou conceituar dados
numa parte da tabela. Deverao estar indicadas no corpo da tabela, em nimeros arabicos entre
parénteses, a esquerda nas casas e a direita na coluna indicadora.

Os elementos complementares devem situar-se no rodapé da tabela, na mesma
ordem em que foram descritos.

+ Numero da tabela

Uma tabela deve ter numero para identifica-la sempre que o documento apresentar
uma ou mais tabelas, permitindo, assim, a sua localizagédo. A identificagdo da tabela deve ser
feita em numeros arabicos, de modo crescente, precedidos da palavra Tabela, podendo ou ndo
ser subordinada a capitulos ou se¢des de um documento. Exemplos: Tabela 5, Tabela 10.4.

+ Apresentacao de dados numéricos

Toda tabela deve ter dado numérico para informar a quantificagdo de um fato
especifico observado, o qual deve ser apresentado em nimeros arabicos.

A parte inteira dos dados numéricos deve ser separada por pontos ou espagos de trés
em trés algarismos, da direita para a esquerda, por exemplo: 12.243.527 ou 12 243 527. A
separagao da parte inteira da decimal deve ser feita por virgula, por exemplo: 25,67.

No sistema inglés, a separagdo da parte inteira é feita por virgula, e a separacédo da
parte inteira da decimal é feita por ponto, ou seja, € o inverso do sistema brasileiro.

+ Sinais convencionais
Sempre que um dado numérico ndo puder ser apresentado, o mesmo deve ser
substituido por um sinal convencional. A substituicdo de um dado numérico deve ser feita por

um dos sinais abaixo, conforme o caso.
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a) — (trago): indica dado numérico igual a zero nédo resultante de arredondamento;
b) .. (dois pontos): indica que n&o se aplica dado numérico;
c) ... (trés pontos): indica dado numérico nao disponivel;

d) x (xis): indica dado numérico omitido a fim de evitar a individualizagdo da
informagao;
e) 0, 0,0 ou 0,00: indica dado numérico igual a zero resultante de arredondamento.
f) ? (interrogagado): quando ha duvida sobre a veracidade da informagao.

Quando uma tabela contiver sinais convencionais, estes deverdo ser apresentados em
nota geral com seus respectivos significados.

+ Arredondamento

Quando o primeiro algarismo a ser abandonado for 0, 1, 2, 3 ou 4, fica inalterado o
Ultimo algarismo a permanecer. Exemplo: 48,23 — 48,2.

Quando o primeiro algarismo a ser abandonado for 5, 6, 7, 8 ou 9, aumenta-se de uma
unidade o ultimo algarismo a permanecer. Exemplo: 23,87 — 23,9.

+ Unidade de medida

Uma tabela deve ter unidade de medida, inscrita no cabegalho ou nas colunas
indicadoras, sempre que houver necessidade de se indicar, complementarmente ao titulo, a
expressao quantitativa ou metroldgica a dos dados numéricos.

Esta indicagdo deve ser feita com simbolos ou palavras, entre parénteses. Exemplos:
(m) ou (metros), (t) ou (toneladas), (R$) ou (reais).

Quando os dados numéricos forem divididos por uma constante, esta deve ser
indicada por algarismos arabicos, simbolos ou palavras, entre parénteses, precedendo a
unidade de medida, quando for o caso. Exemplos:

(1.000 t): indica dados numéricos em toneladas que foram divididos por mil;

(1.000 R$): indica dados numéricos em reais que foram divididos por mil;

(%) ou (percentual): indica dados numéricos proporcionais a cem;

(1/1.000): indica dados numéricos divididos por 1/1.000, ou seja, multiplicados por mil.

+ Classe de frequéncia

A classe de frequéncia é cada um dos intervalos ndo superpostos em que se divide
uma distribuicdo de frequéncias. Toda classe deve ser apresentada, sem ambiguidade, por
extenso ou com notagéo.

Toda a classe que inclui o extremo inferior do intervalo (El) e exclui o extremo superior
(ES), deve ser apresentada de uma destas duas formas:

EI—ES ou [El;ES)
+ Apresentacao de tempo

Toda a série histérica consecutiva deve ser apresentada por seus pontos inicial e final,
ligados por hifen (). Exemplos:

1892-912: quando varia o século;

1960-65: quando variam os anos dentro do século;

out 1991 - mar 1992: quando variam os meses dentro de anos.

Toda a série histérica ndo consecutiva deve ser apresentada por seus pontos inicial e
final, ligados por barra (/). Exemplos:

1981/85: indica dados néo apresentados para pelo menos um ano do intervalo;

out 1991 / mar 1992: indica dados ndo apresentados para pelo menos um més do
intervalo.
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+ Apresentacao da tabela

— O corpo da tabela deve ser delimitado, no minimo, por trés tragos horizontais.

- Recomenda-se nao delimitar as tabelas a direita e & esquerda por tragos verticais. E
facultativo o uso de tragos verticais para a separagao de colunas no corpo da tabela.

— Quando, por excessiva altura, a tabela tiver que ocupar mais de uma pagina, néo
deve ser delimitada inferiormente, repetindo-se o cabecgalho na pagina seguinte. Deve-se usar
no alto do cabegalho a palavra continuagao ou concluséo, conforme o caso.

— Se possuir muitas linhas e poucas colunas, podera ser apresentada em duas ou
mais partes dispostas lado a lado e separadas por trago duplo.

— A disposicao da tabela deve estar na posi¢cdo normal de leitura. Caso isso ndo seja
possivel, a apresentacéo sera feita de forma que a rotagao da pagina seja no sentido horario.

Exemplo:
Tabela 2.10. Total de estabelecimentos, pessoal ocupado, valor da producdo e valor da

transformacéo industrial das industrias metalirgicas, por Unidade da Federagdo do Brasil,
1982.
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Unidade da Federagso Total de Pessoal Valor da produgéo @ Valor da transformagéo
estabelecimentos  ocupado (" (1.000 Cr$) industrial (1.000 Cr$)

Rondénia 1 X X X
Acre 2 X X X
Amazonas 31 1.710 21.585 10.103
Roraima 2 X X X
Para 43 1.675 6.492 3.287
Amapa - - - -
Maranhao 14 328 498 251
Piaui 12 193 454 159
Cearad 74 5.336 21.732 10.878
Rio Grande do Norte 11 343 1.267 383
Paraiba 30 794 2.089 1.265
Pernambuco 105 5171 44673 14.506
Alagoas 20 439 4.101 1.768
Sergipe 20 423 1.447 534
Bahia 116 5.527 89.072 27.679
Minas Gerais 736 54.264 954.258 306.856
Espirito Santo 42 2.281 22.923 6.297
Rio de Janeiro 847 40.768 635.731 177.358
Séo Paulo 4.699 272.983 2.531.363 939.032
Parana 449 11.118 43.797 22.014
Santa Catarina 305 10.816 84.294 41.894
Rio Grande do Sul 706 30.103 156.680 74.316
Mato Grosso do Sul 29 485 1.643 623
Mato Grosso 13 528 884 686
Goias 106 2.686 9.860 4.800
Distrito Federal 28 843 2.577 1.301
Brasil 8.452 448.932 4.637.512 1.646.043

Fonte: Pesquisa Industrial - 1982-1984. Dados gerais, Brasil. Rio de Janeiro: IBGE, v.9, 410p.
Nota: Sinais convencionais utilizados:
x Dado numérico omitido a fim de evitar a individualizagdo da informagéo.
— Dado numérico igual a zero néo resultante de arredondamento.
() Em 31.12.1982.
@) Inclui o valor dos servigos prestados a terceiros e a estabelecimentos da mesma empresa.
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2.1.3. Graficos

Outro modo de apresentar dados estatisticos € sob uma forma ilustrada, comumente
chamada de grafico. Os graficos constituem-se numa das mais eficientes formas de
apresentagao de dados.

Um grafico &, essencialmente, uma figura construida a partir de uma tabela; mas,
enquanto a tabela fornece uma ideia mais precisa e possibilita uma inspegdo mais rigorosa aos
dados, o grafico € mais indicado para situagdes que visem proporcionar uma impressdo mais
rapida e maior facilidade de compreensao do comportamento do fenémeno em estudo.

Os graficos e as tabelas se prestam, portanto, a objetivos distintos, de modo que a
utilizagdo de uma forma de apresentagdo nao exclui a outra.

Para a confecgdo de um grafico, algumas regras gerais devem ser observadas:

+ Normas para representagao grafica

— Os graficos, geralmente, sdo construidos num sistema de eixos chamado sistema
cartesiano ortogonal. A variavel independente é localizada no eixo horizontal (abscissas),
enquanto a variavel dependente é colocada no eixo vertical (ordenadas). No eixo vertical, o
inicio da escala devera ser sempre zero, ponto de encontro dos eixos.

— lguais intervalos para as medidas deverdo corresponder a iguais intervalos para as
escalas. Exemplo: Se ao intervalo 10-15 kg corresponde 2 cm na escala, ao intervalo 40-45 kg
também devera corresponder 2 cm, enquanto ao intervalo 40-50 kg correspondera 4 cm.

— O gréfico devera possuir titulo, fonte, notas e legenda, ou seja, toda a informagéo
necessaria a sua compreensao, sem auxilio do texto.

— O grafico devera possuir formato aproximadamente quadrado para evitar que
problemas de escala interfiram na sua correta interpretagéo.

+ Tipos de graficos
Podemos considerar quatro tipos principais de representagao grafica:
Estereogramas: sdo graficos onde as grandezas s&o representadas por volumes.

Geralmente sdo construidos num sistema de eixos bidimensional, mas podem ser construidos
num sistema tridimensional para ilustrar a relagéo entre trés variaveis. Exemplo:

- M Hortalicas Carnes M Pescado
= 50 1
=
j=5
3 40
E
7]
=8
wy 30 -
]
=]
E 20 4
=
w
[=
S 104
o 1’". T T T T |
Belo Rio de S3oPaulo  Curitiba Porto
Horizonte  Janeiro Alegre

Figura 2.1. Consumo, em kg, de alguns tipos de alimentos “per capita” anual
em algumas regides metropolitanas do Brasil, em 1988.
Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1992).
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Cartogramas: sao representagdes em cartas geograficas (mapas).

Pictogramas ou graficos pictéricos: sdo graficos puramente ilustrativos, construidos
de modo a ter grande apelo visual, dirigidos a um publico muito grande e heterogéneo. Nao
devem ser utilizados em situagdes que exijam maior precisdo. Exemplo:

Figura 2.2. Problemas a serem solucionados pelo governo
brasileiro de acordo com um levantamento encomendado pelo
Ministério da Educagao, em 1985.
Fonte: Silveira Junior et al. (1989).

Diagramas: sdo graficos geométricos de duas dimensdes, de facil elaboragédo e
grande utilizagdo. Podem ser ainda subdivididos em: graficos de colunas, de barras, de linhas
ou curvas e de setores.

a) Grafico de colunas: neste grafico as grandezas sdo comparadas através de
retdngulos de mesma largura, dispostos verticalmente e com alturas proporcionais as
grandezas. A distancia entre os retangulos deve ser, no minimo, igual a 1/2 e, no maximo, 2/3
da largura da base dos mesmos. Exemplo:

Cabecas
(milhdes)
12 -

Sul Mordeste  Sudeste Morte  Centro-Oeste

' Regites

Figura 2.3. Efetivo do rebanho suino no Brasil, segundo as
grandes regides em 1992.
Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1994).
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b) Gréfico de barras: segue as mesmas instru¢gdes que o grafico de colunas, tendo a
Unica diferenga que os retangulos s&do dispostos horizontalmente. E usado quando as
inscrigdes dos retangulos forem maiores que a base dos mesmos. Exemplo:

Estados

Parana

Minas Gerais |/
Rio Grande do Sul
Rio de Janeiro

Sao Paulo

T T T T T T , Casos
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Figura 2.4. Casos notificados de AIDS nos cinco estados brasileiros
de maior incidéncia em 1992.
Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1994).

c) Gréfico de linhas ou curvas: neste grafico os pontos sdo dispostos no plano de
acordo com suas coordenadas, e a seguir sdo ligados por segmentos de reta. E muito utilizado
em séries histdricas e em séries mistas quando um dos fatores de variagéo é o tempo, como
instrumento de comparagéo. Exemplo:

Eleitares
{milhdes)
90

a0 4

704

60 4

a0 4

-

40 H

304

204

104

0 T T T T T v Anos
1978 1980 1982 1984 1986 1988 1940

Figura 2.5. Eleitores inscritos para as elei¢des brasileiras - 1978/90.
Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1992).

d) Gréfico em setores: é recomendado para situagdes em que se deseja evidenciar o
quanto cada informagao representa do total. A figura consiste num circulo onde o total (100%)
representa 360°, subdividido em tantas partes quanto for necessario a representagdo. Essa
divisdo se faz por meio de uma regra de trés simples. Com o auxilio de um transferidor efetua-
se a marcagao dos angulos correspondentes a cada divisdo. Exemplo:
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%

FPrivado

B Publico

B Universitario

Figura 2.6. Hospitalizagdes pagas pelo SUS, segundo a
natureza do prestador de servigco — 1993.
Fonte: Anuario Estatistico do Brasil (1994).

2.2. Distribuicao de frequéncias e graficos

Um grande nimero de dados necessita de uma forma eficiente de sumarizagdo. Uma
das formas mais comuns de resumir e apresentar dados ¢ através de tabelas de distribuicdo de
frequéncias. Estas tabelas podem ser de dois tipos: de classificagdo simples ou de
classificagdo cruzada.

2.2.1. Tabelas de classificagao simples

As tabelas de classificagdo simples sdo tabelas de frequéncias relativas a uma
variavel. As caracteristicas dessas tabelas variam de acordo com o tipo de varidvel em estudo.
Se a variavel é do tipo categodrica (fator), entdo sdo obtidas as frequéncias de ocorréncia de
cada nivel dessa variavel. Se a variavel é do tipo numérica continua, primeiro sdo obtidos
intervalos de mesma amplitude e depois contados os valores que ocorrem em cada intervalo.

2.2.1.1. Distribuigao de frequéncias de variaveis categoricas

Quando a variavel em estudo for categérica ou, em alguns casos, numérica discreta, a
tabela de distribuicdo de frequéncias apresentara a seguinte caracteristica: cada valor da
variavel constituird uma classe.

+ Construcao da tabela

A construgdo da tabela de distribuicdo de frequéncia para varidveis categoéricas
envolve apenas dois passos bastante simples:

1° passo: ordenar os niveis do fator, ou seja, coloca-los em ordem crescente de
grandeza (rol). Cada nivel constituira uma classe. O nimero de cada classe da distribuicdo
sera representado por j, talque j=1, 2, ..., k.

2° passo: contar o numero de elementos em cada classe, ou seja, contar quantas
vezes o dado esta repetido.
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Veremos, por meio de exemplos, como construir uma tabela de distribuicdo de
frequéncias para os dados de uma variavel categérica (Exemplo 1) e de uma variavel numérica
discreta (Exemplo 2).

Exemplo 1:

Seja a variavel em estudo o conceito obtido por 60 estudantes na disciplina de
Estatistica, para o qual os dados observados foram os seguintes:

ruim, médio, bom, médio, ruim, médio, ruim, médio, ruim, bom, médio, médio, bom, médio,
médio, médio, 6timo, médio, bom, 6timo, bom, 6timo, médio, 6timo, médio, ruim, médio, 6timo,
médio, médio, bom, ruim, bom, bom, médio, ruim, médio, médio, 6timo, médio, bom, ruim, ruim,
bom, médio, médio, ruim, bom, médio, médio, bom, bom, bom, médio, ruim, bom, médio,
médio, ruim, médio

Podemos observar que esta variavel categérica qualitativa ordinal apresenta quatro
niveis (ruim, médio, bom e 6timo). Como cada nivel deve constituir uma classe da distribuigdo
de frequéncias, ja estd determinado que o numero total de classes (k) € quatro. O primeiro
passo € a ordenacgédo dos niveis da variavel. Assim, temos

Ndmero da
: Classe
classe (j)
1 Ruim
2 Médio
3 Bom
4 Otimo

O passo seguinte € a contagem do numero de estudantes em cada nivel. Estes
valores s&o denotados por F, e chamados de frequéncias absolutas das classes. A partir da

frequéncia absoluta podemos obter outras frequéncias de interesse numa distribuigdo, tais
como:

— frequéncia absoluta acumulada na classe j, denotada por F/, que expressa o
numero de elementos (observagdes) acumulados até a classe j;

- frequéncia relativa da classe j, denotada por f;, que expressa a propor¢do de
elementos (observagdes) na classe j;

— frequéncia relativa acumulada na classe j, denotada por f/, que expressa a
proporcéo de elementos (observagdes) acumulados até a classe j.

As frequéncias obtidas sdo entdo apresentadas na forma tabular.

Tabela 2.11. Frequéncia do conceito obtido por estudantes na
disciplina de Estatistica. UFPel, 2001.

j |Classe F F f, ff
1 |Ruim 12 12 0,2 0,2
2 | Médio 27 39 0,45 0,65
3 |Bom 15 54 0,25 0,9
4 | Otimo 6 60 0,1 1

b 60 - 1 -
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Exemplo 2:

Muito frequentemente, as tabelas de distribuicdo de frequéncia de varidveis numéricas
discretas sé@o construidas da mesma forma que as das variaveis categéricas. Consideremos
agora que a variavel em estudo seja o numero de animais portadores de brucelose em 350
propriedades rurais. Os valores observados para esta variavel foram:

2,5,6,0,4,4,3,4,2,2,3,3,5,3,5,1,2,4,2,3,5,4,3,3,2,3,0,4,4,3,4,0,3,1,2,4,2, ...
Como cada valor da varidvel deve constituir uma classe e foram observados apenas

sete valores diferentes para esta variavel, a tabela de distribuicdo de frequéncias tera sete
classes.

Ndmero da
classe (j) Classe
1 0
2 1
3 2
4 3
5 4
6 5
7 6

Através da contagem do numero de vezes que cada valor apareceu, ou seja, do
numero de observagbes em cada classe, obtemos as frequéncias absolutas, relativas e
acumuladas, apresentadas na tabela a seguir.

Tabela 2.12. Frequéncia do numero de animais portadores de
brucelose em 350 propriedades rurais. UFPel, 2001.

j | Classe F F f, ff
1 0 55 55 0,1571 0,1571
2 1 60 115 0,1714 0,3286
3 2 112 227 0,32 0,6486
4 3 82 309 0,2343 0,8829
5 4 31 340 0,0886 0,9714
6 5 8 348 0,0229 0,9943
7 6 2 350 0,0057 1,0000
z 350 - 1,0000 -

Devemos observar, ainda, que tdo importante quanto saber construir uma tabela é
saber interpretar os seus valores. Vejamos, como exemplo, o significado de alguns valores da
tabela:

F,= 82 — significa que, das 350 propriedades rurais consultadas, 82 possuem trés
animais portadores de brucelose.

F;= 227 — significa que, das 350 propriedades rurais consultadas, 227 possuem
menos de trés animais portadores de brucelose.

f,= 0,1714 — significa que a proporgédo de propriedades rurais que possuem apenas
um animal portador de brucelose é de 0,1714 (em percentual: 17,14).

f; = 0,9714 — significa que a proporgao de propriedades rurais que possuem menos
de quatro animais portadores de brucelose é de 0,9714 (em percentual: 97,14).
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2.2.1.2. Distribuicao de frequéncias de variaveis numéricas continuas

Ao contrario das varidveis discretas, as varidveis continuas assumem, em geral,
muitos valores e, em sua grande maioria, diferentes uns dos outros. Para contornar problemas
desse tipo, as tabelas de distribuicdo de frequéncias para variaveis continuas sdo construidas
de modo que cada classe seja constituida por um intervalo de valores da variavel.

Devemos observar, no entanto, que em algumas situagbes uma variavel discreta
também podera assumir tantos valores diferentes que a construgdo de uma tabela onde cada
valor constitui uma classe seja impraticavel. Em outras palavras, pode ocorrer que ela tenha
tantas linhas que sua construgdo pouco auxilie na descricdo resumida dos dados. Nesses
casos, por uma questao de simplificagao, é usual agrupar os dados discretos em intervalos de
classe, da mesma forma que se agrupam os dados continuos.

¢ Construgao da tabela

O processo de construgcdo da tabela de distribuicdo de frequéncia para variaveis
numéricas segue 0s seguintes passos:

1° passo: ordenar o conjunto de dados, ou seja, colocar os dados brutos em ordem
crescente de grandeza (rol).

2° passo: determinar o numero de classes da tabela. De modo geral, este valor ndo
devera ser inferior a 5 e nem superior a 15. A definicdo do nimero de classes devera ser
orientada pelos objetivos do trabalho, mas existem algumas regras objetivas de determinagao,
como, por exemplo:

k=1+3,32xlog n (Férmula de Sturges) ou k= \/H
onde:
k = numero de classes;
n = numero de observagoes;
log = logaritmo de base 10.

3° passo: determinar a amplitude do intervalo. Para isto, podemos utilizar a seguinte
expressao:
A
k
onde:
i = amplitude do intervalo;
a, =ES - El: amplitude total do conjunto de valores;

k = niumero de classes.

Convencionamos, também, que o arredondamento no ndmero de classes (k) ou na
amplitude do intervalo (i) € sempre feito para cima.

4° passo. Construir os intervalos de classe. O limite inferior da primeira classe sera
sempre o menor valor do conjunto de dados (x¢)) e o limite superior sera o limite inferior
acrescido do valor da amplitude do intervalo de classe (i). Na sequéncia, o limite inferior da
segunda classe sera o limite superior da primeira e o limite superior da segunda classe sera
este limite inferior acrescido da amplitude do intervalo. Para todas as classes subsequentes, os
intervalos deverao ser construidos da mesma forma que para a segunda:

j Classe
1 X(t) =X + i
2 Xy + i |—Xy + 2i

k Xy *+ (K -1)i |—x¢1y + ki
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Notamos, assim, que a amplitude do intervalo é constante para todas as classes. O
intervalo fechado a esquerda e aberto a direita, representado pelo simbolo |—, garante a néo
superposicao de classes.

Exemplo:
Tomemos a seguinte variavel:

X = peso ao nascer (em kg) de 60 bovinos machos da raga Ibagé, para a qual os
valores observados (e ja ordenados) foram:

16, 17, 17, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20, 20, 21, 21, 22, 22, 23, 23, 23, 23, 23, 23,
23, 23, 23, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 26, 26, 27, 27, 27, 27, 28, 28, 28, 29, 29, 29, 30,
30, 30, 30, 30, 30, 30, 31, 32, 33, 33, 33, 34, 34, 35, 36, 39.

Sendo o peso uma variavel continua cujos valores poderiam ser todos diferentes entre
si, ndo podemos considerar cada valor como sendo uma classe, de modo que ndo podemos
saber de antemédo o numero de classes da distribuicdo de frequéncia. Este valor devera ser
determinado e, para isto, usaremos a férmula de Sturges. Para n = 60, temos

k=1+3,32xlogn
k =1+3,32xlog60
k=1+3,32x1778=6,9

Como o numero de classes tem que ser um numero inteiro, teremos que arredondar o
valor 6,9. Usaremos como regra o arredondamento para cima. Deste modo, o ndmero de
classes serak =7.

Uma vez determinado o valor de k, temos que obter a amplitude dos intervalos. Sendo
k =7 e a amplitude total do conjunto de dados

a, =ES-EI
a, =39-16 =23,

temos

S22 _ 5 0857,
K7

i

Por uma questéo de praticidade, vamos arredondar o valor da amplitude do intervalo
para uma casa decimal, lembrando que o arredondamento, também neste caso, devera ser
sempre para cima. Assim, temos i = 3,3.

O préximo passo € a construgcdo dos intervalos de classe. Tomamos como limite
inferior da primeira classe o menor valor do conjunto de dados x(1) = 16. Somando ao 16 o valor
da amplitude do intervalo i = 3,3, obtemos o limite superior deste intervalo. Todos os demais
intervalos sdo construidos considerando como limite inferior o limite superior do intervalo de
classe que o precede e como limite superior a soma do limite inferior com o valor 3,3. Assim,
temos:

j Classes

1 16,0 |— 19,3
2 19,3—22,6
3 22,6 |—25,9
4 259 |—29,2
5 29,2 |—325
6 32,51—35,8
7 35,8 || 39,1
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Para a obtengdo das frequéncias absolutas das classes, contamos quantos valores
(observagdes) do conjunto de dados pertencem a cada intervalo. As demais frequéncias, como
ja vimos anteriormente, derivam da frequéncia absoluta.

Em distribuigdes de frequéncias de variaveis continuas, geralmente existe interesse
em uma outra quantidade conhecida como ponto médio ou centro de classe, denotada por c;.
Os centros de classe séo calculados da seguinte forma:

El +ES.
c.=—t 1
J 2 ’
onde:
El;= extremo inferior da classe j
ES; = extremo superior da classe j
No exemplo, temos:
¢ = 16+19.3 355 17,65
2 2
¢, = 19.3+226 419 _ 20,95
2
c, = 35,8 +39,1 _ 74,9 _37.45
2 2
A tabela de frequéncias completa é apresentada a seguir.
Tabela 2.13. Frequéncia do peso ao nascer (em kg) de 60 bovinos machos
da racga Ibagé. UFPel, 2001.
j Classes F K f; fi G
1 16 —19,3 7 7 0,1167 0,1167 17,65
2 19,3|—226 9 16 0,15 0,2667 20,95
3 2261—259 15 31 0,25 0,5167 24,25
4 259|—29,2 12 43 0,2 0,7167 27,55
5 2921—325 9 52 0,15 0,8667 30,85
6 32,51—358 6 58 0,1 0,9667 34,15
7 358|391 2 60 0,0333 1,0000 37,45
2 60 - 1,0000 - -
A interpretacéo das frequéncias da tabela é exemplificada através de alguns valores:
F, = 15 — significa que 15 dos 60 bovinos nasceram com peso entre 22,6 e 25,9 kg
(exclusive).
F: = 52 — significa que 52 dos 60 bovinos nasceram com peso entre 16,0 e 32,5 kg
(exclusive).

f, = 0,15 — significa que a proporgéo de bovinos que nasceram com peso entre 19,3 e

22,6 kg (exclusive) é de 0,15 (em percentual: 15).
fg = 0,9667 — significa que a proporgéo de bovinos que nasceram com peso entre 16

e 35,8 kg (exclusive) é de 0,9667 (em percentual: 96,67).
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2.2.1.3. Representacgao grafica das distribuicoes de frequéncias

As distribuicdes de frequéncias podem ser representadas graficamente de duas
formas distintas e exclusivas, sdo elas: o histograma e o poligono de frequéncias.

+ Histograma

O histograma consiste de um conjunto de retangulos contiguos cuja base € igual a
amplitude do intervalo e a altura proporcional a frequéncia das respectivas classes.

Na figura abaixo podemos observar o histograma da distribuicao de frequéncias da
Tabela 2.13.

Fi

12 4
10 4

o N O

16,0 193 226 258 292 325 358 391
Classes

Figura 2.6. Peso ao nascer (em kg) de 60 bovinos machos
da racga Ibagé. UFPel, 2001.

Quando trabalhamos com varidveis discretas, os retangulos dos histogramas se
reduzem a retas e, consequentemente, deixam de ser contiguos. Vejamos um exemplo na
figura a seguir que representa a distribuicao da Tabela 2.12.

Fi
120 -

100
80 4
60 4
40 4

20 4

Classes

Figura 2.7. Numero de animais portadores de brucelose
em 350 propriedades rurais. UFPel, 2001.
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+ Poligono de frequéncia

O poligono de frequéncias é constituido por segmentos de retas que unem os pontos
cujas coordenadas sdo o ponto médio e a frequéncia de cada classe. O poligono de
frequéncias é fechado tomando-se uma classe anterior a primeira e uma posterior a Ultima,
uma vez que ambas possuem frequéncia zero.

Na Figura 2.8 podemos observar o poligono de frequéncias da distribuicdo da Tabela
2.13.

16 4
14
12 4
10 4

o

17B5 2085 24,25 2755 3085 3415 3745 Cj

Figura 2.8. Peso ao nascer (em kg) de 60 bovinos machos da
raca Ibagé. UFPel, 2001.
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Exercicios propostos:

2.1. Os dados a seguir se referem aos nimeros de pdes ndo vendidos em uma certa padaria
até a hora do encerramento do expediente:

o N =~ O
- O O o
o O O &
o =~ W N
N O N O
o O O -~
o W =~ O
W N ODN
N -~ O O
- N O &

Construa a distribuigdo de frequéncias para esses dados.

2.2. Os dados em rol (ordenagéo horizontal) abaixo se referem aos valores gastos (em reais)
pelas primeiras 50 pessoas que entraram em um determinado supermercado, no dia
01/01/2000.

3,11 8,88 9,26 10,81 12,69 13,78 1523 1562 17,00 17,39
18,36 18,43 19,27 19,50 19,54 20,16 20,59 22,22 23,04 24,47
24,58 2513 26,24 26,26 27,65 28,06 28,08 2838 32,03 3637
38,98 38,64 39,16 41,02 42,97 44,08 44,67 4540 46,69 48,65
50,39 52,75 54,80 59,07 6122 7032 8270 8576 86,37 93,34

Faca a distribuicdo de frequéncias desses dados.

2.3. Faga a representagdo grafica (histograma e poligono de frequéncias, quando for o caso)
das distribuigdes de frequéncias construidas nos Exercicios 2.1 e 2.2 da pagina 30.
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2.2.2. Tabelas de classificagdo cruzada

Em algumas situagdes, pode haver interesse no estudo de duas ou mais variaveis
simultaneamente. Dai surgem as distribuicdes conjuntas de frequéncias. As tabelas de
classificagdo cruzada s&o tabelas de frequéncias relativas a duas varidveis, numéricas ou
categodricas. Existe um numero razoavel de tipos de tabelas e graficos para descrever esses
casos.

2.2.2.1. Frequéncias cruzadas de variaveis categoricas

Quando um estudo envolve duas varidveis categodricas (fatores), a tabela de
frequéncia cruzada dessas duas variaveis é conhecida também como tabela de dupla entrada,
tabela de associagdo ou tabela de contingéncia. As regras basicas para sua construgdo sdo
semelhantes as das tabelas de classificacdo simples. A diferenca € que agora a tabela
apresenta duas margens, cada qual com os totais referentes a um dos fatores.

Na Tabela 2.14, por exemplo, os 60 alunos da escola E foram classificados segundo
duas variaveis categodricas: Conceito em Estatistica e Habito de fumar. Para isso,
primeiramente, os alunos séo classificados de acordo com o Conceito em Estatistica e,
posteriormente, dentro de cada nivel deste fator, sdo classificados quanto ao Habito de fumar.

Tabela 2.14. Distribuicdo dos alunos da escola E,
segundo o habito de fumar e conceito em Estatistica.

. Habito de fumar .

Conceito - ~ Totais
Sim Nao

Ruim 5 8 13
Médio 10 16 26
Bom 5 10 15
Otimo 2 4 6
Totais 22 38 60

Podemos observar que, com as frequéncias marginais (totais) da tabela cruzada,
poderiamos resgatar a tabela de classificagdo simples de cada fator.

A representacéo grafica de distribuigbes de frequéncias de variaveis categodricas
pode ser feita através de dois tipos de graficos:

— Gréficos em duas dimensbes (diagramas): descrevendo a variagdo de um fator
dentro dos niveis do outro.

Por exemplo, na Figura 2.9, observamos a variagao do fator Habito de fumar dentro de
cada nivel do fator Conceito em Estatistica, enquanto que, na Figura 2.10, fica mais evidente a
variagdo do fator Conceito em Estatistica dentro de cada nivel do fator Habito de fumar.

Pode n3o ser necessario apresentar os dois graficos simultaneamente. E mais comum
apresentar apenas um deles, de acordo com o fato que desejamos ressaltar. Assim, no
exemplo, se for mais importante ressaltar a distribuicdo de fumantes e ndo fumantes dentro de
cada conceito, utilizamos a Figura 2.9. Se for mais importante ressaltar a distribuicdo do
conceito em estatistica dentro dos grupos de fumantes e ndo fumantes, utilizamos a Figura
2.10. Naturalmente, se ambas as situagdes forem relevantes podemos apresentar os dois
diagramas.
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Figura 2.9. Distribuicdo dos alunos da escola E, segundo o habito
de fumar e conceito em Estatistica.

18 4 BRuim EMédio w@Bom LiOtimo

16
14 4
12 A

10

Ndmero de alunos

Ni3o fumante Fumante

Figura 2.10. Distribuicdo dos alunos da escola E, segundo o habito de
fumar e conceito em Estatistica.

A observagdo atenta destes graficos ja pode fornecer uma ideia da possivel
associagdo existente entre os fatores. Por exemplo, se um fator apresenta o mesmo
comportamento dentro de todos os niveis do outro, podemos supor que eles ndo estdo
associados, ou seja, comportam-se independentemente um do outro. Devemos observar,
entretanto, que os graficos fornecem apenas indicagdes, para verificar tais hipdteses
(suposigdes) devemos utilizar os testes apropriados que serdo vistos posteriormente.
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2.2.2.2. Frequéncias cruzadas de variaveis numéricas

Ao estudarmos conjuntamente duas variaveis numéricas, as tabelas de classificagdo
cruzada sao, agora, denominadas tabelas de correlacdo. As ideias basicas sobre a construcao
dessas tabelas ja foram vistas em se¢bes anteriores.

As tabelas de frequéncias cruzadas de duas variaveis continuas também s&o
construidas de modo similar as de classificagdo simples, ou seja, seguindo todos os passos ja
descritos na Segdo 2.2.1.2. Primeiramente, procedemos a classificagdo das observacoes
segundo uma das variaveis, para em seguida, dentro de cada classe da primeira, classifica-las
de acordo com a outra variavel. Por exemplo, na Tabela 2.15, observamos a classificacdo dos
400 alunos do Colégio C, segundo duas variaveis continuas: Nota em Estatistica e Nota em
Matematica.

Tabela 2.15. Distribuicdo dos alunos do Colégio C,
segundo suas notas em Estatistica e Matematica.

Matematica
Estatistica Totais
0—4 4|1—7 T7}1—10
0|—4 32 25 5 62
41—7 20 183 82 285
71—10 7 27 19 53
Totais 59 235 106 400

Os graficos geralmente utilizados para descrever dados como estes sdo os
histogramas em trés dimensdes (estereogramas), nos quais os retdngulos cedem lugar aos
paralelogramos. Agora, a base de cada paralelogramos é definida pelas amplitudes das
classes das variaveis envolvidas. Este tipo de grafico é pouco utilizado em trabalhos cientificos
pela dificuldade de execugéo e interpretacédo através dos meios disponiveis.

A relacdo entre duas variaveis continuas também é comumente representada por
diagramas de dispersdo. Tomemos outro exemplo: para estudar o relacionamento entre as
variaveis Peso do pai (X) e Peso do filho (Y), foram medidos os pesos (em kg) de dez alunos
do Colégio C e de seus respectivos pais. Os resultados sdo apresentados numa tabela de
correlagéo:

Observagao (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pesodospais(x) | 78 65 86 68 83 68 75 80 82 66
Peso dos filhos (y) | 60 52 68 53 65 57 58 62 65 53

Esta tabela possibilita a construgéo do diagrama de dispersao de pontos (Figura 2.12).
Este tipo de grafico pode fornecer uma indicagéo do tipo de relacionamento que existe entre as
duas variaveis. Por exemplo, se os pontos apresentarem a forma de elipse indica a existéncia
de uma relagéo linear (positiva ou negativa) entre as variaveis. A Figura 2.12 parece evidenciar
um relacionamento linear positivo entre os pesos dos dez alunos e os pesos dos seus
respectivos pais, sugerindo um estudo mais aprofundado desta correlagao.

Através da andlise de regresséo linear, que sera abordada mais adiante, é possivel
obter uma equacgédo do tipo Y = a + bX, que descreve o peso dos filhos (Y) como uma fungdo
linear do peso dos pais (X).
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Figura 2.12. Dispersao dos pesos (em kg) de dez alunos
do Colégio C e de seus respectivos pais.

2.3. Medidas Descritivas

As medidas descritivas tém o objetivo de reduzir um conjunto de dados observados
(numéricos) a um pequeno grupo de valores que deve fornecer toda a informacéo relevante a
respeito desses dados. Estas medidas séo fungdes dos valores observados e podem ser
classificadas em quatro grupos:

— Medidas de localizagdo, também denominadas medidas de tendéncia central ou
medidas de posigdo: indicam um ponto central onde, em muitas situagdes importantes, esta
localizada a maioria das observagoes.

— Medidas separatrizes: indicam limites para propor¢cdes de observagbes em um
conjunto, podendo ser utilizadas para construir medidas de disperséo.

— Medidas de variagdo também denominadas medidas de disperséo: informam sobre a
variabilidade dos dados.

— Medidas de formato: informam sobre o modo como os valores se distribuem.
Compreendem as medidas de assimetria, que indicam se a maior proporgao de valores esta no
centro ou nas extremidades, e as medidas de curtose, que descrevem grau de achatamento da
distribuicao.

Existe uma enorme variedade de medidas descritivas, muitas delas competidoras
entre si. Um guia geral para escolha da medida mais adequada pode ser visto a seguir:

+ Com que objetivo a medida esta sendo obtida?

+ A medida é facil de interpretar? E intuitiva?

+ Existem valores atipicos que podem afeta-la exageradamente?

+ O propésito da andlise € meramente descritivo ou planeja-se fazer inferéncias?

Uma medida descritiva devera, sempre que possivel, possuir as seguintes

caracteristicas: ser representativa, ser de facil interpretagdo e prestar-se bem a tratamento
matematico e/ou estatistico em etapas posteriores.
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2.3.1. Medidas de localizagdo ou tendéncia central

As medidas de localizagdo ou tendéncia central ttm o objetivo de representar o ponto
de equilibrio ou o centro de uma distribuicdo. Em muitos casos, podem ser considerados
valores tipicos ou representativos do conjunto.

As medidas mais utilizadas sdo a média aritmética, a mediana e a moda, embora
outras também possam ser Uteis em algumas situacdes.

+ Média aritmética

A média aritmética, pela sua facilidade de calculo e compreenséo aliada as suas
propriedades matematicas, € a medida de localizag&do mais conhecida e utilizada. Pode ser de
dois tipos: simples ou ponderada.

A média aritmética simples, representada por X, € calculada considerando que todas
as observacgdes participam com o mesmo peso. Assim, para um conjunto de n observacdes
(x1, X2, ..., Xn), @ média aritmética simples ou simplesmente média é definida por

Exemplo:

Se X = tempo (h)
Parax;=9,7,5, 10, 4, temos

i_in _9+47+5+10+4 35
n 5 5

7h

A média aritmética ponderada, representada por x_, é calculada considerando que

hy
pelo menos uma das observagdes deve participar com peso diferente das demais. Assim, se as
observagdes xi, X2, ..., X» forem associadas aos pesos p1, p2, ..., pn, @ média aritmética

ponderada é dada por

B

_Z Xip;
Yp — =

P

n
i=1

Exemplo:

Para xi=7,8,6,10,e
p;= 10, 10, 8, 2, temos

XD
o Pi_7x10+8x10+6x8+10x2_218 __ .

X, = = =
P Zpi 10+10+8+2 30

Propriedades matematicas da média aritmética

12 propriedade: A média de um conjunto de dados que n&o varia, ou seja, cujos
valores sd0 uma constante, é a prépria constante.
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22 propriedade: Ao somar (ou subtrair) uma constante ¢ por todos os valores de um
conjunto de dados, sua média também é somada (ou subtraida) por esta constante.
Demonstragao:
- DX, +C) X, +C+Xy+CH...h X, +C
n n

RTINS
_ 2% +nc

n

_2X,ne X
n

n n

X+C

+C=X+C

Verificagdo numérica:

Ao somarmos a constante 2 a todos os valores do conjunto x; = 9, 7, 5, 10, 4, cuja
média é X =7, teremos um novo conjunto de valores x; + 2 = 11, 9, 7, 12, 6, com uma nova
média

XX 11494741246 45

X, e P 9742,
“2T g 5 5

logo, a média 7 sofreu a mesma operagéo que os valores x;.
3? propriedade: Ao multiplicar (ou dividir) uma constante ¢ por todos os valores de um
conjunto de dados, sua média também é multiplicada (ou dividida) por esta constante.

Demonstragao:
DTCX; X, +CXy +...+0X,

X
n n

CC(X X+t X,)

n
:chi :Cin _
n n

=c

Verificagdo numérica:
Ao multiplicarmos a constante 2 por todos os valores do conjunto de dados x; =9, 7, 5,

10, 4, cuja média é x =7, teremos um novo conjunto de valores 2x; = 18, 14, 10, 20, 8, com
uma nova média

g, o2 _ 1841441042048 70\ , o
n 5 5

logo, a média 7 sofreu a mesma operagéo que os valores x;.

42 propriedade: A soma de todos os desvios em relagdo a média de um conjunto de
valores é nula, entendendo por desvio a diferenga entre a observagao e a média aritmética, ou

seja,
> (x,-X)=0.
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E possivel demonstrar esta propriedade aplicando as propriedades do somatério:

2 =X)=2x-2X
2%

=Y x;-nX, sendo X =<, temos
n

=in—n%

=2 %-2%=0

5?2 propriedade: A soma dos quadrados dos desvios em relagdo a uma constante c,
>(x;—c)’ , ¢ minima quando ¢ =X .

Podemos demonstrar esta propriedade, somando e subtraindo do desvio uma
constante de interesse (X ) e aplicando as propriedades do somatorio:

> (x,—c) = (x,—c+X—x)
Yl - R+ RO
= 2106 = %) +2(x, - X)(X —c)+ (X -c)’]
=Y (%~ %) + 2. 2(x, X)X -C)+ > (X —c)?
=Y (x,— %)’ +2(X-¢)Y.(x, - X)+n(X-c)?, sendo > (x,—X)=0, temos
= (%~ X)* +n(x —c)’

Observamos que Z(xi —c)? assumira o menor valor quando ¢ =X, pois, neste caso,
n(x-c)*=0.

Podemos verificar a 4% e a 52 propriedades da média aritmética no seguinte conjunto
de dados:

i Xi (x—X%) (%, -x) (% - 6Y (% - 9y’
1 9 2 4 9 0

2 7 0 0 1 4

3 5 -2 4 1 16

4 10 3 9 16 1

5 4 -3 9 4 25

P 35 0 26 31 46

Verificamos, assim, que:

- > (x,—X)=0 (quarta propriedade da média)
=YX -%)7 =26 < D (x,-6)" =31
=D —%)7 =26 < Y (x,-9)’ =46

(quinta propriedade da média)
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+ Mediana

A mediana, representada por Md ou x ., € a medida que divide um conjunto de dados

ordenado em duas partes iguais: 50% dos valores ficam abaixo e 50% ficam acima da
mediana.

Existem dois casos diferentes para o célculo da mediana, mas em ambos o primeiro
passo a ser tomado é a ordenacao dos dados.

1° caso: quando n é impar

Determinamos, primeiramente, a posicdo mais central (p) do conjunto de dados
ordenado

A mediana serd o valor do conjunto de dados que ocupa a posigéo p, ou seja,

Md = x5 =X,
Exemplo:
Se X = tempo (s)
Para x4 =4,5,7,9, 10, temos
n+1 5+1
=——=="_"-3,
P 2

logo,
X5 =Xp) =Xz =78

2° caso: quando n é par
Neste caso, temos duas posi¢des centrais no conjunto de dados ordenado, denotadas
- . n+1 L L
por p1 e p2. Ao utilizarmos a expresséo p = T obtemos um valor n&o inteiro. As posigdes p1

e p2 séo os dois inteiros mais préximos do valor de p.

A mediana sera a média aritmética simples dos valores do conjunto de dados que
ocupam as posigdes p1 e p2, Ou seja,

Md = X(P1) +X(P2) .
2

Exemplo:

Se X = tempo (s)
Para x; =4,5,7,9, 10, 12, temos

logo,

40

+ Moda

A moda, representada por Mo, é o valor de maior ocorréncia num conjunto de dados.
E a unica medida que pode nao existir e, existindo, pode ndo ser unica.

Exemplos:
Sendo X = nimero de pegas defeituosas numa linha de produgao

1.Paraxi=2,3,7,5,7,5,8,7,9, temosMo=7
2.Paraxi=1,3,4,5,4,8,6,8 temos Mo =4 e 8 (conjunto bimodal)
3.Paraxi=5,7,8,3,9,1,4, Mo ndo existe (conjunto amodal)

2 0,9,9, |,

Quando trabalhamos com variaveis continuas, em geral, ndo existem valores repetidos
no conjunto de dados, portanto, a moda nido existe e passa a ter importdncia apenas
conceitual. Numa distribuigao de frequiéncia de variavel continua, a classe que apresenta maior
freqliéncia absoluta representa o pico da distribuicdo e é denominada classe modal. Nesse
contexto, a moda pode ser compreendida como o valor em torno do qual ha maior
concentragéo de valores. Uma distribuigdo continua pode néo ter pico ou ter mais de um pico.

+ Principais caracteristicas das medidas de localizagcao ou tendéncia central

O quadro abaixo apresenta as principais caracteristicas da média, da mediana e da
moda, destacando as vantagens e desvantagens de cada uma em relagéo as demais.

Vantagens

- No caélculo da média participam todos os valores observados.

- E uma medida de facil interpretagéo e presta-se muito bem a tratamentos estatisticos
adicionais.

- E uma medida que sempre existe e é rigida e unicamente determinada.

- E um valor tipico de um conjunto de dados, podendo substituir todos os valores de
um conjunto sem alterar o total.

- E o ponto de equilibrio de uma distribuigdo, sendo tdo mais eficiente quanto mais
simétrica for a distribuicdo dos valores ao seu redor.
Desvantagem

- E uma medida altamente influenciada por valores discrepantes (nio resistente).

Média
aritmética

Vantagens

- Define exatamente o centro de uma distribuigdo, mesmo quando os valores se
distribuem assimetricamente em torno da média.

- Pode ser determinada mesmo quando n&o se conhece todos os valores do conjunto
de dados.

Mediana |- E uma medida que sempre existe e é Unica.

- Esta medida pode ser utilizada para definir o meio de um ndmero de objetos,
propriedades ou qualidades que possam de alguma forma ser ordenados.

- E uma medida resistente, ou seja, ndo sofre influéncia de valores discrepantes.

Desvantagem
- E uma medida que néo se presta a calculos matematicos.

Vantagens

- E uma medida que tém existéncia real dentro do conjunto de dados e em grande
numero de vezes.

- Nao exige célculo, apenas uma contagem.

Moda - Pode ser determinada também para variaveis qualitativas nominais.

Desvantagens

- E uma medida que n&o se presta a calculos matematicos.

- Deixa sem representacéo todos os valores do conjunto de dados que nao forem
iguais a ela.
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3.2. Medidas separatrizes

As medidas separatrizes delimitam proporgdes de observagdes de uma varidvel
ordinal. Sdo medidas intuitivas, de facil compreenséao e frequentemente resistentes.

Para discutir medidas separatrizes, vamos considerar um conjunto de dados ordenado,
representado como X1), Xe), -.., X(n), pressupondo uma ordenagéo ascendente, de modo que X)
€ 0 menor valor e X € o maior valor do conjunto.

A mediana, como ja vimos, € uma medida de tendéncia central, mas também é uma
medida separatriz, pois delimita a proporcao 0,5 dos dados ordenados. Assim, & razoavel
pensar em medidas que delimitem a proporg&o 0,25. Essas medidas sdo denominadas quartis.

Os quartis séo trés medidas que dividem um conjunto de dados ordenado em quatro
partes iguais:

— Primeiro quartil (Q1): pelo menos 0,25 das observacdes sdo menores ou iguais ao
Qs.

— Segundo quartil (Qz): pelo menos 0,5 das observagdes sdo menores ou iguais ao Q2.
O segundo quartil de um conjunto de dados corresponde a mediana (Qz = Md).

— Terceiro quartil (Qs): pelo menos 0,75 das observacdes sdo menores ou iguais ao
Qs.

Para dividir o conjunto de observagdes em dez partes iguais usamos nove medidas
chamadas decis: D+, D2, D3, D4, Ds, Ds, D7, Dg € Dg. O quinto decil (Ds) corresponde ao segundo
quartil e a mediana (Ds = Q2 = Md).

De modo semelhante, é possivel encontrar valores que delimitam porgdes expressas
em percentagem de observagdes, que sdo denominados percentis: P4, P, ..., P1oo. Observa-se
facilmente que o primeiro quartil € o P25, a mediana é o Pso e o terceiro quartil € o percentil Pzs.

Outra medida separatriz € o quantil que corresponde a uma proporgédo acumulada dos
valores. Num conjunto de valores de uma variavel ordinal, um valor para o qual a proporgéo de
pelo menos p dos valores sdo menores ou iguais e pelo menos 1-p sdo iguais ou superiores é
denominado quantil de ordem p, representado por xp,, com 0 <p < 1. Assim, a mediana, os
quartis, os decis e os percentis sdo casos particulares de quantis. Por exemplo, o quantil de
ordem 10, denotado por x 1, indica que a propor¢cao de pelo menos 0,1 das observagbes sao
menores ou iguais a ele.

Existem muitas formas de determinacdo dos quantis. O procedimento mais comum é
baseado no método de inversdo da fungéo de distribuicdo empirica, que ndo sera detalhado
aqui. De acordo com este método, a determinagéo do valor de um quantil x, consiste de uma
seqliéncia de trés passos:

1. Ordenar os dados;

2. Multiplicar a proporgéo (p) pelo nimero de observagdes (n);

3. Fazer np=j+f, onde j é a parte inteira e f a parte decimal do numero resultante do
produto, e seguir a seguinte regra:

X(j) + X

Sef=0 = x,=
2

Sef>0 = X, =Xgn
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Obviamente, a mediana, os quartis e as demais medidas separatrizes podem ser
obtidas, tomando-se p=0,5, p=0,25, p=0,75 e assim por diante. Este método serda o
procedimento padréo para obtencédo dos quantis.

Exemplo:
Para o conjunto de dados abaixo determine os quartis e interprete-os.
Seja X = peso (kg)

e x=3,3,46,7,99 11e12

Resolugao:

— Para Q1, temos p=0,25 e n=9. Fazendo np =j+f, temos
9x0,25=2,25,sendoj=2ef=0,25>0
Q=X 5 = X(j1) =X2+1) = X3) = 4 kg

Significado: a proporgéo de pelo menos 0,25 dos pesos sdo menores ou iguais a 4 kg.

— Para Q2, temos p=0,5 e n=9. Fazendo np=j+f, temos
9x05=45,sendoj=4ef=0,5>0
Qz =X5 =X(j1) =Xa+1) = X(5) = 7 kg
Significado: a proporgéo de pelo menos 0,5 dos pesos sdo menores ou iguais a 7 kg.
— Para Q2, temos p=0,75 e n=9. Fazendo np =j+f, temos
9x0,75=6,75,sendoj=6ef=0,75>0
Q3 =X 75 = X(j11) =Xe+1) = X7) = 9 kg

Significado: a proporgéo de pelo menos 0,75 dos pesos sdo menores ou iguais a 9 kg.
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2.3.3. Medidas de variagao ou dispersao

As medidas de variagdo ou dispersdo complementam as medidas de localizagdo ou
tendéncia central, indicando quanto as observagdes diferem entre si ou o grau de afastamento
das observagdes em relagdo a média.

As medidas de variagdo mais utilizadas sdo: a amplitude total, a variancia, o desvio
padréo e o coeficiente de variagdo.

+ Amplitude total

A amplitude total, denotada por a,, fornece uma ideia de variagédo e consiste na
diferenca entre o maior valor e o menor valor de um conjunto de dados. Assim, temos

a, =ES-El,
onde:

ES: extremo superior do conjunto de dados ordenado;

El: extremo inferior do conjunto de dados ordenado.

A amplitude total € uma medida pouco precisa, uma vez que utiliza apenas os dois
valores mais extremos de um conjunto de dados. Também por esta razdo é extremamente
influenciada por valores discrepantes. E utilizada quando apenas uma ideia rudimentar da
variabilidade dos dados é suficiente.

Exemplo:

Se X = tempo (h)
Paraxi=9,7, 5, 10, 4, temos

a,=ES-ElI=10-4=6h.

Significado: todos os valores do conjunto de dados diferem, no maximo, em 6h.

+ Amplitude interquartilica

A amplitude interquartilica, denotada por a,, é a diferenga entre o terceiro quartil (Qs)
e o primeiro quartil (Q1). Assim, temos

a,=Q;-Q;.

Apesar de ser uma medida pouco utilizada, a amplitude interquartilica apresenta uma
caracteristica interessante que é a resisténcia, ou seja, esta medida, ao contrario da amplitude
total, ndo sofre nenhuma influéncia de valores discrepantes.

Exemplo:

SejaX=peso (kg) e xi=3,3,4,6,7,9,9, 11,12,
onde: Qs =9kg e Qi =4kg., temos

a,=Q3-Q1=9-4=5kg

Significado: 50% dos valores (mais centrais) estdo dentro deste intervalo, portanto,
diferem, no maximo, em 5 kg.
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¢ Variancia

A variancia, denotada por s?, é a medida de dispersdo mais utilizada, seja pela sua
facilidade de compreensdo e calculo, seja pela possibilidade de emprego na inferéncia
estatistica. A variancia é definida como sendo a média dos quadrados dos desvios em relagao
a média aritmética. Assim, temos

<\2
2 Z(Xi - X)

st ="
n-1
onde:
n—1: & o numero de graus de liberdade ou desvios independentes.

A utilizagdo do denominador n—1, em vez de n, tem duas razdes fundamentais:

1. Como a soma dos desvios é nula, ou seja, Z(xi -X)=0, existem n-1 desvios

independentes, isto &, conhecidos n—1 desvios o Ultimo estd automaticamente determinado,
pois a soma é zero.

2. O divisor n—1 faz com que a variancia possua melhores propriedades estatisticas.
Nos casos em que a variancia for utilizada apenas para descrever a variagdo de um
conjunto de dados, entdo, ela podera ser calculada utilizando o nimero de observagdes (n)

como denominador e sera denotada por s,f, ou seja,

Mas se o objetivo for descrever a variagdo dos dados de uma amostra que sera
utilizada para inferir sobre a populagéo, entdo a medida que deve ser utilizada é a variancia
com denominador n—1.

Exemplo:
Se X = tempo (h)
Parax=9,7,5, 10, 4,onde X=7h, temos
S2 _ Z(Xi _Y)Z
n-1

O-7P +(T-72+(B-72+(10-7P +(4-7)
5-1

+
_A%0+4+9+9 26 oy
4 4

Propriedades matematicas da variancia

12 propriedade: A varidncia de um conjunto de dados que nao varia, ou seja, cujos
valores sdo uma constante, é zero.
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22 propriedade: Se somarmos uma constante ¢ a todos os valores de um conjunto de
dados, a variancia destes dados n&o se altera.

. Z[(xi+c)—(i+c)]2 _ > (x—-X+c-c) _ S(x-X°

sx+c_ =S
n-1 n-1 n-1

32 propriedade: Se multiplicarmos todos os valores de um conjunto de dados por uma
constante c, a variancia destes dados fica multiplicada pelo quadrado desta constante.

2 _ 2(ox,—cx)* - 2[elx _i)]2 _ 2c(x —x%)° =c? 2%’ _ a2e2

st = cs”.
n-1 n-1 n-1 n-1

[

Desvantagens da variancia:

— Como a variancia é calculada a partir da média, € uma medida pouco resistente, ou
seja, muito influenciada por valores discrepantes.

— Como a unidade de medida fica elevada ao quadrado, a interpretagdo da variancia
se torna mais dificil.

+ Desvio Padrao

O desvio padrao, denotado por s, surge para solucionar o problema de interpretagao
da variancia e ¢ definido como a raiz quadrada positiva da variancia. Assim, temos

s=vs .

Exemplo:

Se X = tempo (h)
Paraxi=9,7,5, 10, 4, onde s? =6,5h?, temos

s=+/s? =,[6,5h? =2,55h

Podemos observar que o desvio padréo é expresso ha mesma unidade de medida que
os dados, o que facilita a sua interpretagéo. Geralmente, o desvio padrdo é apresentado junto
com a média do conjunto de dados da seguinte forma: X +s. Deste modo, temos a indicagao
da variagdo média dos dados em torno da média aritmética.

+ Coeficiente de Variagao

O coeficiente de variagédo, denotado por CV, é a medida mais utilizada quando existe
interesse em comparar variabilidades de diferentes conjuntos de dados. Embora esta
comparagao possa ser feita através de outras medidas de variagdo, nas situagdes em que as
médias dos conjuntos comparados sao muito desiguais ou as unidades de medida s&o
diferentes, devemos utilizar o CV.

O coeficiente de variagdo ¢ definido como a propor¢cdo da média representada pelo
desvio padréo e dado por

CV =

x| | »
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Exemplo:
Se X = tempo (h)

Paraxi=9,7,5,10,4,onde Xx=7h e s=2,55h, temos

100 =36,4%

cv = S4g = 259N
X 7

As vantagens do coeficiente de variagdo sobre as demais medidas de variagdo sdo as
seguintes:

— O CV é desprovido de unidade de medida, uma vez que, é expresso em
percentagem;
— O CV é uma medida relativa, ou seja, que relaciona o desvio padrédo (s) com a sua
respectiva média aritmética (x). Deste modo, um desvio padrdo maior pode, algumas vezes,
representar uma variabilidade menor quando relacionado com a sua média.

A conveniéncia da utilizagdo do CV para a comparagdo das variabilidades de
conjuntos de dados com médias ou com unidades de medida diferentes pode ser verificada nos
seguintes exemplos:

1. Consideremos que x1; € Xz S80 conjuntos de valores referentes a produgdo diaria de
leite (em kg) de vacas das ragas Holandesa e Jersey, respectivamente, para os quais foram
obtidas as seguintes medidas:

Holandesa: X, =25kg, s,=4,2kg, CV,=16,8%

Jersey: X, =13kg, s, =3,4kg, CV, =26,2%

Podemos observar que se utilizassemos o desvio padrdao para comparar as variagdes
dos conjuntos de dados, concluiriamos que o grupo das vacas holandesas é mais variavel, pois
apresenta o maior valor para esta medida. Entretanto, ndo podemos deixar de considerar que o
desvio padrdo 4,2, mesmo sendo o maior, quando relacionado a média 25, representa uma
porgdo menor deste valor do que o desvio padrdo 3,4 quando relacionado a média 13. Sendo
assim, quando as médias sdo muito desiguais, devemos utilizar na comparagéo dos conjuntos
de valores o CV que é uma medida relativa.

2. Consideremos, agora, que x; e yi sdo conjuntos de valores referentes a alturas (em
cm) e pesos (em kg), respectivamente, de um grupo de estudantes, para os quais foram
obtidas as seguintes medidas:

Altura: x=165cm, s, =30cm, CV, =18,2%
Peso: y=58kg, s,=9kg, CV,=15,5%

Verificamos, neste caso, que para a comparagédo de conjuntos de valores expressos
em diferentes unidades de medida, o CV é a unica medida que pode ser utilizada por ser
desprovida de unidade de medida. Se utilizassemos qualquer outra medida de variagdo
estariamos comparando centimetros com quilogramas, o que n&o seria possivel, uma vez que
tais grandezas nao sdo comparaveis.
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2.3.4. Medidas de formato

O formato é um aspecto importante de uma distribuicdo. Embora mudangas em uma
medida de variagdo também provoquem alteragdes no aspecto visual, o formato de uma
distribuicdo se relaciona com as ideias de simetria e curtose.

Varias medidas tém o objetivo de informar sobre o formato de uma distribuicdo. Entre
as mais precisas estdo os coeficientes de assimetria e de curtose, que séo calculados a partir
dos momentos da distribuigao.

+ Momentos
Os momentos, denotados por m,, sdo medidas calculadas com o propdsito de estudar

a distribuicdo. De um modo geral, tanto mais conhecemos uma distribuigdo quanto mais
conhecermos sobre os seus momentos. O momento de ordem r centrado num valor a é dado

por
Z(Xi -a) )

n

m, =

Dois valores de a geram momentos importante num conjunto de dados:
— Quando a=0, temos os momentos centrados na origem, denominados momentos

ordinarios de ordem r e representados por m;. Assim, temos

ml’

X
n

Exemplos:

Parar =1, temos: m) = 2

n
2
X
Parar =2, temos: m), = Z !

3
X
Parar =3, temos: m, = 2 !

4
X.
Parar =4, temos: m), = Z !

— Quando a=X, temos os momentos de ordem r centrados na média e representados
por m, . Assim, temos

Z(Xi -x) ]

n

m =

N

Exemplos:

Parar =1, temos: m, = M
n

<\2
X, — X
Parar =2, temos: m, :&7)
n
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Z (x - x)°

n

Z (xi — x)!

n

Parar = 3, temos: m, =

Parar =4, temos: m, =

+ Coeficiente de assimetria

Entre as varias medidas de assimetria que devem informar se a maioria dos valores se
localiza a esquerda, ou a direita, ou se estdo uniformemente distribuidos em torno da média
aritmética, temos o coeficiente de assimetria, denotado por a, . Esta medida indica o grau e o

sentido do afastamento da simetria e é obtida utilizando o segundo e o terceiro momentos
centrados na média, através da seguinte expressao

_ 3
a; = .
m,+/m,

A classificagéo da distribuigdo quanto & simetria é feita de acordo com o valor do a,:

- Se a; < 0, a distribuigéo & classificada como assimétrica negativa, indicando que a
maioria dos valores sdo maiores ou se localizam a direita da média aritmética.

— Se a, = 0, a distribuicio é classificada como simétrica, indicando os valores estédo
uniformemente distribuidos em torno da média aritmética.

- Se a,> 0, a distribui¢io é classificada como assimétrica positiva, indicando que a
maioria dos valores sdo menores ou se localizam a esquerda da média aritmética.

% ® ¥

Assimétrica negativa Simétrica Assimétrica positiva

+ Coeficiente de curtose

As medidas de curtose indicam o grau de achatamento de uma distribuicdo. O
coeficiente de curtose, denotado por a,, é calculado a partir do segundo e do quarto momentos
centrados na média, através da seguinte expressao

m
__4
a,=—%.
m,

A curtose esta relacionada com o grau de concentragéo das observacdes no centro e
nas caudas da distribuicdo e n&o tem interpretacdo t&do intuitiva quanto a simetria. A
classificagéo da distribuigéo é feita de acordo com o valor do a,, tendo por base a curtose que

ocorre na distribuicdo normal, que é classificada como mesocurtica.
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- Se a, <3, a distribuicéo é classificada como platicdrtica, indicando que ocorre baixa

concentragéo de valores no centro, tornando a distribuicdo mais achatada que a distribuicao
normal. A concentragdo de valores nos eixos média mais ou menos o desvio padrdo é maior
que na distribuicdo normal.

- Se a, =3, a distribuicdo é classificada como mesocdurtica, indicando que a

concentragdo das observagdes ocorre de forma semelhante a da distribuigdo normal. A
concentragdo de valores nos eixos média mais ou menos o desvio padrédo é maior que na
distribuicdo normal.

- Se a, >3, adistribuigéo é classificada como leptocdrtica, indicando que ocorre alta

concentragdo de valores no centro e nas caudas, 0 que provoca um pico maior que o da
distribuicdo normal. A concentragdao de valores em torno dos eixos média mais ou menos o
desvio padréo é menor do que na distribuigdo normal.

il Lt e

Platicurtica Mesocurtica Leptocurtica

As medidas de curtose sdo muito pouco utilizadas, exceto em algumas areas
especificas como vendas, onde geralmente existe interesse no estudo da extensdo dos picos
das distribuigdes.

2.3.5. Medidas descritivas para dados agrupados em classe

As medidas descritivas podem ser calculadas a partir de dados agrupados em classe.
Entretanto, quando calculadas a partir de tabelas de distribuicdo de frequéncias de variaveis
continuas, essas medidas, em geral, sdo apenas aproximagdes das medidas obtidas a partir
dos dados ndo agrupados.

* Medidas de localizagao ou tendéncia central
— Média aritmética

Nas distribuigdes de frequéncias de variaveis continuas inexistem valores individuais.
Consideramos, entédo, que o melhor representante dos valores de uma classe é o centro de
classe (c) e, a partir destes valores, determinamos a média da variavel. Devemos observar, no
entanto, que os centros de classe representam numeros diferentes de observagdes, ndo
podendo participar da média com o mesmo peso. Assim, a média da distribuicdo serd a média
ponderada (pelas frequéncias absolutas) dos centros de classe, que é definida por

k
2cf

=1

M~
-0
=

x|

1]
T
|

n
FJ'

N
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O valor da média de uma distribuicdo é obtido com um erro provocado pelo
agrupamento dos dados. Esse erro é tanto menor quanto maior for a simetria dos valores de
cada classe em relagdo ao seu centro ou ponto médio (c). Entretanto, nas distribuigbes
discretas, como a da Tabela 2.12, tal erro ndo é cometido, pois ndo existe representacao pelo
centro de classe.

— Classe mediana e classe modal

Embora existam expressdes para o célculo aproximado da mediana e da moda a partir
de dados agrupados em classe, aqui nos interessara apenas determinar a classe mediana e a
classe modal.

A classe mediana é aquela onde estad compreendida a mediana. Esta classe é a
primeira cuja frequéncia absoluta acumulada (Fj) é maior ou igual ao valor de p (posicéo da

mediana). A posigao da mediana, como ja vimos anteriormente, € obtida através da expressao

A classe modal é aquela que possui a maior frequéncia absoluta, mas nio é&,
necessariamente, a classe que compreende a moda do conjunto de valores.

+ Medidas de variagao ou dispersao
- Variancia

Devido a inexisténcia de valores individuais na distribuicdo de frequéncias, devemos
utilizar para o célculo da variancia a seguinte expressao

_\2
2 Z FJ (CJ B XP)
S =
n-1
A variancia pode ser entendida como uma medida da extensdo de um histograma ou
de um poligono de frequéncias sobre o eixo horizontal.
— Desvio padréo e coeficiente de variagao

O desvio padrao e o coeficiente de variagdo para dados agrupados s&o obtidos da
mesma forma que para dados ndo agrupados. Assim, temos

s=vs2 e CV=-100.
X

P
+ Medidas de formato

As expressdes que definem o coeficiente de assimetria e o coeficiente de curtose,
também permanecem as mesmas que para os dados néo agrupados, respectivamente,

ms
a,=—2— e a,

mz\/E

m,
m;
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Porém, os momentos centrados da média, utilizados no calculo desses coeficientes,
pelas mesmas razoes ja mencionadas para a varidncia e para a média, sdo assim definidos

v o o
mZ:ZFJ(Cj‘Xp) , m3:Z':i(Cj‘Xp) e m4=ZF,»(C,»—Xp) .
n n n

Vamos utilizar a distribuicdo de frequéncias apresentada na Tabela 2.13, para
exemplificar o calculo das medidas descritivas a partir de dados agrupados em classe.

Para facilitar a obtengédo destas medidas, convém utilizar a tabela auxiliar abaixo que
inclui todos os calculos intermediarios necessarios.

j Classes C; R R of  Flc,-%) F(c,-%)  Flc;-%)
1 16 —19,3 17,65 7 7 123,55 496,27 -4.178,63 35.184,10
2 19,3}—22,6 20,95 9 16 188,55 235,93 -1.207,96 6.184,75
3 22,61—259 24,25 5 31 363,75 49,69 -90,43 164,58
4 2591—293 27,55 12 43 330,60 26,28 38,90 57,57
5 29,21—325 30,85 9 52 277,65 205,64 982,94 4.698,44
6 32,5|—35,8 34,15 6 58 204,90 391,72 3.165,08 25.573,88
7 35,8 |— 39,1 37,45 2 60 74,90 259,01 2.947 .52 33.542,78

P — 60 - 1.563,9 1.664,54 1.657,42  105.406,11

A partir dos totais da ultima linha da tabela, podemos facilmente calcular as medidas.
Assim temos:
k
2cf
= ~1563,9
n
Como n é par, existem duas posi¢des centrais no conjunto. Sendo

Média aritmética: Yp =

=26,07kg

n+1 =602+1 -30,5,

2

as posicdes p1 e p2 sdo os inteiros mais préoximos de 30,5, ou seja, 30 e 31, respectivamente. A
primeira classe a apresentar freqiiéncia absoluta acumulada igual a posi¢éo (de maior valor, no

caso de n par) da mediana ¢é a terceira, F/=31, significando que os valores que ocupam as
posicdes 30 e 31 pertencem a esta classe. Portanto, a classe mediana é a terceira.

A classe com maior frequéncia absoluta também ¢ a terceira, F, =15 . Assim, a classe
modal é a terceira.

_\2
YF(c,-%,)  1664,54kg’
n-1 601

Desvio padrao: s =+/s? =+/28,21kg? = 5,331kg

Variancia: s? = =28,21kg?

_ 5,331kg

100 = 20,37%
26,07kg

Coeficiente de variagdo: CV = ;1 00
X
P
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Momentos centrados na média:

7 \2
_2Fle;-%,)" _1664,54kg?

m =27,74kg?
2 n 60 g
F(c.-x ) 3
m3:2 (6;=%,)° _1657,42kg _ 27.62kg"
n 60
F(c.-x ) 4
m, _ 2Rl %) =10540§(;11k9 —1756,77kg’
n

Coeficientes de assimetria e curtose:

m, 27,62kg’

a, = =
P omym,  27,74kg?\[27, 74kg?

=0,189 — indica que a distribuicao é simétrica

_m, 1756,77 kg*

4= =—=2,283 — indica que a distribuicdo é platicurtica

m; (27,74 kg?)’

Devemos salientar que as medidas para dados agrupados em classe vém sendo cada
vez menos utilizadas. A obtencdo de medidas descritivas a partir de distribuigbes de
frequéncias tem como principal objetivo facilitar o processo de célculo, pois, quando se trata de
conjuntos de dados muito grandes, essa tarefa é bastante trabalhosa. Outra razdo que justifica
0 uso dessas medidas ¢ a falta de acesso aos dados originais (ndo agrupados). Contudo,
sabe-se que medidas obtidas a partir de dados agrupados em classe, na maioria das vezes,
ndo sdo exatas. Com o advento da computacdo e o desenvolvimento de programas
estatisticos, o problema da dificuldade no processo de calculo foi superado, uma vez que estes
programas executam calculos trabalhosos com rapidez e exatidao. Sendo assim, ndo havendo
mais a dificuldade para a obtengdo das medidas exatas, ndo ha razdo para continuarmos
utilizando as medidas aproximadas.

No quadro abaixo podemos observar os valores das medidas calculadas a partir dos
dados ndo agrupados e a partir da tabela de distribuicao de frequéncias.

Dados ndo agrupados Dados agrupados em classe
X=25,78 kg X= 26,07 kg

Md = 25 kg Classe mediana: [22,6 ; 25,9)
Mo =23 kg Classe modal: [22,6 ; 25,9)
s? = 28,64 kg? s? = 28,21 kg?

s = 5,352 kg s =5,331 kg

CV =20,76% CV =20,37%

m; = 28,16 kg? my = 27,74 kg?

m; = 32,48 kg® m; = 27,62 kg®

ms = 1.875,62 kg* ms = 1.756,77 kg*

a3 =0,218 a3 = 0,189

as = 2,365 as = 2,283
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Comparando os valores das medidas calculadas pelos dois processos, podemos
verificar que as medidas obtidas dos dados agrupados em classe sdo aproximacdes daquelas
obtidas a partir dos dados n&o agrupados, que sdo as medidas exatas. Tanto maior sera esta
aproximagdo, quanto mais simétrica for a distribuicdo dos valores dentro dos intervalos de
classe.

+ Medida descritiva e escala de medida

Algumas medidas descritivas exigem uma escala de medida minima para serem
obtidas. A tabela relaciona a escala necessaria para algumas medidas.

Medida Escala minima
Moda Escala nominal
Quantis Escala ordinal
Média aritmética Escala intervalar

Coeficiente de variacdo Escala de razdo
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Exercicios propostos:

2.4. Os valores que seguem sdo os tempos (em segundos) de reagao a um alarme de incéndio,
apos a liberagéo de fumaga de uma fonte fixa:

12 9 11 7 9 14 6 10
Calcule as medidas de localizagdo (média, mediana e moda) e as medidas de variagdo

(amplitude total, variancia, desvio padrao e coeficiente de variagdo) para o conjunto de dados.

2.5. Foram registrados os tempos de frenagem para 21 motoristas que dirigiam a 30 milhas por
hora. Os valores obtidos foram:

69 568 70 80 4 61 65 74 75 55 67
5 70 72 61 66 58 68 70 68 58

Para este conjunto de valores, calcule os quartis e a amplitude interquartilica e
interprete esses valores.

2.6. Calcule as medidas descritivas para o conjunto de dados referente ao niumero de paes nao
vendidos em uma certa padaria até a hora do encerramento do expediente

j Classes F F ¢F  F(c;-%X,)* Fl(g-%)  Flc,-x)
1 0 20
2 1 7
3 2 7
4 3 3
5 4 2
6 5 1
)y 40 -

2.7. Calcule as medidas descritivas para o conjunto de dados agrupados em classes,
apresentado na tabela abaixo.

Frequéncia do valor gasto (em reais) pelas primeiras 50 pessoas que entraram em um
determinado supermercado, no dia 01/01/2000.

] Classes % i i of  Fle-%) Flo;-%) Fle;-%)
1 3,11 |— 16,00 8
2 16,00 |— 28,89 20
3 28,89 |—41,78 6
4 41,78 |—54,67 8
5 54,67 |—67,56 3
6 67,56 |—80,45 1
7 8045 || 93,34 4
x - 50 _
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2.4. Analise exploratoéria de dados

Vimos que a média aritmética e a varidncia, por serem medidas de facil compreenséo
e apresentarem boas propriedades matematicas e estatisticas, sdo muito utilizadas para
representar, respectivamente, a tendéncia central e a dispersdo de um conjunto de valores.
Entretanto, é importante destacar que essas medidas descrevem de forma étima apenas as
distribuicdes de frequéncias unimodais, simétricas e mesocurticas. Podemos citar pelo menos
uma limitacao importante do uso indiscriminado da média e da varidncia na descricdo de um
conjunto de dados. Sabemos que essas duas medidas sdo pouco resistentes; portanto, numa
distribuicdo assimétrica, seus valores seriam bastante afetados pelos valores discrepantes.

John Tukey, em 1970, propds algumas técnicas que, dentre outras vantagens,
contornavam esse problema advindo do uso da média e da varidncia para descrever
distribuicdes assimétricas. O conjunto dessas técnicas, denominado Analise Exploratéria de
Dados, ndo sé constituiu um complemento as técnicas estatisticas classicas, como foi também
uma valiosa alternativa para descrever dados que ndo seguem o modelo unimodal, simétrico e
mesocurtico. O enfoque proposto pela Andlise Exploratéria de Dados pretende obter medidas
resistentes e robustas.

Vimos que medidas resistentes sdo aquelas que se mostram pouco sensiveis a
presenga de valores anémalos (discrepantes do nucleo central da distribuicdo). Uma medida
resistente mostrara poucas variagdes diante da substituicdo dos valores originais por outros
muito diferentes, devido a sua focalizagdo na parte central ou relativamente agrupada da
distribuicdo. Dentre as medidas resistentes, o enfoque classico tem a mediana como principal
exemplo. Sdo denominadas medidas robustas aquelas que apresentam pouca sensibilidade
diante dos desvios aos pressupostos basicos inerentes aos modelos probabilisticos, como
acontece com relagdo a forma da distribuigédo, por exemplo.

As técnicas exploratérias ajudam a comprovar as condi¢cdes de aplicacdo dos testes
de hipoteses (que serdo vistos, mais adiante, na Inferéncia Estatistica), a detectar erros ou
valores discrepantes, a buscar a melhor transformacédo de dados quando houver necessidade,
etc. Em geral, ddo uma visdo distinta, prévia, mas complementar as técnicas de Inferéncia,
também chamadas de confirmatdrias. Tudo isso repercute em melhor qualidade da analise de
dados.

Nosso objetivo aqui é apresentar trés dessas técnicas: o resumo de cinco niumeros, o
grafico de caixa (“box plot”) e o diagrama de ramos e folhas. O grafico em caixa, além de
representar os dados dando uma ideia precisa do formato da distribuicdo, ainda permite a
identificagéo de valores discrepantes.

¢+ Resumo de cinco nimeros

O resumo de cinco numeros descreve o conjunto de dados através de cinco valores: a
mediana (Md), os quartis, primeiro (Q1) e terceiro (Qs), e os extremos, inferior (El) e superior
(ES). A partir desses valores, podemos calcular: a amplitude interquartilica (aq), obtida pela
diferenca entre os quartis; a dispersao inferior (DI), obtida pela diferenga entre a mediana e o
extremo inferior; e a dispersédo superior (DS), diferenca entre o extremo superior e a mediana.
O resumo de cinco numeros fornece uma ideia acerca da simetria da distribuicdo porque o
percentual de observagbes compreendido dentro de cada um desses intervalos é conhecido
(25%).

Assim, se a diferenga entre o primeiro quartil e extremo inferior é aproximadamente
igual a diferenga entre o extremo superior e o terceiro quartil (Q, -EI=ES -Q,) e a diferenca

entre a mediana e o primeiro quartil € aproximadamente igual a diferenga entre o terceiro
quartil e a mediana (Md—-Q,=Q, -Md), a distribuicdo é considerada simétrica. Na figura

abaixo podemos observar alguns casos simétricos.
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El 9 Dy gpge Md opo, s 9 ES
; 25% ; 25% : 25% ; 25% A 2,<DI=D5
El o} M d o} ES
; 25% :‘ 25% : 25% :3 25% A 3,>DI=DS

B aow G sy MI gmw & g5 ES 2, DI =D$
Extrema Primeiro : Terceiro Extrema
inferiar quartil MEgar quartil superior

Se uma dessas duas condigdes nao for atendida, entdo, a distribuicdo sera
assimétrica. Por exemplo, se a dispersdo superior for muito maior que a dispersao inferior,
teremos uma distribuicdo assimétrica positiva, indicando que a maior concentragéo de valores
esta entre o extremo inferior e a mediana, ou ainda que os valores que se localizam abaixo da
mediana sdo mais homogéneos do que aqueles que se localizam acima dela. Se, em caso
contrario, a dispersdo inferior for maior que a dispersdo superior, teremos uma distribuicao
assimétrica negativa. Na figura abaixo podemos observar alguns exemplos de distribuicdes
assimétricas.

25% 25% 25% 25% 25% 5% 26% 268%
El o, Md Q, ES El o) Ml Q, ES
50% Ol = DS S DI<DS
—_ .
3 Agsimeétrica aq Assimetrica
0% 50% negativa 50% T positiva
o Ds DI DS
25% 25% . 25% 25% 25% 25% 25% 25%
El Q Md Qg ES El Qy Md e EsS
50% DE= 0% DI <Ds
a, Assimétrica 2 Assimétrica
. 50% , 50% . negativa 0% S positiva
ol Ds DI Ds

Consideremos agora um exemplo resolvido:

Os dados abaixo se referem aos pesos ao nascer (em kg) de 61 bovinos machos da
raca Ibagé.

16, 17, 17, 18, 18, 18, 19, 20, 20, 20, 20,
20, 21, 21, 22, 22, 23, 23, 23, 23, 23, 23,
23, 23, 23, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 26, 26,
27, 27, 27, 27, 28, 28, 28, 29, 29, 29, 30,
30, 30, 30, 30, 30, 30, 31, 32, 33, 33, 33,
34, 34, 35, 36, 39, 45

Para esses dados vamos obter o esquema de cinco numeros, a amplitude
interquartilica e a disperséo inferior e a disperséo superior.
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El Q Md G ES
16 2 25 a0 48
G og=g
22 a0
El pi=g Md DS=120 ES
1.5 2'5 45

O resumo de cinco nimeros permite verificar que a distribuicdo ndo é simétrica, pois
as distancias entre esses valores sao diferentes.

Veremos a seguir que, através dos quartis e da amplitude interquartilica, também é
possivel identificar a presenga de valores discrepantes no conjunto de dados.

Identificagcao de valores discrepantes

Um critério objetivo para a identificacdo de valores discrepantes num conjunto de
dados utiliza duas medidas denominadas cerca inferior (Cl) e cerca superior (CS). A cerca
inferior é calculada subtraindo-se do primeiro quartil uma e meia amplitude interquartilica, e a
cerca superior, somando-se esta mesma quantidade ao terceiro quartil. Assim, temos:

Cl=Q,-1,5a, e CS=Q,+1,53,
Séo considerados discrepantes os valores que estivem fora do seguinte intervalo:
[Q,-1,58,; Q;+1,53, | -

Valores menores que a cerca inferior sdo denominados discrepantes inferiores e os
valores maiores que a cerca superior sdo os discrepantes superiores.

No exemplo, serdo considerados discrepantes os valores que estiverem fora dos
limites da cerca superior e da cerca inferior:

Cl=Q,-1,5a,=22-1,5x8=10
CS=Q;+1,5a,=30+1,5x8=42

Verificamos que o valor 45 ultrapassa a cerca superior, portanto, é classificado como
discrepante superior.

+ Grafico de caixa (box plot)

A informagdo dada pelo resumo de cinco niumeros pode ser apresentada em forma de
um grafico de caixa, que agrega uma série de informagdes a respeito da distribuicado, tais como
localizagdo, dispersao, assimetria, caudas e dados discrepantes. Antes de construir o grafico
precisamos definir o que s&o valores adjacentes. Sdo adjacentes o menor e o maior valores
ndo discrepantes de um conjunto de dados, ou seja, o maior valor que n&o ultrapassa a cerca
superior e o menor valor que ndo ultrapassa a cerca inferior. Se num conjunto de dados
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nenhum valor é considerado discrepante, os valores adjacentes sdo os proprios extremos. Para
construir o grafico de caixa, consideraremos um retadngulo onde estardo representados os
quartis e a mediana. A partir do retangulo, para cima e para baixo, seguem linhas,
denominadas bigodes, que vao até os valores adjacentes. Os valores discrepantes recebem
uma representacgdo individual através de uma letra ou um simbolo. Assim, obtemos uma figura
que representa muitos aspectos relevantes de um conjunto de dados, como podemos observar
na ilustragéo abaixo.

45 * = Distrepante superior

" = = Adjacente superiar

35

Terceiro quartil

30
M ediana

25 Primeiro guartil

20

1 = Adjacente inferior

15 * = Discrepante inferior

A posigéo central dos valores é dada pela mediana e a dispersdo pela amplitude
interquartilica (aq). As posi¢des relativas da mediana e dos quartis e o formato dos bigodes dao
uma nogao da simetria e do tamanho das caudas da distribuigao.

Na figura abaixo podemos observar o grafico em caixa representando diferentes tipos
de distribuigdes:

a) distribuicdo assimétrica positiva, com trés valores discrepantes superiores;
b) distribuigdo simétrica, com um valor discrepante inferior;
c) distribuicdo assimétrica negativa, sem valores discrepantes.

45+ 45 4 434
*
*
40 4 40 4 40 4
* [
Ech 35+ 35+
30 30+ 30+
251 254 254
204 I 204 204
154 154 * 154
a) assimétrica positiva b) simétrica c) assimétrica negativa
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Vale lembrar que quando encontramos um valor discrepante num conjunto de dados a
sua origem deve ser investigada. Muitas vezes, os valores discrepantes, de fato, fazem parte
do conjunto de dados, reforcando a caracteristica assimétrica da distribuicdo. Mas,
eventualmente, estes valores podem ser oriundos de erros na afericdo ou no registro dos
dados. Em geral, distribuicbes com caudas longas (indicadas por bigodes longos no grafico),
caracteristica comum de distribuicdes assimétricas, apresentam uma tendéncia maior de
produzir valores discrepantes. Nas figuras acima, os bigodes de diferentes tamanhos indicam
distribuicdes assimétricas. O valor discrepante parece ser uma anomalia maior na figura b, pois
se trata de uma distribuicdo simétrica e com caudas curtas. De qualquer modo, uma inspegao
cuidadosa nos dados e nas eventuais causas da ocorréncia desse(s) valor(es) € sempre uma
providéncia necessaria antes que qualquer atitude seja tomada em relagéo a esses dados.

A seguir temos o grafico em caixa representando o conjunto de dados do exemplo,
que se refere aos pesos ao nascer de bovinos machos da raga Ibagé.

454 *
404
354

30 1

251

204

154

+ Diagrama de ramo e folhas

Trata-se de uma ferramenta exploratéria Util para descrever pequenos conjuntos de
dados. O método fornece uma boa visdo geral dos dados sem que haja uma perda de
informagdo, pois cada valor mantém a sua identidade. Eventualmente, alguns algarismos
podem ser desprezados para facilitar a representagao do conjunto.

O diagrama de ramos e folhas é um procedimento alternativo para resumir um
conjunto de valores, que fornece uma ideia da forma de sua distribuicdo, semelhante a um
histograma. Este grafico € uma boa opgéo quando temos em méos somente os dados, caneta
e papel.

Para ilustrar a montagem do diagrama de ramo e folhas, consideremos os seguintes
dados relativos as notas de 40 alunos em uma prova de Estatistica.

O primeiro passo é a separagdo dos dados, combinando todos os valores que
comegam com 4, todos que comegam com 5, todos que comegam com 6, e assim por diante.
Assim, temos
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43 49 45

59 56 57 56 56 59

68 67 65 67 68

78 78 75 73 76 79 78 77 76

86 84 89 87 84 87 85 86 86 87 83 85
94 96 94 94 96

Esse arranjo ja é bastante informativo, mas ndo é o tipo de diagrama utilizado na
pratica. Para simplificar ainda mais, mostramos o primeiro digito uma vez para cada linha, a
esquerda e separando dos outros digitos por meio de uma linha vertical. Assim, temos

©

~N ©

876
566735

©oo~NOOA
»OO0WOOW
OB OO~NO O
P OOCOTOINO
ANOWNO
O OO

Isso é o que denominamos diagrama de ramo e folhas. Nesse arranjo, cada linha é
denominada ramo, cada numero no ramo a esquerda da linha vertical € chamado rétulo do
ramo e cada niimero a direita da linha vertical & denominado folha. E bastante interessante que
as folhas do diagrama sejam ordenadas facilitando ainda mais a interpretagdo. Dessa forma,
nosso diagrama resulta assim:

[(e]

o 0o

889
667779

©oOo~NOOO N>
POOOWOOW
Abhoa~NO O
APhONO O
[e2¢; We>Ne TN
o 01N 00 ©

Existem varias maneiras de organizar um diagrama de ramo e folhas. Por exemplo, os
rétulos dos ramos ou as folhas poderiam ser de dois digitos, como por exemplo, o conjunto
240, 242, 245, 248 e 249, sendo representado de duas formas:

24102589
ou
2|40 42 45 48 49.

Em casos de muitos valores pode ser necessario obter mais ramos, repetindo cada
rétulo de ramo, por exemplo, duas vezes, sendo o primeiro com as folhas de 0 a 4 e o segundo
com as folhas de 5 a 9. Esse tipo de diagrama é chamado diagrama de ramos duplos. Um
diagrama de ramo e folhas pode ainda ser complementando com informagdes adicionais, como
o numero de observagdes em cada ramo.
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Exercicios propostos:

2.8. Os dados abaixo se referem aos valores gastos (em reais) pelas primeiras 50 pessoas que
entraram em um determinado Supermercado, no dia 01/01/2000.

3,11 8,88 926 10,81 12,69 13,78 1523 1562 17,00 17,39
18,36 18,43 19,27 1950 19,54 20,16 20,59 22,22 23,04 24,47
2458 2513 26,24 2626 27,65 28,06 28,08 2838 32,03 36,37
38,98 38,64 39,16 41,02 42,97 44,08 44,67 4540 46,69 48,65
50,39 52,75 54,80 59,07 6122 7032 82,70 8576 8637 93,34

Para esses dados:

a) Obtenha o resumo de cinco numeros.

b) Verifique se existem valores discrepantes.

c) Construa o grafico de caixa.

d) Com base no grafico, classifique a distribuigdo quanto a simetria. Justifique sua resposta.

2.9. As duragdes (em horas de uso continuo) de 25 componentes eletrénicos selecionados de
um lote de produgao sao:

834, 919, 784, 865, 839, 912, 888, 783, 655,
831, 886, 842, 760, 854, 939, 961, 826, 954,
866, 675, 760, 865, 901, 632, 718.

Construa um diagrama de ramo e folhas com rétulos de ramos com um digito e folhas de dois
digitos. Use esse diagrama de ramo e folhas para decidir sobre a simetria desses dados.
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3.1. Probabilidade no espacgo basico
3.1.1. Introdugao

A Estatistica, desde as suas origens (antigo Egito — 3000 anos a.C.) até meados do
século XIX, se preocupava apenas com a organizagdo e a apresentacdo de dados de
observagao coletados empiricamente (Estatistica Descritiva).

Somente com o desenvolvimento da teoria das probabilidades foi possivel que a
Estatistica se estruturasse organicamente e ampliasse seu campo de ag&o, através da criagéo
de técnicas de amostragem mais adequadas e de formas de relacionar as amostras com as
populacdes de onde provieram (Inferéncia Estatistica).

A probabilidade é uma area relativamente nova da matematica (considerando a idade
da matematica) que tem como finalidade a modelagem de fenémenos aleatérios. Modelar
significa conhecer matematicamente. Uma das fungdes da matematica é a criagdo de modelos
que possibilitem o estudo dos fenébmenos da natureza. Ao estudar um fenémeno, temos
sempre o interesse de tornar a sua investigacdo mais precisa e, para isso, tentamos formular
um modelo matematico que melhor o explique.

Na formulagdo do modelo matematico mais adequado deve-se levar em conta que
certos pormenores sejam desprezados com o objetivo de simplificar o modelo. Deste modo,
tanto maior sera a representatividade do modelo quanto menor foi a importancia destes
detalhes na elucidagdo do fendbmeno considerado.

A verificagdo da adequagdo do modelo escolhido ndo pode ser feita sem que alguns
dados de observacdo sejam obtidos. Através da comparagdo dos resultados previstos pelo
modelo com um determinado nimero de valores observados, poderemos concluir se 0 modelo
€ ou nao adequado para explicar o fendmeno em estudo.

Dependendo do fenémeno que esta sendo estudado, os modelos matematicos podem
ser de dois tipos:

a) Modelo deterministico: é aquele em que ao conhecer as varidveis de entrada, ou
seja, as condi¢des do experimento, é possivel determinar as variaveis de saida, isto é, os seus
resultados. Para os fendbmenos deterministicos existe a certeza do resultado que ocorrera. Na
fisica classica, a maioria dos fenémenos estudados s&o deterministicos.

Exemplo: Se o deslocamento de um objeto é definido pela expressdao s=vt e sdo

conhecidos os valores de v (velocidade) e t (tempo), entdo o valor de s fica implicitamente
determinado.

b) Modelo estocastico, probabilistico ou aleatério: é aquele em que, mesmo
conhecendo as condigdes do experimento, ndo & possivel determinar o seu resultado final.
Neste modelo, é introduzido um componente aleatorio e s6 é possivel determinar a chance de
ocorréncia de um resultado. Na biologia, os fendbmenos séo probabilisticos.

Exemplo: O nascimento de um bovino. Ndo é possivel determinar o sexo do recém
nascido, somente a sua probabilidade de ocorréncia: 0,5 para fémea e 0,5 para macho.

A modelagem de um experimento aleatério implica em responder trés questdes
fundamentais:

— Quais as possiveis formas de ocorréncia?

— Quais séo as chances de cada ocorréncia?

— De que forma se pode calcular isso?
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Um pouco de histéria...

O estudo das probabilidades teve suas origens
no século XVIlI, a partir do interesse de dois
matematicos franceses, Pascal e Fermat, em resolver
problemas relacionados com jogos de azar, que lhes
eram propostos pelo nobre francés Cavalheiro de
Meére.

Data de 1713, entretanto, o primeiro grande
tratado nesse campo escrito por Jacques Bernoulli

- : denominado Ars Conjectandi (Arte das Conjecturas).
Blaise Pascal Bernoulli exemplificou seu trabalho principalmente em
(1623 -1662) termos de jogos de azar.

Pierre Fermat
(1601 -1665)

Na mesma linha seguiram alguns trabalhos subsequentes, com destaque para a obra
de Abraham de Moivre iniciada, em 1718, com Doctrine of Changes. A famosa distribuicdo
normal foi deduzida pelo francés de Moivre como resultado do limite da expansao do bindmio
(a + b)", embora ainda nao tivesse sido colocada como uma distribuicdo de probabilidade.
Mais tarde, essa relacdo veio a ter uma importancia muito grande por estabelecer a
aproximagao da distribuigdo binomial em relagcdo a normal.

O extraordinario avango das probabilidades, entretanto, deu-se no inicio do século
XIX, através do matematico Laplace com seu classico Thedrie analytique des probabilités

(1812), onde mostra que a area sob a curva normal é \/E e fornece uma prova formal sobre o
método dos quadrados minimos.

Praticamente no mesmo periodo, o
matematico e astrbnomo alemdo Gauss, chegou
aos mesmos resultados sobre a curva normal de
probabilidades, estudando a distribuicdo dos erros
de medida. Mas somente no século XX é que se
desenvolveu uma teoria matematica rigorosa
baseada em axiomas, definigbes e teoremas.

As distribuicdbes de probabilidades sé&o
consideradas hoje a espinha dorsal da teoria
estatistica, pois todos os processos de inferéncia
Abraham de Moivre séo aplicagdes de distribuicbes de probabilidades.

(1667 -1754) Assim, o conhecimento dos conceitos Carl Friedrich Gauss

advindos da teoria das probabilidades é de grande (1777 -1855)
importancia para a correta utilizagéo da estatistica.

> )/{9

)

“Blaise Pascal nunca frequentou
escola, foi educado pelo pai que era
matemdtico. Quando Blaise estava

com 11 anos descobriu sozinho que a
soma dos dngulos de um tridngulo era

180 graus! A 322 proposicdo de
Euclides! E ele jamais tinha ouvido
falar em Euclides, pois seu pai [he

havia escondido, temendo que a

geometria fosse [he cansar a cabega.

Quando o pai ficou sabendo o que o
Sfilho acabava de (re)descobrir, chorou
de alegria e ficou tdo contente que lhe

deu de presente os treze livros dos

“Com o intuito de ajudar o pai que, além de matemtico,
também era cobrador de impostos e tinha muitas contas a
fazer, Blaise Pascal inventou uma mdquina de calcular, a
pascaline. O principal problema do cdlculo mecdnico é o
que fazer quando, chegando a nove, se acrescenta um.
Pascal criou um pequeno mecanismo em que ninguém
tinha pensado antes dele, um ‘transportador’ que
transportava automaticamente este niimero. Por conta da
engenhoca, que na época era chamada de ‘mdquina
aritmética’, Pascal tinha se tomando um pequeno
empresdrio. Havia montado uma empresa, feito o projeto
de sua mdquina, contratado operdrios, patenteado o
processo e fabricado umas cinquenta pascalines. Producdo
em série, vendida a cem libras cada mdquina. Ganhou um
dinheirdo!” (Guedj, 2000)

Elementos de Euclides.” (Guedj, 2000)
( J / ( % J
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3.1.2. Conceitos fundamentais

+ Experimento probabilistico ou aleatério: é toda experiéncia cujos resultados
podem ndo ser os mesmos, ainda que sejam repetidos sob condig¢des idénticas. Caracteristicas
desses experimentos:

— cada experimento pode ser repetido indefinidamente sob condi¢des inalteradas;

— embora ndo possamos afirmar que resultado ocorrera, é sempre possivel descrever
o conjunto de todos os possiveis resultados.

— quando o experimento for realizado repetidamente, os resultados individuais
parecem ocorrer de forma acidental; mas se for repetido um grande nimero de vezes uma
configuragéo definida ou regularidade surgira.

Exemplos:

Experimento 1: Jogar um dado e observar a sua face superior.

Experimento 2: Langcar uma moeda até que aparega cara e contar o numero de
langamentos.

Experimento 3: Selecionar uma carta do baralho e anotar o seu valor e naipe.

Experimento 4: Acender uma lampada e medir o tempo até que ela se apague.

+ Espago amostral (S): é o conjunto de todos os possiveis resultados de um
experimento aleatério, ou seja, € o conjunto universo relativo aos resultados de um
experimento. A cada experimento aleatério esta associado um conjunto de resultados possiveis
ou espago amostral.

Exemplos:

S1={1,2,3,4,5,6} > enumeravel e finito

S ={1, 2, 3,4, ...} > enumeravel e infinito

Ss = {as de ouro, ..., rei de ouro, as de paus, ..., rei de paus, ..., as de espada, ..., rei
de espada, as de copas, ..., rei de copas} — enumeravel e finito

Ss={t;t>0} — continuo e infinito

+ Evento ou ocorréncia: é todo conjunto particular de resultados de S ou, ainda, todo
subconjunto de S. Geralmente é designado por uma letra maiuscula (A, B, C). A todo evento
sera possivel associar uma probabilidade.

Exemplo:

Se S={1, 2, 3, 4, 5, 6}, entdo

A={1,2, 3},
B = Ocorréncia de faces pares,
C ={5}, sdo eventos de S.

+ Operagdes com eventos

Como o espago amostral S e os eventos sdo conjuntos, as mesmas operagdes
realizadas com conjuntos s&o validas para eventos.

Exemplo: Se A e B, sdo eventos de S, entdo:

Ocorre A U B, se ocorrer A ou B (ou ambos).
Ocorre A N B, se ocorrer Ae B.

Ocorre A, se ocorrer S, mas nédo ocorrer A.
Ocorre A — B, se ocorrer A, mas nao ocorrer B.
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+ Ponto amostral: é qualquer resultado particular de um experimento aleatério. Todo
espaco amostral e todo evento s&o constituidos por pontos amostrais.

+ Eventos especiais

Evento impossivel: € aquele evento que nunca ird ocorrer, € também conhecido
como o conjunto vazio (). E um evento porque é subconjunto de qualquer conjunto, portanto é
subconjunto de S (J < S).

Exemplo: As = {(x, y); X2+ y? < 0}
Evento certo: € aquele evento que ocorre toda vez que se realiza o experimento,
portanto, esse evento é o proprio S. E evento porque todo conjunto é subconjunto de si mesmo

(Sc ).

Exemplo: A2 = {(x, y); X+ y? > 0}

Eventos mutuamente exclusivos

Dois eventos A e B associados a um mesmo espago amostral S, sdo mutuamente
exclusivos quando a ocorréncia de um impede a ocorréncia do outro. Na teoria dos conjuntos,
correspondem aos conjuntos disjuntos, que ndo possuem elementos comuns (A N B = &).

Exemplos:
Experimento 1: Lancamento de uma moeda e observagéo do resultado.

S ={c, k}, se definimos
A = Ocorréncia de cara A={c}
B = Ocorréncia de coroa B = {k}, entdo A e B sdo mutuamente exclusivos.

Experimento 2: Langamento de um dado e observagéo da face superior.

S$={1,2,3,4,5, 6}, se definimos

A = Ocorréncia de nimero impar A={1,3,5}

B = Ocorréncia de maior do que 4 B = {5, 6}

A n B = {5}, logo, os eventos A e B ndo sdo mutuamente exclusivos.

3.1.3. Conceitos de probabilidade

3.1.3.1. Conceito classico ou probabilidade “a priori”

Como a teoria das probabilidades esta historicamente ligada aos jogos de
azar, esta associagdo gerou, inicialmente, um conceito chamado conceito
classico ou probabilidade “a priori”, devido a Laplace.

Definicao: Seja E um experimento aleatério e S o espago amostral a ele
associado, com n pontos amostrais, todos equiprovaveis. Se existe, em S,
m pontos favoraveis a realizagcdo de um evento A, entdo a probabilidade de
A, indicada por P(A), sera:

7 (e
Pierre-Simon Laplace
(1749 - 1827) p(A):T:ﬂ

n #S
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Notemos, entretanto, que, para que este conceito tenha validade, duas
pressuposicdes basicas devem ser atendidas:

1. O espago amostral S é enumeravel e finito.

2. Os elementos do espago amostral S sdo todos equiprovaveis.

Exemplo:

Consideremos o seguinte experimento: langamento de uma moeda honesta duas
vezes e observagao do lado superior.

O espago amostral deste experimento € S = {cc, ck, kc, kk} e todos os seus pontos
amostrais sdo equiprovaveis:

P(cc) = P(kc) = P(ck) = P(kk) = %

Define-se o evento A = ocorréncia de uma cara, entdo

A ={ck, kc}
P M_tA_2 1
n #S 4 2

pois S possui quatro pontos amostrais, dos quais dois s&o favoraveis a ocorréncia de A.

Consideremos, agora, outra situagdo onde o espago amostral S refere-se ao nimero
de caras obtido nos dois langamentos da moeda honesta.

O espago amostral passa a ser S ={0, 1, 2} e o evento A = ocorréncia de uma cara, ou
seja, A ={1}.

Observamos, nesta situagédo, que os pontos amostrais de S (0, 1 e 2) ndo séo todos
equiprovaveis, pois

1 1.1 1
P(0) =P(kk)= —, P(1)=P(kc) + P(ck) = — + — = e P(2) =P(cc)= —.
()()4()()()44 ()()4
Portanto, embora o evento A seja o0 mesmo, como uma das pressuposigdes basicas
ndo foi atendida, o conceito classico ndo pode ser imediatamente aplicado para calcular a sua

probabilidade.

N =

Podemos observar, a seguir, que a aplicagdo do conceito classico, nesta situagéo, nao
conduz ao um resultado incorreto:
m #A 1
PA)=—=—=—.
n #S 3
Recomendamos, entdo, partir sempre do espago amostral original do experimento
para aplicar o conceito classico.

3.1.3.2. Frequéncia relativa ou probabilidade “a posteriori”

O conceito de frequéncia relativa como estimativa de probabilidade ou
probabilidade “a posteriori” surgiu através de Richard Von Mises.

Definigao: Seja E um experimento aleatério e A um evento. Se apds n
realizagdes do experimento E (sendo n suficientemente grande), forem
observados m resultados favoraveis ao evento A, entdo uma estimativa
da probabilidade P(A) é dada pela frequéncia relativa

Richard Von Mises f=

m
n
(1883 - 1953)
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Este conceito é baseado no principio estatistico da estabilidade, ou seja, a medida que
. . . . m .
o numero de repeticdes do experimento (n) aumenta, a frequéncia relativa f =— se aproxima
n

de P(A). O n deve ser suficientemente grande para que se possa obter um resultado com
margem de erro razoavel. Define-se o erro desta estimativa pela expressdo

f- P(A) = erro.

A Figura 3.1 ilustra o principio da estabilidade, tomando-se por base o numero
crescente de langamentos de uma moeda e a probabilidade de se obter cara.

0,5 N /\/’\. P S

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
k' kot kkk ocortookoeceoHK

Figura 3.1. Estabilizagdo da frequéncia relativa f quando n cresce.

Exemplo: Em Sobral (CE), observaram-se seis anos de seca no periodo de 1901-66
(66 anos). Qual é a probabilidade de ser seco o préoximo ano?

A frequéncia relativa f sera uma estimativa da probabilidade de ocorrer seca no préximo ano:

3.1.3.3. Conceito moderno ou axiomatico

Ja no século XX, como a conceituagdo até entdo ndo era apropriada a
um tratamento matematico mais rigoroso, Andrei Nikolaevich
Kolmogorov conceituou probabilidade através de axiomas rigorosos,
tendo por base a teoria da medida.

Definicdo: Se A é um evento do espago amostral S, entdo o nimero
real P(A) sera denominado probabilidade da ocorréncia de A se
satisfizer os seguintes axiomas:

Andrei N. Kolmogorov Ax!oma 1.0 SSP(_A) <1
(1903 - 1987) Axioma 2. P(S) = 1.

Axioma 3. Se A e B sdo eventos de S mutuamente exclusivos,
entdo P(A U B) = P(A) + P(B).

70

Piana, Machado e Selau Elementos de Probabilidade

Notemos que A e B sdo mutuamente exclusivos se e somente se AN B =J.

O terceiro axioma pode ser generalizado para um numero finito de eventos
mutuamente exclusivos

P(A,UA, UA, UK UA )= PA)

O conceito axiomatico ndo fornece formas e sim condigbes para o calculo das
probabilidades. Deste modo, os conceitos “a priori” e “a posteriori” se enquadram no conceito
axiomatico.

A principal vantagem do conceito axiomatico é a possibilidade de extensdo do estudo
as variaveis continuas, englobando eventos pertencentes a espagos amostrais infinitos nao
enumeraveis.

3.1.3.4. Probabilidade geométrica ou calculada como area

Seja S o0 espago amostral associado a um experimento e A um evento de S.

Definimos, entdo
P(A) = area de A
area de S

Exemplo: Seja o tridangulo ABC um espago amostral S e o triangulo CDE um evento A.
A probabilidade P(A) é obtida da seguinte forma:

éreadeS:th:&ﬂ
2 2
area deAszh=2><1/2=1
2 4
| (.: P(A):?readeA:1/4:1
A 1E 3 areadeS 1 4

Vemos que a probabilidade de ocorréncia de um evento é a medida do conjunto que

representa o evento e pode ser calculada de diversas formas. Dai podemos fazer a seguinte
generalizacao:

contagem

medida de A

= medida §area
medida de 3

comprimenta
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3.1.4. Teoremas para o calculo de probabilidades
Teorema 1. Se & é um evento impossivel, entdo P(J) = 0.

Como Au J=A, entdo PAU J)=P(A) e
AN =, entdo A e & sdo mutuamente exclusivos.

Utilizando ent&o o terceiro axioma, temos
P(A U ) =P(A) + P(D)

P(A) = P(A) + P(2)
P(2) = P(A) - P(A) = 0

Teorema 2. Se A é o complemento de A, entdo P(A)=1-P(A).

Se AUA =S, sendo Ae A mutuamente exclusivos, entdo

P(S)=P(AUA)=P(A)+P(A)
1=P(A)+P(A)
P(A)=1-P(A)

Teorema 3. Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo P(A — B) = P(A) — P(A n B).

A 5 A 5 A 5

P(A) ~-P(ANB) =P(A-B)

Teorema da soma das probabilidades

Se A e B séo dois eventos quaisquer, entdo P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B).

A b A s A S

B B B

P(A) + P(B) ~P(ANB) =P(AUB)

3.1.5. Probabilidade condicional e independéncia

Sejam A e B dois eventos associados a um mesmo espago amostral S. Se A e B ndo
sdo eventos mutuamente exclusivos, ou seja, se AN B # &, entdo A e B poderao ser eventos
independentes ou condicionados.

Para definir o que séo eventos condicionados e eventos independentes, tomaremos,
como exemplo, um experimento aleatério que sera considerado em duas situacdes distintas.
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Experimento: Uma caixa contém cinco bolas equiprovaveis, sendo trés azuis e duas
brancas. Duas bolas s&o retiradas uma a uma e sua cor é observada. Definimos, entdo, dois
eventos:

A1 a primeira bola retirada é azul.
A2: a segunda bola retirada é branca.

As probabilidades dos eventos A1 e Az serdo calculadas em duas situagdes.
Situagao 1. Consideremos que a primeira bola retirada nao é reposta (retirada sem reposicéo).

Sendo o espago amostral enumeravel, finito e equiprovavel, podemos calcular
probabilidade dos eventos através do conceito classico. Deste modo,

Entretanto, a probabilidade do Az vai depender da ocorréncia ou ndo do A,

Se ocorreu Ay, entdao P(A,/A,) = %/A” =§
#A, /A, 1

Se ndo ocorreu A1, entao P(A2 /R) = rrs

N

Observamos, nesta situagdo, que, se a bola ndo for reposta, a probabilidade de
ocorréncia do A; fica alterada pela ocorréncia ou ndo de As. Podemos definir, entdo:

+ Eventos condicionados: dois eventos quaisquer, A e B, sdo condicionados quando
a ocorréncia de um altera a probabilidade de ocorréncia do outro.

A probabilidade condicional de A é denotada por P(A/B) (Ié-se probabilidade de A
dado que ocorreu B).

Situagdo 2. Consideremos que a primeira bola retirada é reposta antes de tirar a segunda
(retirada com reposicéo).
#A, 3
PA)=—{1=
(A) 75 5

Como a primeira bola é reposta, independente de ter ocorrido ou nido A, a
probabilidade de ocorréncia de Az sera a mesma.

Se ocorreu Ay, entdao P(A,/A,) = M =§
#A, 1A, _2

Se n&o ocorreu Ay, entdo P(A, /A,) = s =

Podemos verificar agora que, se a bola for reposta, a probabilidade de ocorréncia do
Az ndo é alterada pela ocorréncia ou ndo do As, ou seja, P(A2) = P(A,/A,). Podemos definir,
entéo:

+ Eventos independentes: dois eventos quaisquer, A e B, sdo independentes quando
a ocorréncia de um nao altera a probabilidade de ocorréncia do outro, ou seja,

P(A) = P(A/B) e P(B)= P(BIA).
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Teorema do produto das probabilidades
Se A e B sdo dois eventos quaisquer, entdo

P(A NB)

P(A/B) = A

M e P(B/A)=
P(B
Dai resulta que
P(A n B) = P(A) P(B/A) = P(B) P(A/B).
Se A e B sao dois eventos independentes, entdo
P(A) = P(A/B) e P(B) = P(B/A).

Logo,
P(A n B) = P(A) P(B).

Teorema de Bayes

Se S é um espago amostral, com n=4 particdes, onde esta definido o evento A

Bs I B,wB,wBywB, =5
B, A Bs BB, =<
BB, =&
B BB =a
B,nB, =&

podemos definir o evento A como

Thomas Bayes
(1702 - 1761) A=(ANB,)U(ANB,)U(ANB,)U(ANB,), logo,

P(A)=[P(ANB,)UP(ANB,)UP(ANB;)UP(ANB,)].

Utilizando o terceiro axioma, temos
P(A)=P(AnB,)+P(AnB,)+P(AnB;)+P(ANB,).

Utilizando o teorema do produto, temos

P(A)=P(B,)P(A/B,)+P(B,)P(A/B,)+P(B;)P(A/B; ) +P(B,)P(A/B,) = iF’(Bi )P(A/B;)
i=1

_ P(ANB,) _ P(B,)P(A/B,)

P(B,/A) . _
PA S p@)PAB,)
i=1

Definimos, a partir desse exemplo, o teorema de Bayes:

Seja S um espago amostral e B4, Bo,..., B,, uma de suas particdes possiveis, tal que

n
B mBj =@ e [UB,=S.Se Aéum evento de S, entdo:

i=1
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P(A):iP(Bi)P(A/Bi) e p(Bi,A):w

= 2P(B)P(B) '

Exercicios propostos:

3.1. Em 660 lancamentos de uma moeda, foram observadas 310 caras. Qual é a probabilidade
de, num langcamento dessa moeda, obter-se coroa?

3.2. Se os registros indicam que 504, dentre 813 lavadoras automaticas de pratos vendidas por
uma grande loja de varejo, exigiram reparos dentro da garantia de um ano, qual é a
probabilidade de uma lavadora dessa loja ndo exigir reparo dentro da garantia?

3.3. Um grupo de pessoas é constituido de 60 homens e 40 mulheres. Sabe-se que 45 desses
homens e 30 dessas mulheres votaram numa determinada eleicdo. Tomando-se,
aleatoriamente, uma dessas pessoas, calcule a probabilidade de:

a) ser homem;

b) ser mulher;

c) ter votado;

d) néo ter votado;

e) ser homem, sabendo-se que votou;

f) ser mulher, sabendo-se que nado votou;

g) ter votado, sabendo-se que é mulher;

h) n&o ter votado, sabendo-se que € homem.

3.4. Em uma fabrica de parafusos, as maquinas A, B e C produzem 25 %, 35 % e 40 % do total
produzido. Da produgdo de cada maquina, 5 %, 4 % e 2 %, respectivamente, sdo defeituosos.
Escolhe-se ao acaso um parafuso e verifica-se que ele é defeituoso. Qual é a probabilidade de
que seja da maquina A, da maquina B e da maquina C?

3.5. Em um estado (dos Estados Unidos) onde os automoéveis devem ser testados quanto a
emiss&o de poluentes, 25% de todos os carros emitem quantidades excessivas de poluentes.
Ao serem testados, 99% de todos os carros que emitem excesso de poluentes s&o reprovados,
mas 17% dos que nado emitem excesso de poluentes também s&o reprovados. Qual é a
probabilidade de um carro reprovado no teste acusar efetivamente excesso de emissao de
poluentes?

3.6. Em uma certa comunidade, 6% de todos os adultos com mais de 45 anos tém diabetes.
Um novo teste diagnostica corretamente 84% das pessoas que tém diabetes e 98% das que
ndo tem a doenga.
a) Qual é a probabilidade de uma pessoa diagnosticada como diabética no teste, ter de fato
a doenga?
b) Qual é a probabilidade de uma pessoa que faga o teste, seja diagnosticada como nao
diabética?
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3.2. Variaveis aleatérias
3.2.1. Introdugéao e conceito

Para facilitar a compreensédo do conceito de variavel aleatéria, vamos tomar como
exemplo o seguinte experimento aleatorio.

Exemplo: Langamento de uma moeda honesta trés vezes e observagéo das faces que
ocorrem.

O espago amostral do experimento &
S ={ccc, cck, cke, kee, kke, kek, ckk, kkk}.

Como a moeda ¢ honesta, a probabilidade de ocorrer cara € igual a probabilidade de

correr coroa: P(c) = P(k) = %

Para que ocorra o resultado trés caras (ccc), € necessario que ocorram,
sucessivamente, os trés eventos: cara no primeiro langamento, cara no segundo langamento e
cara no terceiro langamento, ou seja, deve ocorrer a intersecgdo destes trés eventos. Como os
lancamentos s&o independentes entre si, a probabilidade de ocorrer cara € a mesma em todos
eles:

P(c)=

N | =

Logo, a probabilidade de ocorrer trés caras P(ccc), € dada pelo produto das probabilidades de

ocorrer cara em cada langamento

-~

111 1

P(ccc)=P(c)+P(c)+P(c) = —x—x—=—

(ccc) =P(c)+P(c)+P(c) 5*3*37%
De forma analoga, obtemos as probabilidades de todos os demais resultados possiveis.

111 1

P(cck) =P(c)+P(c)+P(k) = —x—x—=—

(cck) =P(c)+P(c)+P(k) 22°278

P(kkk) = P(k)+P(k)+P(k) =

X

Podemos observar, entéo, que

P(ccc) = P(cck) = P(cke) = P(kcc) = P(kkc) = P(kck) = P(ckk) = P(kkk) =

[N

o que torna o espaco amostral equiprovavel.

Observamos, também, que o espago amostral é formado pela unido dos eventos (ccc),
(cck), (cke), (kee), (kkc), (kck), (ckk) e (kkk), que sdo todos mutuamente exclusivos. Sendo
assim, a probabilidade do espago amostral, P(S), € dada pela soma das probabilidades de
cada evento

P(S) = P(ccc) + P(cck) + P(ckce) + P(kcc) + P(kke) + P(kek) + P(ckk) + P(kkk)
P(S)=1+1+1+1+1+1+1+1=1.
8 8 8 8 8 8 8 8
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Seja X a variavel que representa o nimero de caras ocorrido nos trés langamentos,
quais sdo os possiveis valores de X?

X={0,1, 2,3}

conjunto ndo
nurr Erica

Q
Q
o
-~
1]

conjunto
nurn&rico

o = = Q
x Qo = =
~ X O o
R N L @2
L A | (A
o = = =2 N NN ®

=
=
=
<
Il

Através de X foi possivel transformar um
conjunto ndo numérico com oito pontos
amostrais em um conjunto numérico com
quatro pontos.

A partir deste exemplo podemos definir:
+ Variavel aleatéria é uma fungédo (ou regra) que transforma um espago amostral
qualquer em um espago amostral numérico que serd sempre um subconjunto do conjunto dos

nameros reais.

No exemplo anterior, se X fosse a variavel que representa o numero de coroas, os
conjuntos seriam os mesmos, mas a fungéo seria outra, pois a correspondéncia é outra.

De modo geral, uma variavel aleatéria pode ser representada pelo esquema abaixo

H = funcidoque

transforma
+5 «X(5)
S S
Espaco amostral Eszpaco amostral da
hasico variave| X

As variaveis aleatérias podem ser classificadas como discretas ou continuas. Por
questdes didaticas e de praticidade, vamos estudar cada tipo separadamente. Inicialmente,
abordaremos as variaveis aleatdrias discretas e, a seguir, as variaveis aleatorias continuas.
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3.2.2. Variaveis aleatorias discretas

Definigdo: Sao discretas todas as variaveis cujo espago amostral Sx &€ enumeravel
finito ou infinito. Assim se X é uma variavel aleatéria discreta, entdo Sx € um subconjunto dos
inteiros.

Tomemos como exemplo o seguinte experimento:

Langamento de uma moeda até que ocorra face cara.

O espago amostral basico deste experimento sera

S ={c, ke, kkc, kkkc, kkkke, kkkkke, ...}.

Se definimos a variavel aleatéria X como o numero de langamentos até que ocorra
cara, entdo, temos

s—X,5,={1,2345.}.

Se definimos outra variavel aleatéria Y como o nimero de coroas até que ocorra cara,
entdo temos

S—Y 35,-10,1,234,.}.
Observamos que X e Y sdo variaveis aleatorias discretas, pois seus espagos
amostrais sdo enumeraveis.
3.2.2.1. Fungao de probabilidade

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria discreta e Sx o seu espaco amostral. A
fungéo de probabilidade P(X=x), ou simplesmentep(x), sera a fungdo que associa a cada

valor de X a sua probabilidade de ocorréncia, desde que satisfaga duas condigdes:
1. p(x) >0, V x € Sx

2. > p(x)=1

xeSy
Existem trés formas distintas de representar uma fungéo:

— Representagéo tabular: consiste em relacionar em uma tabela os valores da fungédo
de probabilidade.

— Representagao gréfica: consiste em representar graficamente a relagdo entre os
valores da variavel e suas probabilidades.

— Representacéo analitica: estabelece uma expresséo geral para representar o valor
da fungdo num ponto genérico da variavel.

Para exemplificar as formas de representagdo de uma fungao de probabilidade, vamos
considerar o seguinte experimento aleatorio.

Exemplo: De uma urna com trés bolas pretas e duas brancas, retiram-se, de uma vez,

duas bolas. Se X é o nimero de bolas pretas retiradas, determine a fungdo de probabilidade
P(X=x).
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Observamos que o espago amostral basico do experimento ¢ um conjunto nédo
numérico

S = {P1B1, P1B2, P2B1, P2B2, P3B+, P3Bz, P1P2, P1Ps, P2P3, B1B2}
e que a variavel X transforma este espago num conjunto numérico
Sx={0, 1, 2}
Como o espago amostral basico S é enumeravel, finito e equiprovavel, podemos obter
as probabilidades associadas aos valores de X através do conceito classico. Ja vimos
anteriormente que, neste tipo de experimento, o numero de elementos do espago e 0 numero

de pontos favoraveis a ocorréncia do evento desejado podem ser obtidos através da
combinagéo. Dai, temos:

cic: 1
P(X=0)=P(BB,)=—-2=—=0,1=0,1
(X=0)=P(B;B,) 10
CiC, 6
P(X=1)=P(PB,)+P(PB,)+P(P,B,)+P(P,B,)+P(P,B,)+P(P;B,) = v :ﬁ =0,6
5
cicy 3
P(X=2)=P(PP,)+P(PPR;)+P(P,P;)=—5*=—=0,3
C; 10
Obtidas as probabilidades, podemos fazer a representagédo tabular da fungao.
X=x | © 1 2 [ =
PX=x | 01 06 03 | 1
Da mesma forma, é possivel construir o grafico para a fungéo.
pix)
8.6 . Observamos que P(X=x) é uma
] funcdo continua para todo o
044 x¢ Sx, ou seja, a fungdo P(X =x)
1 L assume o valor zero para todo o
02 X¢& Sx.
L
— o—>

1} 1 2

A representacdo analitica da fungédo é feita através da generalizagdo da expresséo
utilizada para o célculo da probabilidade de cada valor de X:

X ~2-X

P(X=x)= 302 , paraSx={0,1, 2}

2
5
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3.2.2.2. Fungao de distribuicao ou probabilidade acumulada

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria discreta e Sx 0 seu espagco amostral. A
fungéo de distribuicéo, definida por F(x) ou P(X < x) é a fungdo que associa a cada valor de X a
probabilidade P(X < x). Desta forma, temos

F(x)=P(X<x)= Y P(X =t)

t<x
Para o exemplo anterior, temos:

F(0)=P(X<0)=>.P(X=x)=P(X=0)=0,1

x<0

F(1)=P(X<1)=YP(X=x)=P(X=0)+P(X=1)=0,1+0,6 =0,7

x<1

F(2)=P(X<2)= Y P(X =x)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)=0,1+0,6+0,3 =1

x<2

Podemos também representar a fungdo de distribuigdo acumulada de trés formas:

— representacgao tabular

X=x 0 1 2 D)
PX=x)| 0,1 0,6 0,3 1
F(x) 0,1 0,7 1 -

— representagao grafica

Fix)
1 —
0,8
—O
06
0,4
0,24
P—
«—0 T T
i 1 2 ¥

— representacgao analitica

t ~2-t
Fx)=PX<x)=Y 3%

2
t<x C5

, para Sx={0, 1, 2}
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3.2.2.3. Medidas descritivas

Visto que as medidas descritivas servem para descrever conjuntos de dados
numéricos e que o espago amostral de uma variavel aleatéria € sempre um conjunto numérico,
podemos utilizar essas medidas para representar as distribuicdes de probabilidades de
variaveis aleatorias.

+ Média ou valor esperado

Definigao: Seja X uma variavel aleatéria discreta e Sx o seu espago amostral. O valor
médio de X representado por E(X) ou px ou simplesmente pu, é a média dos valores de X
ponderada pelas suas respectivas probabilidades de ocorréncia. Deste modo, temos

2. Xp(x)
_ . XxeSy _
E(X)_“_TZ 000 =1 XEZSZXXP(X)

Considerando o exemplo cuja distribuigcdo de probabilidade é a seguinte

X=x | 0 1 2 [ =
PX=x) | 01 0,6 03 | 1

o valor esperado para o numero de bolas pretas retiradas sera:
E(X)=pn= Y. xp(x)=0x0,1+1x0,6 +2x0,3 =1,2 bolas

xeSy

Devemos destacar que a média ou valor esperado possui propriedades matematicas
importantes, algumas ja vistas na Unidade Il, as quais séo relacionadas a seguir.

Propriedades matematicas da média
12 propriedade: Se c é uma constante, a média da constante é a prépria constante.
E(c)=c

2?2 propriedade: Se X é uma variavel aleatéria e ¢ uma constante, ao somarmos a

constante aos valores da variavel, a média da variavel também fica somada da constante.
E(c+X)=c+E(X)

3?2 propriedade: Se X é uma variavel aleatéria e ¢ uma constante, ao multiplicarmos a

variavel pela constante, a média da variavel também fica multiplicada pela constante.

E(cX)=cE(X)

42 propriedade: A média dos desvios é igual a zero.

E(X-p) =0
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5?2 propriedade: A média dos desvios quadraticos € minima.

E(X—p)? < E(X-C)?

62 propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias, a média da soma (ou
diferenca) das duas variaveis é igual a soma (ou diferenga) de suas médias.

E(X £Y) = E(X) + E(Y)

72 propriedade: Se X e Y sdo duas variaveis aleatérias independentes, a média do
produto das duas variaveis é igual ao produto de suas médias.

E(XY) = E(X)E(Y), se X e Y sdo independentes.

¢ Variancia

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria discreta e Sx o seu espago amostral. O grau
médio de dispersao dos valores de X em relacao a sua média é conhecido como variancia que

é representada por V(X), ou ci, ou simplesmente o2, e definida como a média dos quadrados
dos desvios em relagdo a média. Sendo assim, temos

V(X)=0” =E(X-pn)f’ = > (x-p)’p(x) (Férmula de definigéo)

xeSy
ou

V(X)=c® =E(X*)-pu’, onde E(X)>= Y. x’p(x) (Férmula pratica)

xeSy

Para o exemplo cuja distribuigdo de probabilidade é

X=x | 0 1 2 |sx
PX=x) | 0,1 06 03 |1

e o valor esperado é n = 1,2 bolas, a variancia do numero de bolas pretas retiradas sera:

VX)=c®= Y (x=p)’p(x)=(0-1,2)° x0,1+(1-1,2)*x0,6 +(2—1,2)* 0,3 = 0,36 bolas?.

xeSy

A varidncia destaca-se entre as medidas de variagdo por apresentar algumas
propriedades matematicas.

Propriedades matematicas da variancia:

12 propriedade: Se ¢ é uma constante, a variancia da constante é nula.

V(c)=0

22 propriedade: Se X é uma variavel aleatéria e ¢ uma constante, ao somarmos a

constante aos valores da variavel a variancia da variavel néo se altera.
V(X+c)=V(X)
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3?2 propriedade: Se X é uma variavel aleatéria e ¢ uma constante, ao multiplicarmos a
variavel pela constante a variancia da variavel fica multiplicada pelo quadrado constante.

V(cX) = c? V(X)
42 propriedade: Se X e Y séo duas variadveis aleatorias independentes, a variancia da
soma (ou diferencga) das duas variaveis ¢ igual a soma de suas variancias.

V(X 1Y) = V(X) + V(Y), se X e Y sdo independentes.

+ Desvio padrao

A partir da variancia podemos obter o desvio padréo, denotado por ¢ e definido como
a raiz quadrada da variancia:

o=vo .

No exemplo: 6= \/0_2 =4/0,36 =0,6bolas.

¢+ Momentos

Ja vimos anteriormente que os momentos s&o quantidades que auxiliam na descrigao
de um conjunto de valores. Da mesma forma, aqui, essas medidas sdo utilizadas para
descrever as distribuicdes de probabilidade de variaveis aleatérias. A expressdo geral do
momento de ordem r de uma variavel aleatéria é a seguinte:

u, =E(X-a)y
Os tipos mais importantes de momentos séo dois:

— Quando a = 0, temos os momentos centrados na origem ou momentos ordinarios de
ordemr:

W, =E(X-0) =E(X')

Parar =1, temos

ui=E(X)= 3 xp(x)

XeSy
Parar =2, temos

Hy =E(X*)= X x*p(x)

xeSy
Parar = 3, temos

s =E(X*)= X x°p(x)

XxeSy
Para r = 4, temos

e =E(X*)= 3 x*p(x)

XxeSy
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— Quando a =, temos os momentos de ordem r centrados na média
B =E(X—p)y

Parar =1, temos

w=E(X-n)
1y =E(X)-E(n)
Hy=p-u=0

Parar = 2, temos

H, =EX-pnf’ = > (x-pY’p(x)  (Férmula de definigao)

XeSx
H, =E(X-p)?
Y, = E(X? —2Xu+p?)
Hy =E(X*)-E(2Xp)+E(1?)
Hy =E(X?) = 2uE(X)+ 1?
y, =E(X?)-2u% +1?
p, =E(X?)—p? (Férmula pratica)

Para r = 3, temos

py =EX-p)’ = > (x-p)’p(x)  (Férmula de definigao)

xeSy

E(X-p)°

E(X® -3X2u+2Xu? —u?)

E(X*)-E(3X?n)+E(3Xu*)-E(1°)

E(X®)—3uE(X?)+3u?E(X)—pu®

E(X®)-3puE(X?)+3p’u—p®
xX)-
X°)-

E(X®)-3uE(X?)+3u® —pu?

Ha
M3
Ha
H3
M3
H3
Hy =E(X®)-3uE(X?)+2u® (Férmula pratica)

Para r = 4, temos

pe =EX-p)* = ¥ (x-p)*p(x)  (Formula de definigao)
XxeSy

1, =E(X*)-4pE(X®) + Bp2E(X2)-3u*  (Férmula pratica)

+ Coeficiente de assimetria
Hs  _ M5

P-zx/E T

az =

+ Coeficiente de curtose
M

ay
2
M2
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3.2.3. Variaveis aleatérias continuas

Vamos considerar agora o seguinte experimento: tomar aleatoriamente uma pega de
uma linha de fabricag&o, coloca-la em funcionamento e medir por quanto tempo ela funciona.
Um possivel espago amostral basico para este experimento seria a anotagao do dia e da hora
em que a pega parou de funcionar. Um procedimento equivalente (e mais adequado do ponto
de vista das aplicagdes) seria associar a cada ponto desse espago amostral o tempo de
funcionamento decorrido. Assim, teriamos uma variavel aleatéria X definida como o tempo de
funcionamento da peca. Esta variavel X seria uma varidvel aleatéria continua, visto que o
conjunto dos seus valores ndo poderia ser enumerado, e 0 seu espago amostral poderia ser
representado como {x; x > 0}. Observamos também que, sendo X uma variavel continua, entre
quaisquer dois valores distintos de X sempre existirdo infinitos valores. A partir deste exemplo,
podemos definir uma variavel aleatéria continua.

Definigdo: Sado continuas todas as varidveis cujo espago amostral Sx € infinito ndo
enumeravel. Assim, se X é uma variavel aleatéria continua, entdo X pode assumir qualquer
valor num intervalo [a; b] ou no intervalo (-c0; +) e 0 conjunto Sx serd sempre definido como
um intervalo.

S&o exemplos de variaveis aleatérias continuas: o tempo de vida de um animal, a vida
util de um componente eletrénico, o peso de uma pessoa, a produgéo de leite de uma vaca, a
quantidade de chuva que ocorre numa regiéo.

3.2.3.1. Fungao densidade de probabilidade
Definicdo: Seja X uma variadvel aleatéria continua e Sx 0 seu espago amostral. Uma

funcéo f associada a variavel X é denominada fungéo densidade de probabilidade se satisfizer
duas condigdes:

1. f(x) >0, vV x e Sx A area sob a fungao f(x) no intervalo Sx é
2. I f(x)dx=1=P(XeS,) <= | um, pois corresponde a probabilidade de a
Sy variavel X pertencer ao espago amostral Sx.

Consideremos agora dois exemplos resolvidos.

Exemplo 1. Seja a fungdo f(x) = 2x, no intervalo Sx =[0,1]. Verifique se f(x) € uma
funcéo densidade de probabilidade.

Primeira condicéo: f(x) > 0, V x € Sx

Como a fungéo f(x) = 2x ¢é linear, apenas dois pontos sdo suficientes para tragar a reta
que representa a relagdo entre x e f(x). Podemos obter, entdo, os valores da fungdo f(x) nos

pontos 0 e 1 que séo os limites do intervalo Sx:

—parax=0,temos f(0)=2x0=0,
—parax=1,temos f(1)=2x1=2.

A partir desses dois pontos é possivel construir o grafico da fungéo
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Podemos observar que todos os valores da fungdo f(x) sdo ndo negativos no intervalo
de 0 a 1; portanto, a primeira condigdo foi atendida.

Segunda condig&o: j f(x)dx =1
Sx

A integral é a ferramenta utilizada para se obter a area sob a funcéo f(x) no intervalo
Sx, que equivale a P(XeSx) e deve ser igual a 1. Entretanto, na fungdo f(x) = 2x essa area
adquire a forma de um tridngulo, podendo ser mais facilmente calculada através da expressao
bh/2. Assim, temos
bh 1x2
2

Area = =1.

Como a area sob a fungao f(x) é igual a 1, a segunda condigdo também foi atendida.
Logo, a fungao f(x) = 2x no intervalo Sx =[0, 1] é uma func¢éo densidade de probabilidade.

Exemplo 2. Seja a fung&o f(x) = 6x — 6x2, no intervalo Sx =[0,1]. Verifique se f(x) & uma
funcéo densidade de probabilidade.

Primeira condicéo: f(x) > 0, V x € Sx

Como f(x) = 6x — 6x?> é uma fungdo quadratica, sdo necessarios, pelo menos, trés
pontos para tragar a parabola que representa a relagao entre x e f(x). Devemos obter, entdo, os
valores da fungéo f(x) nos pontos 0 e 1, que sdo os limites do intervalo Sx, e no valor que
corresponde ao ponto critico da fungéo. Para determinar este valor de x derivamos a funcéo e
igualamos a zero a primeira derivada. Deste modo, para

f(x) = 6x — 6x2, temos

f(x)=6 —12x, sendo f'(x)=0, temos
0=6-12x
6

X=E=% — valorde Xquecorrespondeaopontocriticode f'(x)

Derivando a fungdo pela segunda vez, é possivel determinar se o ponto critico € um
ponto de maximo ou de minimo.

f'(x) =12
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Sabemos que:

—-se f(x)<0, a parabola tem concavidade para baixo, ou seja, tem ponto de maximo.
—se f(x)>0, a parabola tem concavidade para cima, ou seja, tem ponto de minimo.

Como a segunda derivada resultou negativa, concluimos que a fungéo tem ponto de
maximo. Assim, obtemos os valores da fungao f(x) = 6x — 6x? nos pontos 0, 1/2 e 1:

—parax=0,temos f(0)=6x0-6x02=0,

—para x = 1/2, temos f(1/2) =6 x 1/2 — 6 x (1/2)? = 3/2,
—parax=1,temos f(1)=6x1-6x12=0.

A partir desses trés pontos é possivel tragar o grafico da fungéo

()

32t

i 1/2 1 %

Observamos que todos os valores da fungao f(x) sdo maiores que zero no intervalo de
0 a 1; portanto, a primeira condigao foi atendida.

Segunda condigdo: _[ f(x)dx =1
Sx

Como a representagdo grafica de f(x) no intervalo [0, 1] € uma parabola, a area sob a
funcdo pode ser obtida através da integracédo da diferencial da fungdo (f(x)dx) neste intervalo.
Dai, temos

. 1 1 , 1 1 , 1 1 i X2 ! X3 !
Area = [f(x)dx = | (6x —6x“ Jdx = | 6xdx — | 6x“dx =6| xdx — 6| x“dx =6| — | —6| —
fou (o oo onoc-foon el ofsa-o| | o/

0
=3(1"-0%)-2(1°-0°)=3-2=1.

Como a area sob a fungao f(x) no intervalo Sx, que equivale a P(XeSx), é iguala 1, a
segunda condigao também foi atendida.

Portanto, a fungéo f(x) = 6x — 6x2, no intervalo Sx =[0, 1] € uma fung&o densidade de
probabilidade.
3.2.3.2. Fungao de distribuicao ou probabilidade acumulada

Definicdo: Seja X uma variavel aleatéria continua e Sx o seu espago amostral. A

funcéo de distribuigado, definida por F(x) ou P(X < x), € a fungédo que associa a cada valor de x
€ Sx a sua probabilidade acumulada P(X < x). Desta forma, temos

F(x) = P(X<x) = Tf(t)dt , para Sx =[a, b].
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Sendo Sx =[a, b]., temos
F(a)=P(X<a)=0
F(b) =P(X<b)=1

Consideremos o Exemplo 1. Para a fungdo densidade de probabilidade f(x) = 2x, no
intervalo Sx =[0,1], definem-se os seguintes eventos:

i)
2

A={x;0<x<1/2}

B ={x; 1/2 <x<3/4}

0 12 34 1 x

As probabilidades dos eventos A e B correspondem as suas respectivas areas:

112 112 X2 112 12 1
P(A)=4areade A = J'Zxdx=2_[xdx=2 — =[7) -0%=—
° 0 2 | 2 4

3/4 3/4 2P 2 2
P(B)=4readeB= [ 2xdx=2 [ xdx=2| X :(EJ —(1) 9 1.9-4.5
2 i 2| "\4)\2) T1674 16 16

Para f(x) = 2x, a fungéo de distribuicdo acumulada F(x) sera

X 2 %
F(x) = P(X<x) ﬂzm:z[%} =x*-0%=x".
0 0
As probabilidades dos eventos A e B podem ser obtidas de outra forma através da
funcgéo de distribuigdo acumulada F(x) = P(X < x) =x?. Assim, temos

1

12
FA2)=P(X<12) =[ = | == e
(112) = P )[zj :
3¢ 9
F(3/4)=P(X<3/4) =| 2| =2,
(314) = P )[4] 3
de onde resulta
P(A) = F(1/2) :%
e
9 1 5
P(B) = F(3/4) - F(1/2) =~ —— =
(B) = F(3/4) - F(1/2) B 1-16

Para o Exemplo 2:

Seja f(x) = 6x — 6x*> uma fungédo densidade de probabilidade definida no intervalo
Sx=[0,1]. Para f(x) a fungado de distribuicdo acumulada F(x) sera

88

X X X 27X 37*
F(X)=j(6t—6t2)dt=J.6tdt—J.Btzdt:6{t—} —G[t—} =3x2 - 2x°.
0 0 0 2 0 3 0
3.2.3.3. Medidas descritivas
+ Média ou valor esperado

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria continua e Sx o seu espago amostral. O valor
médio de X, representado por E(X) ou u , sera dado por

E(X)=pn= j X f(x)dx

Sx

Sempre que a fungéo for par e, portanto, simétrica, F(u) = 1/2.

+ Variancia

Definicdo: Seja X uma variavel aleatéria continua e Sx o seu espago amostral. A
variéncia de X, representada por V(X) ou 2, sera dada por

V(X) =% = E(X-p)’= j (x—p)*f(x)dx (Férmula de definigéo)

Sx
ou
V(X) = 6% = E(X?)—pu®= {j x2f(x)dx}—p2 (Férmula pratica)
S
Para o Exemplo 1: f(x) = 2x, Sx =[0,1], temos:
1 1 1 3 3 3
7 0 2
E(X) = p =E(X)=p = [x2xdx = [2x%dx = 2[ xPdx = 2| 2| =2 = |==
()p()pt_([xxx_([xx_([xx[3 3 373
e
1 1 47 2
V(X)=0?= Ix22xdx -u?= IZxadx —u2=12l X —[g) _1.4.8-8_ 1
: : 4)(\3) 29 18 18
Para o Exemplo 2: f(x) = 6x —6x2, Sx =[0,1], temos:
1 1 1 1
E(X):u:jx(ex—exz)dx :j(6x2 - 6x°)dx j6x2dx—j6x3dx
0 0 0 0
3 1 4 1
:6|:L:| _6|:L:| =2_§ 8_6=1
3] 4 4 4 2
e
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+ Momentos

Segundo momento:

b, =EX-py = [ (x-p)*f(x)dx  (Férmula de definigao)

Sx

By =E(X?)-p? = {j xzf(x)dx} —u? (Férmula pratica)
SX

Terceiro momento:

by =E(X-p)* = [ (x-p)°f(x)dx  (Férmula de definigao)

Sx

t; =E(X®)-3uE(X?)+2u° = { I x3f(x)dx} - 3;{ I x2f(x)dx} +2u® (Férmula pratica)

Sx Sx

Quarto momento:
y =E(X-p)* = [ (x-p)*f(x)dx  (Férmula de definicéo)
Sx

Hy =E(X*)—4uEQC) + BU’E(X?) - 3p*

= { j x4f(x)dx} - 4;{ j x3f(x)dx} +6p? { j xzf(x)dx} —3u* (Formula pratica)
Sy Sx Sy

+ Coeficiente de assimetria

a, = Hs _ HMs
Hao/Ha “2/2
+ Coeficiente de curtose
Hq
a, ==
b3
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3.3. Distribuicdes de probabilidade

Até o momento, as variaveis aleatérias consideradas ndo possuiam, necessariamente,
qualquer sentido de aplicacdo. Entretanto, algumas variaveis aleatérias sdo muitos importantes
e, devido a esta importancia, surge o interesse em estudar suas distribuicdes de probabilidade.

Uma distribuicdo de probabilidade é essencialmente um modelo de descricdo
probabilistica de uma populacao, entendendo por populagéo o conjunto de todos os valores de
uma variavel aleatéria. As ideias de populagao e distribuicdo de probabilidade s&o, deste modo,
indissociaveis e serdo, a partir de agora, tratadas como sindnimos. As distribuicdes de
probabilidade formam a espinha dorsal da metodologia estatistica, uma vez, que pela sua
natureza, a estatistica somente trabalha com varidveis cujos valores nao ocorrem de modo
deterministico.

No estudo de uma variavel aleatéria é importante saber:

— o tipo de distribuigdo de probabilidade da variavel;

— a funcao de probabilidade da variavel;

— os parametros da distribui¢ao;

— as medidas descritivas da distribuicdo (média, variancia, assimetria).

Existem inumeros modelos descrevendo o comportamento probabilistico de variaveis

discretas e continuas. Nas segdes a seguir serdo discutidos os principais tipos de distribuicdes
discretas e continuas.

3.3.1. Distribui¢goes de probabilidade de variaveis discretas
As distribuicbes discretas mais importantes e utilizadas sao: Bernoulli, Binomial,

Hipergeométrica, Poisson, Uniforme, Multinomial, Geométrica, Binomial negativa e
Hipergeométrica negativa. Todavia, nesta secéo, trataremos apenas as cinco primeiras.

3.3.1.1. Distribuicado de Bernoulli
Esta distribuicdo foi deduzida no final do século XVII pelo matematico

suigo Jacob Bernoulli.

Definigdo: modelo de descricdo probabilistica dos resultados de um
experimento de Bernoulli.

O experimento (ou ensaio) de Bernoulli é definido como o experimento

Jacob Bernoulli - zleatério que possui apenas dois resultados possiveis.
(1654 — 1705)

Exemplos:
Experimento 1. Uma l&mpada é colocada numa luminaria.

S = {acende, nédo acende}

Vamos considerar um dos resultados como sucesso, por exemplo, sucesso = acender.
Definimos, entéo, a variavel X como nimero de sucessos em uma repeticdo do experimento.

X = numero de sucessos
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A variavel X s6 podera assumir dois valores

0, se alampada ndo acender
={ P , sendo Sx ={0, 1}.

1, se alampada acender

Experimento 2. Uma semente é colocada para germinar.
S = {germina, ndo germina}

Se sucesso = germinar, entdo, a variavel X = nUmero de sucessos sera
0, se a semente ndo germinar

- g , sendo Sx = {0, 1}.

1, se a semente germinar

Se for conhecido o poder germinativo do lote de sementes, por exemplo, 87%, entéo,
podemos concluir que a probabilidade de a semente germinar é 0,87. Como o evento {ndo
germinar} € complemento do evento {germinar}, a probabilidade de ndo germinar serd 1 — 0,87.
Temos, entao

X=x | © 1 ] =
PX=x) | 013 087 | 1

Experimento 3. O nascimento de um bovino.
S = {macho, fémea}

Se sucesso = fémea, entédo, a varidvel X = niUmero de sucessos sera

, sendo Sx ={0, 1}

0, se nascer macho
1, se nascer fémea

Sabe-se que a probabilidade de nascer fémea é a mesma de nascer macho. Temos,
entéo

+ Funcgao de probabilidade

De modo geral, se X é uma variavel que tem distribuigdo de Bernoulli, entdo a sua
funcédo de probabilidade sera:

— Representacao tabular

X=x | © 1 | =
PX=x) [ 1-r) = | 1

onde:
1 = probabilidade de sucesso
(1-m) = probabilidade de fracasso
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— Representacao analitica

P(X=x)=n*(1-n)"*, para Sx = {0, 1}

+ Parametros
A distribuigdo de Bernoulli tem apenas um parametro:

1 = probabilidade de sucesso

Dizemos, entdo, que
X ~ Ber ().
+ Medidas descritivas
— Média ou valor esperado: E(X)=p = Z xp(x)
xeSy

EX)=0x(1-m)+1xnt=7

Teorema: E(X)=p=n

- Variancia: V(X)=0? =E(X?)-p?

Como
EX®)= Y X’p(x)=0*x(1-m)+ P xm =1,
xeSy
temos
V(X)=E(X*)-p® =n—7° =n(1-n).
Teorema: V(X)=c°=n(1-m)
— Coeficiente de Assimetria: a, = Ha
Hzx/E
onde:

Hy =E(X—p)? =E(X*)-p?
My =E(X—p)° =E(X*)~3uE(X*) + 21°

(1-n)-=
m(1-m)

Teorema: a; =
3.3.1.2. Distribuigao binomial
Definigao: modelo que descreve probabilisticamente os resultados de uma sequéncia

de experimentos de Bernoulli independentes, ou seja, onde a probabilidade de sucesso é
sempre a mesma.
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Podemos dizer que, se
X=Y,+Y, +...4+Y,,
onde:
Y, ~Ber (n) e Y, séoindependentes, entdo X tem distribuigdo binomial.

Exemplo: Em uma estancia 60% dos bovinos foram vacinados contra uma
determinada doenga. Se um bovino dessa estancia for escolhido ao acaso, entao, teremos um
experimento de Bernoulli com

S = {vacinado, ndo vacinado},
onde:

P(vacinado) = 0,6 e P(nado vacinado) = 0,4.

Se trés bovinos forem escolhidos ao acaso, entdo teremos uma sequéncia de trés
experimentos de Bernoulli independentes uma vez que, a cada escolha, a probabilidade de
sucesso permanecera inalterada. O espago amostral deste experimento sera

S ={VVV, VVN, VNV, NVV, NNV, NVN, VNN, NNN},
onde:
V =vacinado e N =n&o vacinado.

Se a varidavel X é definida como o numero de sucessos em n experimentos de
Bernoulli independentes, com probabilidade de sucesso igual a ©, entdo, no exemplo, onde n =

3 e n =0,6 (se considerarmos sucesso = vacinado), o espago amostral da variavel X sera Sx =
{0, 1, 2, 3} e as probabilidades P(X = x) sera:

P(X=0)=1xn’x(1-n)*=1x.0,6°x0,4°= 0,064
P(X=1)=3xn'x(1-n)?=3x.0,6"x0,42=0,288
P(X=2)=3xm?x(1-n)'=3x0,6%x0,4"=0,432
PX=3)=1xm*x(1-n)°=1x0,6x0,4°=0,216
Sendo assim, a distribuicdo de probabilidade da variavel X sera

X=x | © 1 2 3 | =
P(X=x) | 0064 0,288 0432 0216 | 1

* Funcgéao de probabilidade

De modo geral, se X € uma variavel que tem distribuicdo binomial, entdo a sua fungéo
de probabilidade sera:

P(X=x)=P*"*t*(1-t)"™, para Sx={0, 1, ..., n}
+ Parametros
A distribuigdo binomial tem dois parametros:

n = numero de repeticdes do experimento de Bernoulli
n = probabilidade de sucesso

Dizemos, entéo, que
X~ Bin (n, m).
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+ Medidas descritivas

— Média ou valor esperado: E(X)=p= Y xp(X)

xeSy

Considerando que uma variavel X com distribuigdo binomial pode ser definida como a

soma de variaveis de n variaveis Y independentes, podemos utilizar as propriedades da média.

temos

temos

Sendo X=Y;+Y,+...+Y,,

EX)=E(Y;+Y,+...+Y,)
E(X)=E(Y))+E(Y,)+...+E(Y,)
EX)=nt+7m+...+t=nT7

Teorema: E(X)=p=nn

— Variancia: V(X)=c? =E(X?)-pu?
Sendo X=Y;+Y,+...+Y,,

VX)=V(Y,+Y, +...+Y,)
V(X)=V(Y;)+V(Y,)+...+ V(Y,)
VX)=n(1-n)+n(1-7)+...+ t(1-7) =nn(1- 1)

Teorema: V(X)=c? =nn(1-n).

M3

P-Z\/E

— Coeficiente de assimetria: a; =

_(-m)-m

- Jnm(1-m)

Interpretacéo do coeficiente de assimetria:

Teorema: a,

Se = > (1-n), a distribuigdo binomial & assimétrica negativa.
Se n = (1-n) = 0,5, a distribuicdo binomial é simétrica.
Se = < (1-n), a distribuigdo binomial é assimétrica positiva.

— Coeficiente de curtose: a, = “—‘2‘

2

Fazendo a, =a, -3, temos:

Teorema: a, _1-bnli-m

nm(1-m)
Interpretagéo do coeficiente de curtose a,:
Se a, <0, a distribuigao binomial é platicurtica.
Sea), =0, a distribuicdo binomial & mesocurtica.
Se a, >0, a distribuigéo binomial é leptocurtica.
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No exemplo:
E(X) =3 x 0,6 = 1,8 bovinos vacinados

Significado: Se o experimento (escolher trés bovinos) for repetido um grande nimero
de vezes, o valor esperado serd o numero médio de sucessos (bovinos vacinados) obtidos
nesses experimentos.

V(X) =3 x 0,6 x 0,4 = 0,72 bovinos vacinados?
o =4/0,72 = 0,8485 bovinos vacinados
Significado: Se o experimento (escolher trés bovinos) for repetido um grande ndmero

de vezes, o desvio padréo expressara a variagdo média do nimero de sucessos (bovinos
vacinados) obtidos nesses experimentos em torno do valor esperado.

a —M =-0,24 — distribuicao assimétrica negativa

® " [3x0,6x0,4

Significado do coeficiente de assimetria: A probabilidade de ocorrer valores maiores
que a média (1,8) é maior que a probabilidade de ocorrer valores menores.

., 1-6x0,6x(1-0,6)

4= =-0,61— distribui¢éo platicurtica
3x0,6x(1-0,6)

3.3.1.3. Distribuigao hipergeométrica

Definigao: modelo que descreve probabilisticamente os resultados de uma sequéncia
de experimentos de Bernoulli dependentes. Refere-se a experimentos que se caracterizam por
retiradas sem reposi¢do, ou seja, onde a probabilidade de sucesso se altera a cada retirada.

Tais experimentos podem ser descritos genericamente da seguinte forma:

Consideremos uma populagédo de tamanho N, dividida em duas sub-populagdes de
tamanho N1 e N2. Suponha que desejamos retirar dessa populagdo um grupo de n elementos,
um a um, sem reposicdo. Se a variavel aleatéria X é definida como o niumero de elementos da
sub-populagéo de tamanho N1, observa-se uma relacdo de dependéncia entre os elementos
retirados, pois, como n&o ha reposigéo, a probabilidade de sucesso (retirar elemento da sub-
populagdo de tamanho N1) muda a cada retirada.

N

N4 N2 (N=Ni+N)
sub-populagéo —1—
de interesse

b n elementos, retirados sem reposicéo
X = numero de elementos da sub-populagéo (de interesse) de tamanho N1
Exemplo: Dentre 10 painéis solares apresentados numa exposi¢ao, sete sao do tipo
placa plana e trés s&o do tipo concentrador. Uma pessoa que visita a exposi¢cao escolhe, ao

acaso, trés painéis para observar. Se a variavel aleatéria X é definida como o numero de
painéis do tipo placa plana observados, construa a distribuicdo de probabilidade de X.
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N =10 painéis

sub-populagéo N

de interesse

<«—1—Plana Concentrador

=7 N2=3

&> escolher 3 painéis, sem reposigcao

S ={C1C2C;s, C1C2P1, C1CaPy, ..., PsPeP7}

X = numero de painéis do tipo

#S=C

placa plana observados

Sx={0,1, 2, 3}
cic3
Px=0)=—22 =11 5008333
c3, 120 120
clc?
PX=1)= 2 T3 21475
c, 120 120
cicl
PX=2)=— =223 _ 53 _o525
c, 120 120
cich
P(x=3)= 1o =320 35 4 5017

c 120 120

Sendo assim, a distribuicao de probabilidade da variavel X sera

X=x | ©

1. 2 3 | =

P(X=x) | 1/120 21/120 63/120 35120 1

* Fungéao de probabilidade

De modo geral, se X é uma variavel que tem distribuicdo hipergeométrica, entdo sua

funcéo de probabilidade sera:

X (N-X

P(X:x):%, para Sx = {max (0, n — Ny), ..., min (n, N1)}

N

+ Parametros

A distribuicdo hipergeométrica tem trés parametros:

N = tamanho da populagéo
N1= numero de elementos da
n = numero de elementos retir:

Dizemos, entéo, que

+ Medidas descritivas

sub-populacao de interesse
ados (repeticdes do experimento de Bernoulli)

X ~ Hip (N, N1, n).
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— Média ou valor esperado: E(X)=p= Y xp(x)
xeSy

. N,

Teorema: E(X)=p=n N

— Variancia: V(X)=c?=E(X?)-pu?
Teorema: V(X)=c —nN—N— [ j
N N (N-1
onde:

N-—

m é o fator de corregéo para populagdes finitas.

Agora se torna necessario definirmos mais claramente quando uma populagéo €&
considerada finita.

Entendemos por populagdo finita aquela que pode ser esgotada por processo de
amostragem. Uma populagdo sera considerada finita quando tiver um numero finito de
elementos e a amostragem for efetuada sem reposigdo. De maneira analoga, podemos definir
uma populagéo infinita como aquela que ndo se esgota por processo de amostragem. Assim,
uma populagdo sera considerada infinita quando tiver um numero infinito de elementos ou
quando amostragem for efetuada com reposigao.

Para o exemplo, as medidas descritivas sdo:

E(X)=3x % =2,1 painéis

V(X)=3x L x 3 [10‘3
10-1

=0,49 paingis?
10 10

3.3.1.4. Distribuicdo de Poisson

A distribuicdo de Poisson, assim designada em homenagem ao
matematico e fisico francés Siméon Denis Poisson.

Definicao: modelo que descreve probabilisticamente a sequéncia de um
grande numero de fendbmenos independentes entre si, cada um com
probabilidade de sucesso muito pequena.

Esta distribuicdo é importante no estudo de variaveis aleatérias de

ocorréncia rara em relagdo ao numero total de ocorréncias, como por
exemplo:

Siméon Denis Poisson
(1781 - 1840) — numero de pegas defeituosas observadas em uma linha de produgéo
num determinado periodo de tempo;
— numero de particulas radioativas emitidas numa unidade de tempo;
— numero de cultivares selecionadas num processo de melhoramento;
— numero de acidentes de trabalho ocorridos numa grande empresa
num determinado periodo de tempo;
— numero de ciclones ocorridos em certa regido num determinado
periodo de tempo
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A distribuicdo de Poisson tem inumeras aplicagbes na simulagédo de sistemas
modelando o numero de eventos ocorridos num intervalo de tempo, quando os eventos
ocorrem a uma taxa constante.

+ Funcgao de probabilidade

De modo geral, se X é uma variavel que tem distribuicdo de Poisson, entédo a sua
fungéo de probabilidade sera:

P(X:x):e”"%, para Sx={0, 1, 2, ...},

onde:
X: nimero de sucessos;
e: numero base dos logaritmos neperianos = 2,718 (constante);
A: nUmero médio de sucessos (sempre maior que zero).

X

Podemos demonstrar que a fungéo P(X=x)=e’k7”—l é uma funcgéo de probabilidade

provando que Z p(x)=1. Como Sx={0, 1, 2, ...}, temos

xeSy
> p(x= Ze’* L
x=0 x=0

—e™ S
x=0 x!
2 3
=e4{ﬁ+k+&—+ﬁé+”)
21 3!
=e(e")

— efm?» - eO =1
+ Parametros

A distribuigdo de Poisson tem apenas um parametro:
A: nUmero médio de sucessos
Dizemos, entéo, que
X ~ Poi (A).
+ Medidas descritivas

— Média ou valor esperado: E(X)=p= Y xp(x)

xeSy
© 7x7bx
E(X)= pr er
x=0
© X o -1 o x-1
=e*ﬂzx7‘7 e M _gas kb
x=0 x=0 X ) x=1 X(X_1)!
x-1

:e—XZx = :e*llz A , fazendo y =x -1, temos
X="1)!

o (=1

99



Piana, Machado e Selau Elementos de Probabilidade

Teorema: E(X)=p=»%
— Variancia: V(X)=c?=E(X?)-pu?

E(X) =Y % p(x)

x
S o

x-1

= , fazendo y=x-1, temos
= X (x=1)! = (x=1)

E(X*)= e’xki(y +1 )x—y = e’“ki{yE +x—yj
y! oLl vy

y=0
(e & )
=e™\ Zyk—+ r =e"A(he” +e*)
y=0 y! y=0 y!

=rete "L rete L =e"A2 re®A =A%+
Assim, temos V(X)=E(X?)-p? =A% +A-A% =1

Teorema: V(X)=c?=2

Hs

“2@

— Coeficiente de assimetria: a; =

Teorema: a; = — Distribuicdo assimétrica positiva, tendendo para a simetria

7

quando p cresce.

— Coeficiente de curtose: a, = “—‘2‘
Ha

Teorema: a, =JA > Distribuicdo platicurtica, tendendo para mesocurtica quando p
cresce.

3.3.1.5. Formas limite da distribuigao binomial

Sob determinadas circunstancias, uma distribuicdo de probabilidade pode tender para
outra. Os casos mais importantes de aproximagdes entre distribuigdes e as circunstancias em
que ocorrem s&o 0s seguintes:

1. Hipergeométrica se aproxima da Binomial

Quando N (tamanho da populagédo) € muito grande (ou tende para +), a distribuicdo

hipergeométrica se aproxima da distribuigdo binomial. Isso ocorre porque o fator de corregédo
para populagdes finitas tende a 1.
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N-n N-n

N-1~ N N

1=y

zlz

I3

n
N

De modo geral, esta aproximagdo é considerada satisfatéria quando o ndmero de
elementos retirados (n) ndo excede 5% da populagdo (N), ou seja,

n<(0,05) N.

2. Binomial se aproxima da Poisson

Quando n (numero de repeticdes do experimento) € muito grande (ou tende para + «)
e 1 (probabilidade de sucesso) é muito pequena (ou tende para 0) a distribuicdo binomial se
aproxima da distribuicao de Poisson. Esta aproximacao é considerada satisfatéria quando

nt<10 e n>100.

3. Binomial se aproxima da Normal

Quando n (numero de repeticdes do experimento) € muito grande (ou tende para + «)
e © (probabilidade de sucesso) se aproxima de 0,5, a distribuicdo binomial se aproxima da
distribuicdo normal.

Se n = (1-n) = 0,5, entéo a distribuicdo binomial sera simétrica.

Em alguns casos, a distribuicdo hipergeométrica pode ser aproximada por uma
distribuicdo binomial e esta binomial pode ser aproximada por uma distribuicdo de Poisson.
Assim, existem situacdes em que a distribuicdo hipergeométrica pode ser aproximada por uma
distribuicao de Poisson.

Consideremos o exemplo seguinte:

Um auditor foi contratado para examinar uma colegéo de 6.000 faturas, das quais 128
contém erros. Se foi selecionada uma amostra de 120 faturas, qual é a probabilidade desta
amostra conter exatamente duas faturas com erros?

Resolugéo:

As caracteristicas do experimento evidenciam que a variavel X = nimero de sucessos
(faturas com erros) tem distribuigdo hipergeométrica com os seguintes parametros: N = 6.000,
Ny =128 e n =120.
N =6.000 faturas

N;=128 N, = 5872
sub-populagdo o | Com erro Sem erro
de interesse

“—» n =120 faturas, sem reposicédo
Como N ¢é suficientemente grande, pois
120 < 0,05 x 6.000 = 300,
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é razoavel utilizarmos a aproximagao binomial, cujos parametros s&o:

n=120 e n=m=ﬁ= 0,02133.
N 6000

Como n pode ser considerado suficientemente grande e nt suficientemente pequeno,
uma vez que
n=120>100 e nt =120 x 0,02133 = 2,56 < 10,

também é razoavel utilizarmos a aproximacéo de Poisson, com parametro

A= E(X) = nm = 2,56.

Dai temos
2 ass 256°

P(X=2)=e" T T

=0,0773 x

0% _gz555.

Verificamos, assim, que nas situagdes que envolvem grandes valores de n e valores
ainda maiores de N, a distribuicdo de Poisson torna-se bastante util.

Exercicios propostos:

3.8. A probabilidade de um atirador acertar o alvo é de 0,25. Se quatro atiradores atiram, qual é
a probabilidade do alvo ser atingido?

3.9. A taxa média de chegada de clientes em um posto de servicos é de 0,5 por minuto.
Calcular a probabilidade de, em um dado minuto, chegarem dois clientes.

3.10. Sendo de 1% o percentual de canhotos numa populagdo, qual é a probabilidade de haver
apenas um canhoto numa classe de 30 alunos?
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3.3.2. Distribuigoes de probabilidade de variaveis continuas

E dificil identificar o tipo de distribuicido de probabilidade de uma variavel continua.
Geralmente é necessario fazer uma pesquisa bibliografica para saber se a variavel de interesse
ja foi estudada antes e a sua distribuicdo de probabilidade ja foi identificada. Uma das formas
de identificar o tipo de distribuicdo de uma variavel continua é observando o campo de variagéo
desta variavel.

Existem varios tipos de distribuicbes continuas, dentre as quais podemos citar:
Uniforme, Normal, Exponencial, Gama, Beta, Lognormal, Weibull, Gumbel. Aqui trataremos
apenas das trés primeiras, consideradas as mais importantes.

3.3.2.1. Distribuigao uniforme

Definicdo: Seja X uma variavel aleatéria continua que assume valores no intervalo
[, B]. Se a probabilidade de X assumir valores num subintervalo é a mesma que para qualquer
outro subintervalo de mesmo comprimento, entdo, esta variavel tem distribuicao uniforme.

fix)

L4

[
Tt --—— -
=

+ Fungao densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma variavel aleatéria continua que tem distribuicdo uniforme,
entdo sua fungéo densidade de probabilidade sera:

1
~——, para a<x<

fix)={B-a P

0, em caso contrario

Podemos demonstrar que é uma fungédo densidade de probabilidade provando que

[ fox)dx =1.

If(x)dx:?[ 1 jdx: X B: B o _ -~ _,
S, o B_(’v B—(l o ﬁ—ov B—O, B—a

+ Parametros

A distribuigdo uniforme tem dois parametros:

o menor valor para o qual a variavel X esta definida;
f3: maior valor para o qual a variavel X esta definida.

Dizemos, entéo, que

X ~U (a, B).
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+ Medidas descritivas

— Média ou valor esperado: E(X)=p = j x f(x)dx
Sk
E(X)=p = [ xf(x)dx
S,
B (1 1 [T
‘ix[ﬁ—ajdx‘ B—Oﬂ[7L

1 [W—az]z@—aXB+a):@+a)
B-al 2 2(B-a) 2

(B+a)

Teorema: E(X)=p = 2

— Variancia: V(X)=c?=E(X?)-u?

E(X?) = [ x*f(x)dx

x

b 1 1 [T
lpiees ]
b B-a B-al 3,
B 1 BS_GS _BS_QS
“B-al 3 ) 3B-a)

Assim, temos

_ 2 _ 2y 2_[33—013_([3‘*'(1)2
V(X)=0" =E(X")—p _3([3—01) 1

_4B°-a®)-3(B-a)(p® +a’)
12(B-a)
4% — 40® +3a® + 302 - 3ap? - 3p°
12(B-a)
_PP-a®+30°B-3ap’ _ (B-a) _(B-a)f
" 12(B-a) T12B-a) 12

2
Teorema: V(X)=c? = ([3;720‘)

* Fungao de distribuicdo acumulada

A fungdo de distribuigdo acumulada da uniforme é facilmente encontrada:

0, sex<ao
F(x):P(ng):J‘;f(x)dx: E:Z, sea<x<p
1, sex>f
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Vejamos um exemplo resolvido.

Seja X uma variavel aleatéria continua com distribuicdo uniforme no intervalo [5, 10].
Determinar as probabilidades:

a)P(X<7)

b) P(X > 8,5)

c)P(8<x<9)

d) P(|x-7,5]>2)

Resolugao:

Utilizando a fungao de distribuigdo acumulada:

7-5 2

a) P(X<T7)=F(7)=-——>=2-0,4

) PX<7)=F(T)= ==

b) P(X<8,5)=1-F(8,5)=1-2=9_41_3%_4 07_03
10-5 5

¢) P8 <X<9)=F(@)-F(8)=——> 85 _4-3_

=272 = -0,2
10-5 10-5 5

1
5
d) P(X-7|>2)=P(X-7,5>2 ou X—7,5<-2)
=P(X>9,5 ou X <5,5)=1-F(9,5) +F(5,5)
9,5-5 55-5

+
10-5 10-5

—1-

=0,1-0,1=0,2

3.3.2.2. Distribuigao exponencial

Definigdo: Seja X uma variavel aleatéria continua que sé assume valores ndo negativos. Se
esta variavel é o tempo decorrido entre ocorréncias sucessivas de um processo de Poisson,
entdo ela tem distribuicdo exponencial.

i) Iy

A

-
*

0 *

Na distribuicdo de Poisson, a variavel aleatéria € definida como o numero de
ocorréncias (sucessos) em determinado periodo de tempo, sendo a média das ocorréncias no
periodo definida como A. Na distribuicdo exponencial, a variavel aleatéria é definida como o
tempo entre duas ocorréncias, sendo a média de tempo entre ocorréncias igual a 1/A. Por
exemplo, se a média de atendimentos no caixa de uma loja é de A = 6 clientes/min, entdo o
tempo médio entre atendimentos € 1/A = 1/6 de minuto ou 10 segundos.
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A distribuicdo exponencial ¢ muito utilizada no campo da confiabilidade para a
modelagem do tempo até a ocorréncia de falha em componentes eletrénicos, bem como do
tempo de espera em sistemas de filas.

+ Fungao densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma varidvel aleatdria continua que tem distribuicao
exponencial, entdo sua fun¢do densidade de probabilidade sera:

Ae, para x>0
0, em caso contrario

f(x) = {

Podemos demonstrar que é uma fungédo densidade de probabilidade provando que
[f(x)ydx=1.
Sy

::e—kw_efkozo_(_.]):‘]

[ f(x)dx = T e ™dx= [e’“]

S,
+ Parametros

A distribuigdo exponencial tem apenas um parametro:

A: nUmero médio de ocorréncias em determinado periodo de tempo (A>0);

Dizemos, entéo, que

X ~ Exp(A).

+ Medidas descritivas

— Média ou valor esperado: E(X)=pn= _[ x f(x)dx

Sx

E(X)=p = [ xf(x)dx
5,

T 1
=[x e™dx=—
ix x=

Teorema: E(X)=p =

1
»

— Variancia: V(X)=c?=E(X?)-pu?

V(X)=c® = {j xzf(x)dx:l —u?
8,

:[IXZ(Xe”“)dx }—%=%2
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Teorema: V(X) =6 = kiz

* Fungao de distribuicdo ou probabilidade acumulada
A fungdo de distribuigdo acumulada da exponencial pode ser facilmente encontrada:

0, sex<0

—hx

1-e

F(x)= P(X <x) = J;f(x) dx = { N

Desta forma, P(X > x) =1-F(x)=1-(1—-e ™) =e ™.

+ Propriedade da distribuicdo exponencial

A distribuicdo exponencial apresenta uma propriedade interessante que € denominada
falta de memodria. Isso significa que a probabilidade de ocorréncia dos valores de X nado é
afetada pelo conhecimento da ocorréncia de valores anteriores, ou seja,

PX>s+tnX>s) PX>s+t) et
PX>s+t|X>s)= P> S) = P> ) glver =e™M=P(X>t).

Consideremos o seguinte exemplo resolvido:
Suponha que um componente eletrénico tenha um tempo de vida X (em unidades de 1000
horas) que segue uma distribuicdo exponencial de parametro A = 1. Suponha que o custo de
fabricagdo do item seja 2 reais e que o prego de venda seja 5 reais. O fabricante garante
devolugdo total se X < 0,9. Qual o lucro esperado por item?
Resolugao:

Neste caso, temos f(x)=e™, parax>0.

A probabilidade de um componente durar menos de 900 horas é dada por:

P(X <0,9)=F(0,9)=1-e° =0,5934
Assim, o lucro do fabricante sera uma variavel aleatédria discreta Y com a seguinte distribui¢éo:

Y=y | -2 3 | =
P(Y=y) | 05934 0,4066| 1

Entao o lucro esperado sera:

E(Y)=-2x0,5934 + 3 x 0,4066 = R$ 0,03
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3.3.2.3. Distribuigdao normal

A distribuicdo normal (ou distribuicdo de Gauss ou distribuicdo de Gauss-Laplace) é
uma distribuicdo especialmente importante na metodologia estatistica. Sua importancia advém
das suas propriedades, do numero de fendmenos (varidveis) que podem, pelo menos
aproximadamente, ser modelados através dela e da quantidade de métodos e técnicas que sao
derivados tendo-a como pressuposigao basica. Esse conjunto de métodos e técnicas forma a
chamada Estatistica Classica ou Estatistica Paramétrica.

E uma distribuicgo tedrica de frequéncias, onde a maioria das observagdes se situa
em torno da média (centro da distribuicdo) e diminui gradual e simetricamente no sentido dos
extremos. A distribuicdo normal é representada graficamente pela curva normal (também
chamada curva de Gauss) que tem a forma de sino e é simétrica em relagédo ao centro, onde se

localiza a média p.

Curva normal

+ Funcgao densidade de probabilidade

De modo geral, se X é uma variavel aleatéria continua, X possui distribuicdo normal se
sua fungao densidade de probabilidade for

1 _x-p)?
f(x)= e 20 | ~o<X<+w

oV2n

Parametros

A distribuigdo normal tem dois parametros:

p = média (determina o centro da distribuigéo)
o2 = variancia (determina a dispers&o da distribuigao)

Dizemos, entéo, que
X~N (u, o?).

Cada vez que um dos parametros muda de valor, temos uma curva normal diferente.
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o}

Populagdes normais com médias
diferentes e mesma variancia

Popula¢des normais com variancias
diferentes e mesma média

Como consequéncia, existe um numero infinito de curvas normais. Na figura abaixo,
podemos observar alguns exemplos de curvas.

)

N, 4
08 E.4)

06

M@, 1 ME, 1)

04

02

0o

Medidas descritivas

— Média ou valor esperado: E(X)=pn= j x f(x)dx

— Variancia: V(X)=0° = _[ (x — )2 f(x)dx

Sx

1 ewr
V(X)=6?= [ (x=pn)? e 20 |dx
(X) S{( W) [cm

+ Propriedades da distribuicdo normal

1. O maximo da fungao densidade de probabilidade se da no ponto x = p.
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2. A distribuicao é simétrica em relagao ao centro onde coincidem a média, a moda e a
mediana.

1= Mo = Md

3. Os pontos de inflexdo (onde a curva passa de convexa para cOncava) sdo
exatamente p—c e p+o.

4. Verifica-se na distribuicdo normal que:

P(u—o < X < u+oc) = 0,6825
P(u-26 < X < u+20) = 0,9544
P(u-3c < X < u+30) = 0,9974

Considerando que a area sob a curva no intervalo de interesse é que corresponde a
probabilidade, utilizamos as curvas abaixo para ilustrar esta propriedade.

015875

015875

m L+ 20

0,0013 00013
*.
W=30 W Bt 30

Vimos que, para cada valor de 1 e de o, existe uma distribuigdo normal diferente. Dai
existirem infinitas distribuicdes (e curvas) normais, pois basta que mude um dos pardmetros
para termos outra distribuicdo. Deste modo, o célculo de areas sob a curva normal,
frequentemente necessario, devera ser feito sempre em fungéo dos particulares valores de p e
o. Para evitar a trabalhosa tarefa de calcular essas areas todas as vezes que desejassemos
obter as probabilidades associadas a uma certa variavel X, foi determinada uma distribuigao
normal padréo ou reduzida. Através da distribuicdo normal padrao é possivel estudar qualquer
variavel que tenha distribuicdo normal, com quaisquer valores para p e c.

+ Distribuicao normal padrao

Definigao: é a distribuicdo normal de uma variavel Z que tem média igual a zero (i = 0)

e desvio padrdo igual a um (c = 1). Para a variavel Z, a fungdo densidade de probabilidade

resulta
2

f(z)=ie7, ~0<Z <+,

V2n

A funcado densidade de probabilidade mais simplificada da distribuicdo normal padréo,
facilitou o célculo das areas sob a sua curva. Assim, a curva normal padrdo foi dividida em
pequenas tiras, cujas areas foram calculadas e apresentadas numa tabela. Na tabela da
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distribuicdo normal padrdo (Tabela | do Apéndice), podemos encontrar as areas
correspondentes aos intervalos de 0 a z.

Os valores negativos ndo sdo apresentados na tabela porque a curva é simétrica;
portanto, as areas correspondentes a estes valores sdo exatamente iguais as dos seus
simétricos positivos, por exemplo, P(-1 <Z < 0) = P(0 < Z < 1). Podemos observar também, na
tabela da distribuicdo normal padrdo, que os valores de Z véo de 0 a 3,99. Este limite é
estabelecido com base na quarta propriedade da distribuigdo normal, como podemos observar
na figura abaixo.

-3 -2 -1 0 1 2 3
W-3C¢ p-26 H-C 1 L+C  W+20 R+30

|— ogezs —]
b———— ogsaa ———
b—— o904 ————— |

Sabemos que no intervalo [u-3c; p+3c], que na normal padrdo corresponde ao
intervalo [-3; 3], temos 99,74 % dos valores de Z. Portanto, como podemos verificar na tabela, a
area compreendida entre de 0 e 3,99 ja é aproximadamente 0,5.

Veremos agora como a distribuicdo normal padréo e sua tabela podem ser utilizadas
para a obtencdo de probabilidades correspondentes a qualquer variavel X que tenha
distribuicdo normal.

A distribuicdo de uma variavel X, com quaisquer valores para u e o, pode ser obtida
pela transformagdo da variavel X na variavel Z, através da expressao

Assim, se x, e x,sao valores de X com distribuicdo normal e z, e z, s&o valores de
Z, tais que
X, — X, —
1TH g z,=22 =
(o) (¢

z, =

entdo, P(X1 <X< Xz) = P(Z1 <Z< 22).
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A relacéo é evidente, uma vez que a transformagao muda as variaveis, mas nao altera
a area sob a curva, como podemos verificar na figura a seguir.

P(x< Z<x)

X~N (n, 6%

4

P(X1 < X< Xz) = P(Z1<Z<Z2)

Plzy=Z<13)

Z~N(0, 1)

4

Sendo assim, para utilizar os valores da tabela, devemos transformar X em Z.

X~N (i, o)
i/transformar N Sl

o
Z~N(0,1)

Apds a transformagado, podemos procurar na tabela a area compreendida entre 0 e z,
que correspondera a area entre p e x.

Consideremos o exemplo resolvido a seguir.

Sabendo que as notas de 450 alunos estdo normalmente distribuidas, com média p =
3,9 e desvio padrao ¢ = 0,28, determine:

a) a probabilidade de um aluno ter nota maior que 4,27;
b) o niUmero de alunos que tém nota superior a 4,27.

Resolugao:

a) Sabemos que a probabilidade de ocorrer um valor dentro de um determinado intervalo
corresponde a area sob a funcdo densidade dentro deste intervalo. Sendo assim, para
determinar a probabilidade de ocorrer uma nota maior do que 4,27, devemos encontrar a area
localizada a direita de 4,27 na curva normal.

H~ N (U=38,0=028)

PRC=42T)

39 427
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Para encontrar essa area, vamos utilizar a tabela da distribuicdo normal padr&o. Inicialmente,
X-p
.

fazemos a transformagdo da variavel X para a variavel Z, através da expressdo Z=
Desta forma, determinamos o valor de z que corresponde ao valor x = 4,27.

AN
N

%~ N (U=38,5=0,28)

Z~N(p=06=1

4,27-3,9
0,28

W~ M (=38 0=0728)

Assim, temos z = =1,32

\ﬂx .

127
I
|
I
1
|
I
I
z
39 427
1
|
|
1
|
|
|
132

PO(=427)=P(Z > 132)
P(Z > 1,37)

1]

Sabemos que a tabela fornece a area entre 0 e z, portanto, o valor 0,4066, encontrado na
tabela para z = 1,32, expressa a area compreendida entre 0 e 1,32. Como a area que nos
interessa é a area a direita de 1,32 e sabemos que a area correspondente a metade da curva é
0,5, podemos encontrar a area de interesse calculando a diferenga entre essas duas areas.

Z~N(U=0,0=1)

P = £ <1,32) = 04066

0 132

PZ=01=05
Assim, fazemos

P(Z > 1,32) = P(Z > 0) — P(0<Z<1,32) = 0,5 — 0,4066 = 0,0934
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P(Z = 1,32) = 0,0834

0 132

Sabendo que a area a direita de z = 1,32 e igual a area a direita de x = 4,27, concluimos que a
probabilidade de Z ser maior que 1,32 é igual a probabilidade de X ser maior que 4,27. Sendo
assim, a probabilidade de um aluno tirar uma nota acima de 4,27 é de 0,0934 ou 9,34%, ou
seja, P(X > 4,27) = 0,0934.

X~ N (H=3.0,0=028)

P{¢> 4,27) = 0,093

39 47

b) Para determinar o nimero de individuos que tém nota superior a 4,27, devemos saber qual &
o percentual da populagdo que tém nota acima de 4,27. No item a, vimos que este percentual é
de 9,34%. Sendo assim, através de uma regra de trés simples, podemos determinar quantos
estudantes correspondem a 9,34% de uma populagéo de 450 estudantes. Esse valor pode ser
obtido facilmente multiplicando o tamanho da populagdo pela probabilidade de ocorrer uma
nota maior que 4,27. Assim, temos:

450 x 0,0934 = 42,03

Concluimos, entdo, que, dos 450 estudantes, 42 tém nota superior a 4,27.

Exercicios propostos:

3.11. Uma variavel X é uniformemente distribuida no intervalo [10, 20]. Determine:
a) valor esperado e variancia de X;
b) P(12,31 < X < 16,50).

3.12. Os tempos até a falha de um dispositivo eletronico seguem o modelo exponencial, com
uma taxa de falha A = 0,012 falhas/hora. Indique qual a probabilidade de um dispositivo
escolhido ao acaso sobreviver a 50 horas? E a 100 horas?

3.13. Suponha que um mecanismo eletronico tenha um tempo de vida X (em unidades de 1000
horas) que é considerado uma variavel aleatéria com fungédo densidade de probabilidade dada
or:
P f(x)=e>*, x>0
= 0, em caso contrario.
Suponha ainda que o custo de fabricagdo de um item seja 2 reais e o preco de venda seja 5
reais. O fabricante garante total devolugédo se X < 0,8. Qual o lucro esperado por item?
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3.14. Seja Z uma variavel aleatéria com distribuicdo normal padrdo. Determine as seguintes
probabilidades:

a)P(0<Z<1,73)
b) P(0,81 < Z < + )
¢) P(-1,25 < Z <-0,63)

3.15. Suponha que a estatura de recém-nascidos do sexo feminino € uma varidvel com
distribuicdo normal de média . = 48 cm e ¢ = 3 cm. Determine:

a) a probabilidade de um recém-nascido ter estatura entre 42 e 49 cm;
b) a probabilidade de um recém-nascido ter estatura superior a 52 cm;

c) o nimero que de recém-nascidos que tém estatura inferior a p+ocm, dentre os 532 que
nasceram numa determinada maternidade, no periodo de um més.

3.16. Suponha que as notas de uma prova sejam normalmente distribuidas, com média u=72 e
desvio padrdao ¢=1,3. Considerando que 18% dos alunos mais adiantados receberam conceito
“A” e 10% dos mais atrasados o conceito “R”, encontre a nota minima para receber “A” e a
maxima para receber “R”.
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4.1. Introdugao e histérico

Estudamos na Unidade |l as técnicas para resumir e descrever variaveis associadas a
conjuntos de dados obtidos de populagbes inteiras ou de subconjuntos de populagdes. Na
Unidade Ill, vimos como construir modelos probabilisticos, identificados por parametros,
capazes de representar adequadamente o comportamento de algumas varidveis. Nesta
unidade veremos os fundamentos tedricos para fazer afirmagdes sobre caracteristicas de uma
populagdo com base em informagdes fornecidas por amostras.

“N&o é preciso beber toda a garrafa para saber se o vinho € bom”. Esta frase bastante
popular ilustra melhor do que qualquer exemplo técnico o conceito de inferéncia estatistica: dar
informagao sobre o todo, com base no conhecimento da parte. O uso de informagdes parciais
para concluir sobre o todo faz parte do cotidiano da maioria das pessoas. Basta observar como
a cozinheira prova a comida que estd preparando ou como um comprador experimenta um
pedaco de laranja na feira antes de decidir se vai comprar as laranjas ou ndo. Essas decisdes
sdo baseadas em procedimentos amostrais.

Na pesquisa cientifica, em geral, o processo também ¢ esse. Levantamentos
amostrais e experimentos sdo feitos com amostras, mas o pesquisador ndo quer suas
conclusdes restritas @ amostra com a qual trabalhou, ao contrario, ele quer estender os
resultados que obteve para toda a populagéo. Assim, o pesquisador quer fazer inferéncia.

Podemos conceituar a Inferéncia Estatistica como o conjunto de procedimentos
estatisticos que tém por finalidade generalizar conclusbes de uma amostra para uma
populacao.

Outro exemplo da aplicagdo dos métodos de inferéncia estatistica, presente em nosso
dia a dia, sdo as pesquisas eleitorais. Vejamos o esquema da abaixo.

Generalizag o (inferéncia)

Resultados

Amostragem

Amostra

Populagao

Para poder generalizar as conclusdes obtidas da amostra para a populagao, ndo basta
saber descrever convenientemente os dados da amostra, é preciso garantir que o processo de
amostragem seja eficiente, ou seja, que a amostra seja representativa da populagdo. Isto
significa que a amostra deve possuir as mesmas caracteristicas basicas da populagédo no que
diz respeito as variaveis que desejamos pesquisar.

A partir desta generalizagdo surge o conceito fundamental de erro provavel. A
possibilidade de erro é inerente ao processo de inferéncia, ou seja, sempre que estudamos
uma populagéo a partir de uma amostra, existe a possibilidade de cometermos algum tipo de
erro de conclusdo. A grande aplicagdo da Inferéncia Estatistica é fornecer métodos que
permitam quantificar esse erro provavel.
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Um pouco de histéria...

O casamento entre a Estatistica e o calculo das
probabilidades se deve ao astrénomo belga Lambert
Adolphe Jacques Quételet, que, através de estudos na
area social, mostrou que muitos fendmenos vivos
apresentavam um  comportamento regular. A
expressdo matematica dessa regularidade é
conhecida, hoje, como distribuicao de probabilidade.

Apds Quételet, a Estatistica teve um
. = desenvolvimento sem precedentes, sendo o fendbmeno
Lambert Quételet da regularidade observado em muitos campos de Karl Pearson
(1796 - 1855) pesquisa. As distribuicbes de probabilidade (1857 - 1936)
comegaram a ser deduzidas, aumentando ainda mais o
campo de aplicagao.

O bidlogo inglés Francis Galton, estudando a
hereditariedade do carater estatura na espécie
humana, foi o primeiro a empregar o termo regressao
para designar o fenébmeno de retorno a média.

Em 1890, o inglés Karl Pearson, estimulado
pelos trabalhos de Francis Galton, iniciou o estudo
sobre relacionamento entre variaveis e, em 1900,
deduziu a distribuigdo Qui-quadrado. Em 1908, o inglés
William Gosset, aluno de Pearson, descobriu a 4 g
Francis Galton distribuicdo t no intuito de resolver problemas relativos Egon Péarson

(1822 - 1911) a pequenas amostras. (1895 - 1980)

Alguns anos mais tarde, outro inglés, Ronald
Aylmer Fisher, trouxe contribuicbes extremamente
valiosas a Estatistica. Fisher, com os resultados de
Gosset, rapidamente descobriu as distribuicdes
amostrais dos coeficientes de correlagédo, regressao,
correlacao multipla e a distribuicdo da razéo entre duas
variancias. Foi ele também quem estendeu e deu ideia
mais precisa a técnica chamada Andlise da Variagao,
até hoje uma das mais poderosas utilizadas na
Estatistica. Fisher trabalhou por quatorze anos na
Estagdo Experimental de Rothamstead, Inglaterra, e,
devido aos trabalhos que 1a& desenvolveu, &
considerado o pai da Estatistica Experimental.

Jerzy Neyman Ronald Fisher
(1894 - 1981) Apods 1925, emergiram dois campos de extrema (1890 - 1962)
importancia na Inferéncia Estatistica, considerados os
pilares da ciéncia: a teoria dos testes de hipoteses, sob
inspiragdo de Egon Sharpe Pearson e Jerzy Neyman,

e a teoria da estimagéo de parametros, desenvolvida

por Fisher.
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4.2. Conceitos fundamentais
Inicialmente, veremos alguns conceitos fundamentais da Inferéncia Estatistica.

¢ Populagdao é o conjunto de todos os individuos ou elementos que atendem a
determinadas caracteristicas definidoras. Estas caracteristicas dependem do objetivo do
estudo.

Exemplos:

1. Pesquisa eleitoral no Rio Grande do Sul.
Objetivo: Conhecer a preferéncia eleitoral no estado.
Populagao: Todos os eleitores que votam no RS.

2. Pesquisa sécio-econdmica na Universidade Federal de Pelotas.
Objetivo: Estimar a renda média das familias dos estudantes da UFPel.
Populagao: Todos os estudantes da UFPel.

+ Amostra é um subconjunto retirado da populagcdo com o objetivo de representa-la.
Exemplos:

1. Pesquisa eleitoral no Rio Grande do Sul.
Amostra: Conjunto de 1.000 a 2.000 eleitores votantes no RS que serdo
entrevistados pelos pesquisadores.

2. Pesquisa socio-econémica na Universidade Federal de Pelotas.
Amostra: Conjunto de 200 estudantes da UFPel que serdo entrevistados pelos
pesquisadores.

+ Amostragem é o método de selegdo que empregamos para obtengdo de amostras.
Podemos distinguir dois tipos de amostragem: probabilistica e ndo probabilistica. A amostra
sera probabilistica se todos os elementos da populagédo tiverem probabilidade conhecida e
diferente de zero de participarem da amostra. Caso contrario, a amostragem sera nao
probabilistica. A amostragem probabilistca é a mais recomendavel por garantir a
imparcialidade da amostra. Assim, qualquer discrepancia entre populacdo e amostra é
atribuida ao acaso.

Vejamos a seguir uma breve descri¢ao dos principais tipos de amostragem.
Amostragem probabilistica:

e Amostragem aleatoria simples: considera a populagdo homogénea e consiste num
sorteio para a selegdo dos elementos que compordo a amostra. Deste modo, todos os
elementos da populagéo tém a mesma probabilidade de fazer parte da amostra.

o Amostragem aleatéria estratificada: € utilizada quando a populagéo pode ser dividida
em subgrupos cujos elementos s&o semelhantes entre si. A amostragem consiste em obter-se
de cada grupo uma amostra aleatéria. Esse processo pode gerar amostras bastante precisas,
mas s6 é recomendado quando os grupos sdao homogéneos internamente e heterogéneos
entre si, ou seja, a populacéo é heterogénea e as diferengas constituem os estratos (grupos).

* Amostragem aleatéria por conglomerados: neste caso, a populacao ja é dividida em
diferentes grupos (conglomerados) e extraem-se amostras apenas de conglomerados
selecionados, e ndo de toda a populagdo. O ideal é que cada conglomerado represente tanto
quanto possivel o total da populagdo. Na pratica, selecionam-se os conglomerados
geograficamente. Escolhem-se aleatoriamente algumas regides, em seguida algumas sub-
regides e finalmente, alguns lares. Esse processo possibilita ao pesquisador entrevistar apenas
poucas pessoas.
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o Amostragem aleatéria sistematica: ocorre quando os elementos da populagdo se
apresentam ordenados e a retirada dos elementos da amostra é feita periodicamente. Por
exemplo, em uma linha de produgdo, podemos, a cada dez itens produzidos, retirar um para
avaliar a qualidade da produgdo. E um processo de amostragem mais preciso que a aleatéria
simples e tao preciso quanto a amostragem estratificada.

Amostragem nao probabilistica:

o Amostragem de conveniéncia: de acordo com determinado critério, é escolhido
convenientemente um grupo de elementos que comporao a amostra. O pesquisador se dirige a
grupos de elementos dos quais deseja saber a opinido. A amostra pesquisada muitas vezes
esta disponivel no local e no momento onde a pesquisa estava sendo realizada.

o Amostragem por julgamento: enquadram-se aqui os diversos casos em que O
pesquisador deliberadamente escolhe certos elementos para pertencer a amostra, por julgar
tais elementos bem representativos. O perigo desse tipo de amostragem é grande, pois o
pesquisador pode facilmente se enganar em seu pré-julgamento.

o Amostragem por quota: o pesquisador procura obter uma amostra que seja similar
apenas em alguns aspectos a populagdo. Ha necessidade de conhecer caracteristicas
especificas da populagédo para determinar a amostra.

o Amostragem a esmo ou sem norma: € a amostragem em que o pesquisador, para
simplificar o processo, procura ser aleatério sem, no entanto, realizar propriamente o sorteio
usando algum dispositivo aleatério confiavel. Os resultados da amostragem a esmo s&o, em
geral, equivalentes aos da amostragem probabilistica se a populagdo € homogénea e se nao
existe a possibilidade de o pesquisador ser inconscientemente influenciado por alguma
caracteristica dos elementos da populagéo.

o Amostragem acidental: trata-se da formagéo de amostras por aqueles elementos que
vao aparecendo. Este método é utilizado, geralmente, em pesquisas de opinido, em que os
entrevistados s&o acidentalmente escolhidos.

Dos exemplos relacionados, centraremos nossa atengdo na amostragem aleatéria
simples que é a maneira mais facil de selecionar uma amostra probabilistica de uma
populagdo. Este procedimento também é a base para a execugdo de outros procedimentos
amostrais.

+ Amostra aleatéria simples, também chamada de amostra casual simples, é aquela
obtida de tal forma que todas as unidades da populagdo tenham a mesma probabilidade de
fazer parte da amostra, ou ainda, que todas as possiveis amostras tenham igual probabilidade
de serem selecionadas.

O processo de obtencdo das unidades que comporao a amostra aleatéria simples é o
sorteio (com ou sem reposi¢cdo) de todas as unidades da populagdo. Esse sorteio pode ser
realizado por meio de pedagos de papel numerados, tabelas de numeros aleatérios ou
programas computacionais.

Outra maneira bastante pratica de efetuar o sorteio € com a utilizagdo de numeros
aleatérios fornecidos por calculadoras cientificas. Este procedimento envolve apenas trés
passos:

1) Identificar cada unidade da populagéo por um nimero, numa seqiiéncia de 1 a N ou
de C a N+C-1.

2) Obter uma sequéncia de n numeros aleatérios utilizando a fungédo “Random” da
calculadora.
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3) Efetuar para cada numero aleatério a seguinte operagéo:

[UxN] + C,
onde:
U: numero aleatdrio, sendo 0<U<1;
N: tamanho da populacéo;
[UxN]: parte inteira do produto UxN;
C: numero de ordem da primeira observagao.

Por exemplo, se desejamos extrair uma amostra de tamanho n=10 de uma populagdo
de tamanho N=150, devemos enumerar de 1 a 150 as unidades da populagdo e obter da
calculadora uma sequéncia de dez numeros aleatérios (U). Na tabela abaixo temos uma
sequéncia de dez numeros aleatérios e, para cada um deles, os dois passos da operagao
[UxN] + 1.

U Ux150  [Ux150] + 1

0.301 45,15 46
0.938 140,70 141
0.574 86,10 87
0.205 30,75 31
0.720 108,00 109
0.702 105,30 106
0.152 22,80 23
0.505 75,75 76
0.633 94,95 95
0.566 84,90 85

Assim, as unidades da populagdo que irdo compor a amostra sdo aquelas
identificadas pelos numeros 23, 31, 46, 76, 85, 87, 95, 106, 109 e 141.

A amostragem aleatdria simples € o processo mais simples de amostragem, de modo
que, dada uma populacéo de N elementos, podemos extrair k amostras diferentes de tamanho
n, onde

{N", se as retiradas sao feitas com reposigao

Cy, se asretiradas sdo feitas sem reposigéo
A probabilidade associada a cada uma das k amostras possiveis de tamanho n é
assim definida

p(amostra) :% .

Na pratica, a amostra é sorteada da populagdo unidade por unidade e, se o sorteio for
com reposigao, a probabilidade associada a cada unidade é

. 1
unidade)=— .
p( ) N

Do ponto de vista da quantidade de informagéo contida na amostra, amostrar sem
reposigcao é mais adequado. Entretanto, a amostragem com reposi¢do conduz a um tratamento
tedrico mais simples, uma vez que implica na independéncia entre as unidades selecionadas.
Essa independéncia facilita o desenvolvimento das propriedades dos estimadores que serdo
considerados.
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4.3. Distribuigoes amostrais

Vamos adotar a partir de agora o conceito de populacdo que é mais adequado para o
tratamento tedrico. Em vez de considerar a populagdo como um conjunto de individuos ou
objetos (populagéo real), vamos trabalhar com a ideia de populagédo apresentada na unidade
Ill, ou seja, como o conjunto de todos os possiveis valores de uma variavel aleatéria, cuja
distribuicdo de probabilidade é conhecida ou passivel de ser obtida. Chamaremos este
conjunto de valores de populagdo estatistica. Observemos que para utilizar os conceitos de
probabilidade em Estatistica é essencial saber qual é a distribuicdo de probabilidade da
variavel em estudo.

Vejamos também o significado mais preciso de uma amostra. Entendemos por
amostra aleatoria aquela amostra cujos elementos [Xi, X, ..., Xn] sdo todos independentes
entre si e ttm a mesma distribuigdo de probabilidade da populagao (X), ou seja,

-0s X, séo independentes
-0s X;, témamesma distribuicdo de X

Para garantir a independéncia entre os elementos da amostra, as escolhas devem ser
feitas com reposicdo. Como os valores que compdem a amostra sédo aleatdrios, qualquer
funcdo (soma, média, variancia, etc.) dos elementos da amostra serd também uma variavel
aleatéria. Denominamos estatistica qualquer valor obtido em fungdo da amostra. Como as
estatisticas sdo fungbes de varidveis aleatérias, também sdo varidveis aleatérias e, como
consequéncia, terdo alguma distribuicdo de probabilidade com média, variancia, etc. A
distribuicdo de probabilidade de uma estatistica € chamada de distribuigdo amostral.

O objetivo da inferéncia estatistica é inferir para a populagdo a partir da amostra.
Assim, todas as informagdes que temos sobre a populagéo séo providas pela amostra, ou seja,
trabalhamos efetivamente com estatisticas, que s&o varidveis aleatérias. Por essa razédo, é
fundamental que conhegamos as distribuicdes amostrais dessas estatisticas.

4.3.1. Distribuicdo amostral da média

A média da amostra (X ) ¢ a estatistica mais utilizada porque apresenta propriedades
interessantes. Vamos utilizar o exemplo a seguir para verificar as propriedades da distribuicdo
amostral da média.

Exemplo: O mecanico de uma oficina de regulagem para carros com 4, 6 e 8 cilindros,
cobra pelo servigo 40, 45 e 50 reais, respectivamente. Seja a variavel X = valor cobrado pelo
mecanico, com a seguinte distribuicdo de probabilidade:

X=x | 40 45 50 | sz
PX=x)| 02 03 05 | 1

a) Determine a média e a variancia da populagéo.

b) Supondo a retirada de uma amostra aleatéria de tamanho n, determine a distribuigao de
probabilidade, a média e a variancia de cada elemento da amostra [X1, X, ..., Xn]

c) Supondo a retirada de uma amostra de tamanho n = 2, com reposigdo, quantas e quais
sdo as possiveis amostras retiradas da populagéo e qual a probabilidade associada a

cada uma? Determine a média e a variancia da distribuigdo amostral da média X .

d) Supondo a retirada de uma amostra de tamanho n = 3, com reposi¢édo, quantas e quais
sdo as possiveis amostras retiradas da populagéo e qual a probabilidade associada a
cada uma? Determine a média e a variancia da distribuigdo amostral da média.
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Resolugao:
a) Média e a variancia da populagao:
EX)=p= Z xp(x)=40x0,2+45x0,3+50x0,5=46,5

xeSy

V(X)=0? =E(X?)-p? = (40? x0,2 +45% 0,3+ 50? x0,5) - 46,5% =15,25

b) Distribuigcdo de probabilidade, média e variancia de cada elemento da amostra [Xi, Xa, ..., Xn]
Amostra aleatéria de tamanho n  [Xj, Xz, ..., Xq]

Distribuigado de probabilidade de X

Xi=x1 | 40 45 50 | =
PXi=x1) | 02 0,3 05 | 1
E(X1)=pn=46,5

V(X1) = 02= 15,25

Distribuicado de probabilidade de X

Xa=x2 | 40 45 50 | 'z
P(X2=x2) | 02 0,3 05 | 1
E(Xz) = n=46,5

V(X2) = 02= 15,25

Distribuicado de probabilidade de X,

Xn=xa | 40 45 50 | 'z
PXa=x%) | 02 0,3 05 | 1
E(Xn) = n=46,5

V(Xn) = 6%= 15,25
Verificamos, assim, que se [Xi, Xz, ..., Xn] € uma amostra aleatéria, o valor esperado
de cada elemento da amostra é igual a média da populagéo e a variancia de cada elemento da
amostra € igual a variancia da populagéo, ou seja,

E(Xi) =u e V(Xi) =o?

c) O numero de amostras aleatorias possiveis € obtido por meio da expressao

k=Nn,
onde:
k = numero de amostras possiveis de um mesmo tamanho
N = tamanho da populagéo
n = tamanho da amostra

Assim, supondo uma amostra de tamanho dois, temos k = N"= 32=9.
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O conjunto de todas as possiveis amostras de tamanho dois, retiradas desta
populagdo de tamanho trés, consiste no conjunto de todos os arranjos desses trés elementos
tomados dois a dois. A probabilidade associada a cada amostra é obtida pelo produto das
probabilidades de cada elemento da amostra.

Na tabela abaixo temos todas as amostras possiveis, com suas respectivas

PR

probabilidades, e a média de cada amostra, obtida pela expressdo X =

n

Amostra [X1, X2 P [X1, Xo] X
1 (40, 40) 0,2 x0,2=0,04 40
2 (40, 45) 0,2 x 0,3 =0,06 42,5
3 (40, 50) 0,2x0,5=0,10 45
4 (45, 40) 0,3x0,2=0,06 42,5
5 (45, 45) 0,3x0,3=0,09 45
6 (45, 50) 0,3x0,5=0,15 47,5
7 (50, 40) 0,5%x0,2=0,10 45
8 (50, 45) 0,5%x0,3=0,15 47,5
9 (50, 50) 0,5%x0,5=0,25 50

Para construir a distribuicdo amostral da média, tomamos todos os diferentes valores
que a estatistica X assume e calculamos a probabilidade de ocorréncia de cada um. A
probabilidade associada a cada valor de X é obtida da seguinte maneira:

P(X =40)=P(40, 40) = 0,04

P(X =42,5)=P(40, 45) + P(45, 40) = 0,06 + 0,06 = 0,12

P(X = 45)=P(40, 50) + P(45, 45) + P(50, 40) = 0,10 + 0,09 + 0,10 = 0,29

P(X =47,5)=P(45, 50) + P(50, 45) = 0,15 + 0,15 = 0,30

P(X =50)=P(50, 50) = 0,25

Assim, temos a distribuicdo amostral da média das amostras de tamanho dois. Essa
distribuicdo de probabilidade pode ser apresentada na forma tabular abaixo.

X=x% | 40 42,5 45 47,5 50 | =
P(X=x | 004 012 029 0,3 025 | 1

Como todos os possiveis valores de X constituem uma populagdo, também podemos
obter o valor esperado a média E(X) e a variancia V(X) desta populag&o:

EX)=pg = 3 Xp(X)=40x0,04+42,5x0,12+45x0,29+47,5x0,3+50x0,25 = 46,5

XeSy

V(X)= 0% =E(X?)— 1% = (40% x0,04 +42,5% 0,12+ ...+ 50 x 0,25) 46,57 = 7,625

d) Supondo uma amostra de tamanho trés, temos
k = N"= 3%= 27 amostras possiveis.
Da mesma forma como ja visto no item c, podemos obter todas as possiveis amostras

de tamanho trés, suas probabilidades e suas médias. Essas valores s&o apresentados na
tabela a seguir.
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Amostra [Xi, X2, X3] P[X1, X2, X3] X Amostra  [Xi, X2, X3] P[X1, X2, X3] X
1 (40, 40, 40) 0,008 40 15 (45, 45, 50) 0,045 46,7
2 (40, 40, 45) 0,012 41,7 16 (45, 50, 40) 0,030 45
3 (40, 40, 50) 0,020 43,3 17 (45, 50, 45) 0,045 46,7
4 (40, 45, 40) 0,012 417 18 (45, 50, 50) 0,075 48,3
5 (40, 45, 45) 0,018 46,7 19 (50, 40, 40) 0,020 43,3
6 (40, 45, 50) 0,030 45 20 (50, 40, 45) 0,030 45
7 (40, 50, 40) 0,020 43,3 21 (50, 40, 50) 0,050 46,7
8 (40, 50, 45) 0,030 45 22 (50, 45, 40) 0,030 45
9 (40, 50, 50) 0,050 48,3 23 (50, 45, 45) 0,045 46,7
10 (45, 40, 40) 0,012 417 24 (50, 45, 50) 0,075 48,3
1 (45, 40, 45) 0,018 43,3 25 (50, 50, 40) 0,020 46,7
12 (45, 40, 50) 0,030 45 26 (50, 50, 45) 0,075 48,3
13 (45, 45, 40) 0,018 43,3 27 (50, 50, 50) 0,125 50
14 (45, 45, 45) 0,027 45

A partir desses dados, construimos a distribuicdo amostral da média das amostras de
tamanho trés, apresentada na tabela abaixo.

X=x | 40 417 433 45 467 483 50 | ¥
P(X=¥) | 0008 003 0114 0207 0285 0225 0125 | 1

Assim, obtemos também o valor esperado e a variancia da média das amostras de
tamanho trés.

E(X)=pg = Y Xp(X)=40x0,008+41,7x0,036 +...+50x 0,125 =46,5

xeSg

V(X)=02 =E(X?)— i = (402 x 0,008 + 41,72 x0,036 +...+ 507 x 0,125) — 46,5 = 5,083

+ Resultados importantes

Relacionando as medidas da distribuicio amostral da média (X ) com as medidas da
distribuicdo populacional (X), podemos verificar algumas propriedades importantes:

— A média das médias de todas as k amostras aleatorias possiveis, de mesmo
tamanho n, extraidas de uma populagéo, é igual a média da populagéo, ou seja,

EX)=p.

— A variéncia das médias de todas as k amostras aleatérias possiveis, de mesmo
tamanho n, extraidas de uma populagéo, é igual a variancia da populagéo dividida pelo
tamanho da amostra, ou seja,

Deste resultado podemos obter também o desvio padrédo da média que é igual ao
desvio padréo da populagéo dividido pela raiz do tamanho da amostra, ou seja,

= [ V& o
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Comparando o histograma da populagdo X com os histogramas da média X para as
amostras de tamanhos n =2 e n = 3, observamos que, mesmo a distribuicdo da populagdo ndo
sendo simétrica, a distribuicdo amostral da média se aproxima da simetria a medida que o
tamanho da amostra cresce. Podemos observar também que, conforme n vai aumentando, a
distribuicdo tende a se concentrar cada vez mais em torno da média da populagdo (E(X) =

E(X) = 46,5) e a frequéncia dos valores mais extremos diminui.
fJ

05
04
03 03 03

02 02 0.2

0.1 0.1 01

EGO E(X) E(%,
i | | |
40 45 50 X 40 425 45 475 50 X 40 417 433 45 467 483 50 X
Populagédo Média das amostras de tamanho 2 Média das amostras de tamanho 3

A tendéncia para a simetria e consequente aproximagdo para a distribuicdo normal
pode ser verificada na figura 4.1. Os histogramas representam distribuigdes de populagdes (X)
com diferentes formatos e distribuigdes da média (X ) de amostras com tamanhos crescentes
extraidas dessas populagbes. Em todos os casos, a distribuicdo da média se aproxima da
simetria @ medida que o tamanho da amostra aumenta.

e A, A
fh, b dh

Figura 4.1. Histogramas correspondentes as distribuicdes amostrais de X para amostras
extraidas de algumas populagoes.
Fonte: Bussab e Morettin, 2006.
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Assim, para a pergunta “qual é a distribuicdo da média (X )?” existem duas respostas
diferentes:

1. Se a populagdo (X) de onde foi extraida a amostra aleatéria tiver distribuicdo
normal, a distribuigdo amostral da média (X ) sera normal. Pode-se dizer que:

As médias s&o iguais,
mas a variancia de
X é nvezes menor.

se X~ N (u, 6?),

entdo, X ~ N (i, 6%/n).

M

2. Se a populagéo (X) de onde foi extraida a amostra aleatéria nao tiver distribuicdo

normal, a distribuicdo amostral da média (X) se aproximara da normal a medida que o
tamanho da amostra (n) cresce. Por exemplo, o nimero de insetos mortos na aplicagdo de um
inseticida é uma variavel que tem distribuicéo discreta, mas a distribuigdo do numero médio de
insetos mortos com a aplicagao pode ser normal dependendo do tamanho da amostra.

Este resultado pode ser derivado do teorema fundamental da estatistica paramétrica,
denominado Teorema Central do Limite (TCL).

+ Teorema Central do Limite: Se (X1, X, ..., Xn) € uma amostra aleatéria de X, entéo
a distribuicdo da soma de X ( X, :in ) se aproxima da distribuigdo normal com média np e

variancia nc?. Assim, para n suficientemente grande, temos:

X, —-np
——=Z~N(0,1).

NG

Como consequéncia, a distribuigdo da média (X ) se aproxima da normal com média p

e variancia o2/n. Assim, temos:
Xy -np X-u B \/H(X—H)
2 o, G

=Z~N(0,1).

X

A demonstracao completa desse teorema ndo sera dada por exigir recursos dos quais
néo dispomos, mas o importante é sabermos como esse resultado pode ser usado.

A importancia da distribuicdo normal na estatistica se deve em grande parte a este
teorema. Observemos que se a populagéo tem distribuicdo normal, entdo X tera distribuicdo
normal exata. Se a populagdo n&o tem distribuigdo normal, X podera ter distribuigdo normal
aproximada ou assintotica.

O TCL afirma que X aproxima-se de uma normal quando n tende para o infinito e a
rapidez dessa convergéncia depende da distribuigdo da populagédo da qual a amostra é retirada
(Figura 4.1). Se a populagao tem uma distribuicdo préxima da normal, a convergéncia é rapida;
mas se esta populagdo se afasta muito da normal, a convergéncia é mais lenta, implicando
numa amostra maior para que X tenha uma distribuigdo aproximadamente normal. Para a
ordem de 30 a 50 elementos a aproximagao pode ser considerada satisfatoria.

Distribuicdes importantes como Binomial e Poisson (definidas como a soma de
variaveis Bernoulli) se aproximam naturalmente da normal. Se a distribuicdo Binomial é
simétrica (1=0,5), a aproximagé&o (ou convergéncia) é mais rapida.
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4.3.2. Distribuic6es amostrais de outras estatisticas importantes

Nesta seg&o serdo apresentadas com mais detalhe as distribuicbes de probabilidade
das estatisticas mais utilizadas nos processos de inferéncia.

+ Distribuigdo qui-quadrado (x2)

Seja uma variavel aleatéria X ~ N (i, 2) e [Xi, Xz, ..., Xo] uma amostra aleatdria dela
proveniente. Assim,
Xi~N (, o?).

Padronizando, ou seja, transformando X; em Z;, temos

Zi:M
c

~N (0, 1), sendo - < zj <+co.

Seja Q uma nova variavel definida como a soma dos quadrados de v variaveis Z
independentes. Entéo, dizemos que a variavel Q tem distribuicdo qui-quadrado, denotada por
xz, com parametro v, ou seja,

Q=>Z"=Z}+Z5+.+Z2 ~ 2 (v),
i=1
onde: v = numero de graus de liberdade ou variaveis independentes somadas.

A fungdo densidade de probabilidade da distribuigdo y? € dada por

a v
f(q)=—+e 292 1, com 0<q < +oo.

> A\
221 —
2
Sendo a variavel Q definida como uma soma de quadrados, seus valores nunca ser&o

negativos. A curva da distribuicdo y2, representagdo grafica da fungdo densidade de
probabilidade, muda o seu formato a medida que varia o niumero de graus de liberdade.

Exemplos:

Para w=1,temos Para v =3, temos

fig) f(a)

o 1 2 3 4 q 0 2 4 3 8 10 12 a

Para w=10, temos

(o)
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A distribuigdo x? tem média p = v e variancia 6% = 2v.
Uma variavel importante na determinacdo de intervalos de confianca e testes de
hipoteses a respeito da variancia da populagéo (¢?2) tem distribuicéo x? e assim definida

(n-1)8? -
Q="—— ~ ¥*(v), onde v=n-1.
G
Esta variavel surge da seguinte situagao: seja a variavel X ~ N (u, 62) e [X1, Xz, ..., X]

uma amostra aleatdria dela proveniente. A variancia desta amostra sera

2 -w ou (-18*=3(x-X).

Dividindo os dois termos por uma constante de interesse (c?), ndo alteramos a

(n-1s? _ XXX/

2 (52

igualdade. Assim, temos

(e}

Somando e subtraindo outra constante de interesse (u), resolvendo o binémio e

aplicando as propriedades da soma, temos
— — — - 2
(n-1)S? _JX =X’ _JX-Xep-pf _FX-nf nX-py =Z(Xi —ujz_ X-p
o? o? o? o? o? c cs/\/ﬁ
Fazendo X‘_’J:Zi e X_H:Z,temos
o o/yn
X — 2
Z( ic “j =Y =+ Z5+..+Z2=Q, ~x*(n)
e
— 2
X—p 2 2
=Z°=Q,~x°(1),
[G/JEJ 1 ~x(1)
entao,
=12
(n-1s>_X(X-X)
= 5 =Q,-Q,,
(o) (e}
de onde resulta
Q,-Q=(Z3+Z5+...+ Z2)-Z* =Qyy ~ x2(n-1).

Outros exemplos de variaveis com distribuigdo %2 de ocorréncia comum nos testes de

hipéteses envolvendo dados de enumeragéo séo:

2
:iMNXZ(v),ondev:k-1

2
(%) ~%*(v), onde v = (r-1)(s-1)

Q:ZZ E.
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+ Distribuigao t de Student
Seja uma variavel Z, com distribuicdo normal padrdo, e uma variavel Q, com

distribuicao xz independentes, entdo, dizemos que uma variavel T definida como:

T=

AN

tem distribuicédo t de Student com parametro v.

Nesse contexto, uma variavel Z com distribuigdo normal padrdo e uma variavel Q com

distribuigdo 2 nas quais temos grande interesse nas aplicagdes sdo:

_Xop
2= p-NOY

2
Q:wﬂ(z(v),onde v=n-1.
()

(n—1)S2
2 2
Entéo,gzi= o ==,
v n-1 n-1 c
X-p  X-p

de onde resulta T:i: G/\/ﬁ = G/\/ﬁ = X-p
Q [s2 S s/
v c

02

) X-n
Assim, temos T= ~t(v),onde v=n-1
s/ ™)

De uma maneira geral, uma variavel com distribuicdo t € muito parecida com uma
normal padréo, exceto que o desvio padrdo, que aparece no denominador, € o desvio padrao

amostral e ndo o populacional.
A funcéo densidade de probabilidade da distribuicdo t de Student com v graus de

liberdade é dada por

f(t)= 11V ! -, COM =00 <t < +oo,
B[-,Y 2\"2
VB, ZJM
A%

Podemos observar, nos exemplos a seguir, que a curva da distribuigdo t de Student,
representagdo grafica da fungdo densidade de probabilidade, muda o seu formato a medida

que varia o valor de v.
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Exemplos:
Para w=1, temos ft)
4 3 : 0 i 2 3 t
Para v=10, temos fit)
4 3 2 1 6 1 2 3 t
Para v =130, temos fit)
4 3 2 1 6 1 2 3 t
P - I \
A distribuigdo t de Student tem média p = 0 e variancia c? =z
5 X - » o .
A variavel T= ~t(v) é importante na determinagdo de intervalos de confianga e

s/<n

testes de hipéteses a respeito da média da populagdo (u).

De uma maneira geral, a razao T=e;(Eé()e) tem distribuicdo t, sendo 8 uma

combinagéo linear de variaveis normais e E(0) o seu valor esperado.

Por exemplo, §=c,X, +¢,X,, onde ¢,=1e ¢, =1,

entdo,

resultando que

132

+ Distribuigao F de Snedecor

Sejam duas variaveis Qi e Q. com distribuigdo 2 independentes, entdo, dizemos que
uma variavel F definida como:
Q
v
F=-1,
Q
Va
tem distribuicdo F, com parametros v1 e va.
A varidvel F é definida como a razdo entre duas varidveis que tém distribuigdo 2.

Vimos que uma variavel com esta distribuigdo nunca assume valores negativos, portanto, os
valores da variavel F também nao poder&o ser negativos.

A fungéo densidade de probabilidade da distribuigdo F é dada por

A Vig
2 2
g(f)= 1 (ﬁj f ——,com 0<f<+o,
B[V1 Vijkvz v. Y2
22 [1+—1f
A7)

O grafico desta fungdo muda o seu formato a medida que os valores de vi e vz se
alteram.

Exemplos:

Para v, =10 ev;=10, temos

9(f)

Para vy =10 ev; =20, temos

9(f)

Para v, =20 e v, =20, temos

a(f)

133



Piana, Machado e Selau Inferéncia Estatistica

Outra variavel comumente utilizada na determinagdo de intervalos de confianga e
testes de hipdteses a respeito da varincia da populagéo (c?) tem distribuigdo F e surge da

seguinte situago: sejam as variaveis aleatorias X, ~(1;,67) € X, ~(,,03) € [XH,XQ,...,XM]

e [X21,X22,...,X2n2] amostras aleatdrias delas provenientes. As respectivas variancias dessas

amostras serao

s?-

Podemos reescrever as expressodes da seguinte forma

(n,—1)8? _ Z(Xﬁ _X1)2

=Q, ~x%(n, -1
012 012 1 X ( 1 )
e
— \2
n, —1)S2 Z X=X,
(2 2) 2 _ ( 3 ) :Q2~X2(n2—1)-
G3 G;
Se
Q
\%
F_Q—12~F(v1,v2),
v,
onde:
(ny—1)8?
Q_ o 8§
v, n-1 o2
e
(n-1)S3
Q__ o S
v, n, —1 o2’
entao, temos
Q s
2
-V _O1
F—& S§ F(vy,v,).
vV, o)

No caso de as variancias populacionais serem iguais, ou seja, 62 =62 =62, temos

Q
2
Fzézz—éﬂwz),
Va
onde:
vi=n—-1;
vy, =n,-1.
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4.4. Estimagao de parametros
4.4.1. Conceitos fundamentais

E de fundamental importancia a compreenséo e o dominio de alguns termos que seréo
usados com bastante frequéncia nos topicos que seguem. Veremos, a seguir, os conceitos de
parametro, estimador e estimativa.

Os parametros sao valores (medidas) calculados diretamente da populagdo e servem
para caracteriza-la. Os parametros geralmente sdo valores desconhecidos, sempre s&o
constantes, e sdo representados, genericamente, pela letra grega teta (6). Sdo exemplos de
parametros: a média da populagéo (i) e a variancia da populagao (c?).

Os estimadores s&o valores (medidas) calculados em uma amostra com objetivo de
obter informagdo sobre os parametros e sobre a prépria populagdo. Todos os estimadores séo
estatisticas, uma vez que s&o valores amostrais. Sendo estatisticas, sdo também variaveis
aleatdrias, pois podem assumir diferentes valores dependendo da amostra. Os estimadores

sdo representados, genericamente, pela letra teta com um acento circunflexo (6 ), onde se Ié

teta chapéu. Dentre os exemplos de estimadores podemos citar a média da amostra (X) e a
variéncia da amostra (S?).

parametros =8

estimadares — &

amostra
populagao
Sendo o estimador uma varidvel que pode assumir diferentes valores, chamamos de
estimativa um valor particular que o estimador assume.

Consideremos como exemplo a seguinte populagdo constituida por quatro valores
(N =4):

PX=x)| 02 03 03 0,2

onde:pu=25 e o?=1,05.
Desta populagéo, retiramos uma amostra aleatéria de tamanho dois (n = 2), [X1, X].

Assim, podemos calcular o numero de diferentes amostras de tamanho dois que
podem ser extraidas desta populagdo de tamanho quatro:

k = N" = 42 = 16 amostras.

Sendo possivel obter 16 amostras diferentes, para cada um dos pardmetros, pu e G2,
sera possivel obter 16 estimativas. Na tabela a seguir temos todas as possiveis estimativas de
cada um desses parametros.

135



Piana, Machado e Selau

Inferéncia Estatistica

Parametro p=25 62=1,05
Estimador X= 2% S2- M
n n-1
Amostra 1: (1, 1) i1:%=1 sf:%:g
Amostra2: (1,2) | %, =i2-15 | g2 (=180 +@-15° ¢
2 2-1

Amostra 3: (1, 3) X3 §2=2

Amostra 4: (1, 4) X, =2, si =4,5

Amostra 5: (2, 1) X5 =1, S§ =0,5

Amostra 6: (2, 2) Xg = s2=0

Amostra 7: (2, 3) X;=2,5 s§ =0,5
Estimativas | Amostra 8: (2, 4) X5 =3 §2-2

Amostra 9: (3, 1) Xg = s2=2

Amostra 10: (3, 2) X10=2,5 §2,=0,5

Amostra 11: (3, 3) X1 =3 s?,=0

Amostra 12: (3, 4) X, =3,5 s2,=0,5

Amostra 13: (4, 1) X3=2,5 s2,=4,5

Amostra 14: (4, 2) X4 =3 85, =2

Amostra 15: (4, 3) X5 =3,5 §2,=0,5

Amostra 16: (4, 4) X6 =4 s%, =0

Devemos considerar também que podem existir varios estimadores para um mesmo

parametro. Por exemplo, a média aritmética simples (X ) e a média aritmética ponderada (Xp ),

calculadas na amostra, bem como qualquer elemento em particular de uma amostra aleatéria
(X;), séo todos estimadores da média populacional (p).

x %

ZXp.
%= Y3

estimadores de p

X

Da mesma forma, as variancias S? (com denominador n — 1) e S2 (com denominador
n), calculadas na amostra, s&o dois estimadores da variancia populacional (c?).

SZ _ Z(X| - X)Z
2(2_1),()2 estimadores de ¢?
2o T
n

Para escolher o melhor dentre todos os estimadores de um mesmo paréametro,
devemos optar pelo que tem melhores propriedades.
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4.4.2. Propriedades dos estimadores

+ Imparcialidade ou nao tendenciosidade

Um estimador 6 é um estimador imparcial do parametro 0 se o valor esperado de 0
for igual a 0.
E(0)=6
Exemplos:
X & um estimador imparcial de p, pois E(X ) =
X, é um estimador imparcial de u, pois E(X,) = u
X, é um estimador imparcial de p, pois E(X;) =
S? é um estimador imparcial de o2, pois E(S?) = 6%

S2 nao é um estimador imparcial de o2, pois E(S?) = nT_162

+ Eficiéncia ou variancia minima

Se dois ou mais estimadores de um mesmo parametro sdo imparciais, € mais eficiente
aquele que possui a menor variancia.

Exemplo: Dentre todos os estimadores imparciais de p (X, X, e X;), a média simples

(X)) é o mais eficiente porque tem a menor variancia.
Demonstragéo: Considere uma amostra de tamanho n =3 [X,, X;, X;]

Média simples (X) Média ponderada (X, )

X:% 3(x + X, +X;) XPZW:%(X1+2X2+X3)
V(X)= v[%(x1+x2+x3)} V(X,)=V [ X, +2X, + X )}

V(X)= %[v (X +X,+X3)] V(X p)= [V(X,+2X,+X;)]
V(R)=g[V(X)+ V(%) + V(X,)] V(%)= e[V (X)) +4V (%) + V(X3)]
V(X)= 3 (ot +o +o?) v(xp)=116(62+40 +0?)
V(X):%:O,Sfﬁcz V(X p):1752_0 38c”

Comparando as variancias dos trés estimadores: V(X)=0,330% < V(X,)=0,385" < V(X,)=0",

verificamos que a média aritmética simples tem a menor variagao, portanto, é o estimador mais
eficiente.

+ Consisténcia

Um estimador é consistente se a medida que o tamanho da amostra aumenta o valor
do estimador se aproxima do parametro.

§—=>N .o
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Exemplo:
S2 é um estimador consistente de c2.

Com base nessa propriedade, podemos concluir que:
— Se a amostra for pequena, devemos utilizar S? para estimar 2.

— Se a amostra for grande, podemos utilizar S? ou Sﬁ para estimar c2.

4.4.3. Processos de estimagao
Um parametro pode ser estimado de duas formas: por ponto ou por intervalo.
+ Estimagao por ponto

E o processo através do qual obtemos um Unico ponto, ou seja, um Unico valor para
estimar o parametro.

Exemplo: Amostra (1, 3, 2)

i_&_1+3+2
" n 3
2 26=%° _(1-2)° +(3-2 +(2-2)°

= ] 3.1 =1 « estimativa pontual ou por ponto de 2
n— _

=2 <« estimativa pontual ou por ponto de p

n

+ Estimagao por intervalo
E um processo que permite obter um intervalo onde, com uma determinada
probabilidade (nivel de confianga), podemos esperar encontrar o verdadeiro valor do
parametro.
LI<8 <LS

As estimativas por intervalo sao preferiveis as estimativas por ponto porque indicam a
precisdo, ou seja, sabemos a probabilidade de o intervalo conter o parametro.

4.4.3.1. Intervalos de confianga para a média

+ Intervalo de confianga para a média de uma populagao ()

Para a construgao do intervalo de confianga devemos levar em conta se conhecemos
a variancia populacional. Sendo assim, duas situagdes serao consideradas:

Situagéo 1. Quando a variancia da populagdo (c?) é conhecida

Considere que desejamos estimar a média pn de uma populagéo X.

Para determinar o intervalo de confianga (IC) para p, utilizamos o estimador X que,
como ja foi demonstrado, € o melhor estimador de L.

2
De acordo com o TCL, se X ~N (u, c?), entdo, X~ N (u, o ).
n
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Padronizando a variavel X, temos Z= = = = ,

sendo que Z tem distribuigdo normal com média igual a zero e variancia igual a um, ou seja,

z-XH

~N(0,1)

N

De acordo com a figura abaixo, vemos que 1-a. é a probabilidade de que a variavel Z
assuma um valor entre -z,2 € Zy2 € o, € a probabilidade de Z ndo estar entre -zu2 € Zup.

nivel de confianga

Zop

-

Dai, temos
P(-Zap <Z<Zup)=1-0a

O valor a é denominado nivel de significancia ou taxa de erro (usualmente com valor
0,05 ou 0,01), enquanto o valor 1—o representa o nivel de confianga do intervalo.

Sabendo que Z= % e fazendo a substitui¢cdo, temos

Ny

p'<Zm/2)=’]—0'v.
Jn

Como o objetivo é construir um intervalo de confianga para a média da populago,
devemos isolar 1 na expressdo. Podemos alcancgar este objetivo manipulando a expresséo:

P(-Zw2 <

Plzz< XM <z =1-a
Jn
P(-Zo2 % < X—p < Zap %) =1-a
P(-X -Zur2 % < <->’<+zu,2%)= 1-a
PI(- X ~Zu2 % < <->’<+zw2%) x (-1)] = 1-a
P(X +Zu12 % > > f(-zu/z%): 1-a
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Dai resulta a expresséo do intervalo de confianga para a média de uma populagao:
c < c

—= < H < X+Zgp—=)=1-0

\/ﬁ H B \/ﬁ

Este intervalo de confianga também pode ser expresso da seguinte forma:

P( )7( =Zy/2

< G
IC (; 1-0): X £ Zup N
onde:
X: é o estimador de y;
Zq0: € 0 valor da variavel Z que delimita a area /2 (Tabela | do Apéndice);
n: é o tamanho da amostra;
o: é desvio padrao da populagao (parametro).

Na maioria dos casos ndo conhecemos, de fato, o parametro G, pois ndo estudamos a
populacado inteira. Entretanto, com base na propriedade de consisténcia dos estimadores,
quando a amostra tem tamanho grande, a estimativa de um parémetro é considerada
suficientemente préxima do parametro. Assim, quando trabalhamos com grandes amostras a
estimativa de o, que é s (desvio padrédo da amostra), pode ser usada no lugar do parametro.
Consideramos a amostra suficientemente grande para utilizar a variavel Z quando n é maior
que 30.

Duas pressuposigdes devem ser atendidas para a utilizagdo desta metodologia:

1. A variavel em estudo tem distribuicdo normal, X ~ N (p, ¢?).
2. A variancia populacional é conhecida ou o tamanho da amostra é suficientemente
grande para obten¢do de uma estimativa aproximada da variagéo populacional ().

E importante salientar que p é um parametro (constante) e os limites do intervalo é
que séo aleatérios. Muita discussdo ja houve a respeito da adequada interpretagdo dos
intervalos de confianga. Esse procedimento, desenvolvido por Jerzi Neyman, foi questionado
principalmente quanto ao real significado da probabilidade nesse contexto. Em sua resposta
Neyman recorreu a definicdo frequentista de probabilidade na vida real: o intervalo de
confianga deve ser visto ndo em termos da cada conclusdo, mas como um processo. Com o
decorrer do tempo um estatistico que sempre calcula intervalos de confianga de 95%
descobrira que o verdadeiro valor do parametro estara compreendido pelos limites do intervalo
em 95% das vezes.

Para Neyman a probabilidade associada ao intervalo de confianga ndo era a
probabilidade de acerto, mas a frequéncia de declaragdes verdadeiras que um estatistico fara
no decorrer do tempo. Nada afirma sobre quao “precisa” é a estimativa corrente. Ainda assim, o
uso geral dos intervalos de confianga na ciéncia produziu muitos raciocinios descuidados. Nao
é incomum, por exemplo, que alguém que calcule um intervalo ao nivel de 95% de confianga
afirme que esta 95% seguro de que o parametro esteja dentro do intervalo. O calculo do grau
em que uma pessoa pode estar segura de alguma coisa até pode ser feito, mas ¢ diferente de
um intervalo de confianga.

Assim, a interpretacdo do intervalo ao nivel de 95% de confianga, por exemplo, deve
ser da seguinte maneira: se pudéssemos construir uma quantidade grande de intervalos, todos
baseados em amostras de tamanho n, 95% deles conteriam o parametro p, como ilustra a
figura a seguir.
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Distribuicdo amostral da média

Significado dao intervalo de confianga para W,
com 1-c =085 o conhecida

Populagao

Amostra 1 (n)

Amostra 2 (n)

Amostra k (n)

_k A —n '\—/Yk E—
95% dos intervalos
contém [

Observemos que, escolhida uma amostra e encontrada sua média x,, podemos

. . - G  _ (o} . =
construir o intervalo [xofzq,zﬁ,x0+zu/2ﬁj, mas este intervalo pode ou ndo conter o

parametro p. A probabilidade de que contenha o parametro p é 1—-a.
Podemos verificar também que todos os intervalos com mesmo nivel de confianga tém

. c
a mesma amplitude: 2z, —.
/2 \/ﬁ
Consideremos agora um exemplo resolvido.
Uma amostra de 100 terneiros de dois meses de idade da raga Ibagé apresentou peso
médio de 65,5kg e desvio padréo de 4,8kg. Obtenha o intervalo de confianga, ao nivel de 95%,
para o verdadeiro peso médio de terneiros e redija a concluséo.

Variavel em estudo: X = peso de terneiros (kg)

Pressuposi¢cdes: 1. A varidvel em estudo tem distribuicdo normal.
2. A amostra tem tamanho suficiente para estimar .

Estimativas:
X = 65,5 kg
s=48kg=c

n =100 terneiros

Zo2= Zo,025 = 1,96
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IC (u; 1-0): X #Zop2 %
IC (u; 0,95): 65,5 + 1,96 x -8
J100

IC (n; 0,95): 65,5+ 0,941
Limite inferior = 65,5 — 0,941 = 64,56
Limite superior = 65,5 + 0,941 = 66,44

IC (11; 0,95): [64,56; 66,44]

Concluimos que o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para o verdadeiro peso
médio de terneiros de dois meses de idade da raca Ibagé é de 64,56 a 66,44 kg.

Situagdo 2. Quando a variancia da populagio (c?) é desconhecida

Quando a amostra é pequena, ndo podemos supor que o desvio padrdo da amostra
(s) seja uma estimativa suficientemente aproximada do parametro . Como ndo conhecemos a
variancia populacional, ndo podemos utilizar a variavel Z, que tem distribuicdo normal padréo,
para construir o intervalo de confianga para p.
Nesse caso, em vez de Z, utilizamos a estatistica T que nao tem distribuicdo normal e
sim distribuicdo t de Student, com parametro v:
T= % ~t(v),

n
onde:
X : é a média da amostra (estimador de p);
S: é o desvio padrdo da amostra (estimador de o);
n: tamanho da amostra;
v =n-1:é o ndmero de graus de liberdade associado a variancia da amostra S2.

Sob o ponto de vista das aplicagbes, podemos definir a estatistica T de uma forma
mais genérica:

D>

-6
T=—rc ~t(v),
50 ™)

onde:
0: é o parametro que esta sendo estimado;

0: é o estimador do parametro;
S(é ): € o estimador do desvio (ou erro) padrao de 0.

Distribuicao t

Em 1908, o pesquisador inglés William Gosset, ao tentar resolver problemas relativos
a pequenas amostras, descobriu a distribui¢éo t.

A distribuigéo t tem formato de campanula, é simétrica em torno da média (i = 0) que
esta localizada no centro da distribuicdo e varia de -« a +w. Sua curva se assemelha a da
distribuicdo normal padrédo, sendo um pouco mais achatada no centro.

Como o parametro da distribuicdo t € o numero de graus de liberdade (v = n -1), o
formato da curva se altera toda vez que muda o tamanho da amostra (n).
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Gosset trabalhava, na época, numa cervejaria na Irlanda
e estava ciente de que seus empregadores ndo queriam
que funcionarios publicassem o que quer que fosse, com
receio de que segredos industriais caissem no dominio
publico e, principalmente, nas maos da concorréncia.
Por isso Gosset ao descobrir uma nova distribuicdo de
probabilidades (distribuicdo t), publicou seus trabalhos
sob o pseudénimo de Student.

William Gosset
(1876 - 1937)

A distribuicdo t se aproxima da normal padrdo a medida que o n cresce. Isto ocorre
porque quando o tamanho da amostra se aproxima do tamanho da populagdo (n — N), o
estimador S se aproxima do parametro ¢ (S — o) e, consequentemente, a estatistica T se
aproxima da variavel Z (T — Z).

Na pratica, com 30 graus de liberdade a distribuicdo t € aproximadamente igual a
distribuicdo normal padrao e com 120 graus de liberdade é exatamente igual, ou seja, as
curvas se sobrepdem. Por essa razdo, o tamanho 30 é adotado como referéncia para
considerarmos uma amostra grande ou pequena. Quando n & menor ou igual a 30, a amostra é
considerada pequena para utilizarmos a variavel Z, devemos, portanto, utilizar a distribuigéo t
para construir o intervalo.

Como ja foi visto para a variavel Z, na figura a seguir podemos observar que 1-a é a
probabilidade de que a variavel T assuma um valor entre -t,2 e tw2 € o € a probabilidade de T
nao estar entre -t € typ.

nivel de confianga

1
1
1
1
1
1
1
1
}

a0

~tan Lo

Dai, temos
P(-taz < T < tap) = 1-a.
Sabendo que T = X;H e fazendo a substituigéo, temos
Jn
P(-toz < H< ta) = 1-aL.
o

Isolando o pardmetro p na expresséo, temos

P(-to2 < X—p tuz) = 1-a.

Jn
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S S S
P(~to2 ﬁ < X-p <tu/2ﬁ): 1-a
S S S S
P(- X -tar2 ﬁ < -u <-X+t(d2ﬁ): 1-a

PI(- X tuz % < <->’<+t<dz%)x (-1)] = 1-o

< S < S
P( X +to2 ﬁ > u > X'tu/Zﬁ): 1-a
< S < S
P(X't<d2ﬁ <u< X+tu/2ﬁ): 1-a

de onde resulta

< S
IC (w1-a): X £top—,
Jn

sendo tq2 0 valor da estatistica T que delimita a area o/2. Este valor é encontrado na tabela da

distribuicdo t de Student (Tabela Il do Apéndice), a partir dos valores de v e de a.
Generalizando a expressao, temos

IC (0 1-a): 0 *tu2 S(O).

Assim, para o caso particular de 6 = p, temos: 6 = X e S(6)=S(X) =S

W
Para a utilizagéo desta metodologia a seguinte pressuposi¢éo deve ser atendida:

A variavel em estudo tem distribuigdo normal: X ~ N (i, 62).

Devido a aproximagao com a distribuigdo normal padrédo a partir de v=30, a estatistica
T, que tem distribuigdo t de Student, podera ser utilizada para construir intervalos de confianca
para a média, também quando a amostra for grande.

Consideremos o seguinte exemplo resolvido.

Através da amostra de tamanho 15 que segue, procura-se estimar a verdadeira
poténcia média de aparelhos eletronicos de alta sensibilidade medida em microwatts:

26,7; 25,8; 24,0; 24,9; 26,4; 25,9; 24,4; 21,7; 24,1; 25,9; 27,3; 26,9; 27,3; 24,8; 23,6.
Resolugéo:

Variavel em estudo: X = poténcia de aparelhos eletronicos de alta sensibilidade (uw)
Pressuposicéo: A variavel em estudo tem distribuicdo normal.

Obtengéo das estimativas:

~26,7+25,8+...+23,6

X =25,31 pw
15
2 2 2
2 (26,7-2531) +(25,8—1255,311) ot (@36-2531F ) 4oq o

$=+/2,493 =1,579 pw
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Sendo 6 =, temos
6=X=25,31

()= S(>’<>:%= ! j%" ~0.4076

v=n-1=15-1=14
tuz(1a)= 2,145

IC (0; 1-a); 6 *tu2 S(0)

IC (u; 0,95): 25,31 + 2,145 x 0,4076

IC (u; 0,95): 25,31 + 0,874

Limite inferior = 25,31 — 0,874 = 24,44
Limite superior = 25,31 + 0,874 = 26,18

IC (u; 0,95): [24,44; 26,18]

Concluimos, com 95% de confianga, que os limites 24,44uw e 26,18uw contém a
verdadeira poténcia média de aparelhos eletrénicos de alta sensibilidade.

+ Intervalo de confianga para diferenga entre médias de duas populagoes (L1 - [12)

Para utilizar a estatistica T no estudo de uma variavel X em duas populagées distintas,
trés pressuposicdes devem ser atendidas:

1. A variavel em estudo tem distribuicdo normal.
X~N (4, 6%
2. As variancias das populages s&o iguais (62=03).
3. As amostras retiradas das populacdes s&o independentes.

UZ

Populagéo 1 Populagéo 2

l 1 Wz l
I:X‘1‘1->{‘12- ----X1n|:| |:>{21,>{22,...,}{2n2:|
Amostra 1 Amostra 2

Atendidas as pressuposicdes, desejamos comparar as médias das populagdes,
estimando por intervalo, o parametro 0 = W, — U, . Utilizamos, ent&o, a variavel aleatoria T.

_6-0
s

T ~t(v),

=

onde:
O=p-p,
0=%X,-X%,
S(6)=S(X,-X,)
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v=(n-1)+(n,-1)=n;+n, -2

Vejamos como se obtém a estimativa do desvio (ou erro) padrdo de 6. sendo

é=)7<1 —Xz, o desvio padréo 0 ¢é obtido extraindo a raiz quadrada da variancia da diferenca
entre as médias, ou seja,

S(é):S(K _Xz) = 32(5(1 -X;) -

Como as variaveis X1 e )?2 s&o independentes, podemos utilizar a propriedade de que

a variancia da soma ou diferenga de variaveis ¢ igual a soma das variancias dessas variaveis.
Dai, temos

JS2(X; — X;) =/S%(X,) - §%(X,) .

_ 2
Como a variancia da média é V(X):G—, entdo, o estimador desta variancia sera
n
2/ 82 a .
S*(X)=— . Como consequéncia, temos
n
— — 2 2
52(X,)+ 82 (%) = ot 4 22
n, n,

Sendo as variéncias amostrais, S? e S2, estimativas da mesma variancia (c?), &
possivel combina-las através da média. Assim, em vez de duas estimativas (S? e S2),
utilizamos S? que é a média das variancias das amostras, ponderada pelos seus respectivos

graus de liberdade, ou seja,
2= Si(n=1)+S3(n, -1)
(ny=1)+(ny 1)

Dai resulta que

2 2 2 2
JS1+SZ=JS+S=J[1+1]SZ-
n, n, n, n, n, n,

Assim, o estimador do erro padrao de 0 & dado por

S(0)=S(X,-X,)= [l+ij82 ,onde S?=
n, n,

St (n —1)+85(n, - 1)
(ny=N+(n,-1)

Sabemos que, de modo geral, o intervalo de confianga para um parametro 6 é assim
definido

IC(0;1-a):0+t,,S(6).

Para o caso particular de 6=y, —p,, temos

IC(Hy — M T-0) =Xy = X, £t [i*’ijsz-
n, n,

Vejamos um exemplo resolvido.
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Dez cobaias adultas criadas em laboratério, foram separadas, aleatoriamente, em dois
grupos: um foi tratado com ragdo normalmente usada no laboratério (padrdo) e o outro grupo
foi submetido a uma nova ragéo (experimental). As cobaias foram pesadas no inicio e no final
do periodo de duragéo do experimento. Os ganhos de peso (em gramas) observados foram os
seguintes:

Ragao padrao 200 180 190 190 180
Ragédo experimental | 220 200 210 220 210

Construa o intervalo de confianga, ao nivel de 99%, para a diferenga entre as médias
das duas populagdes.

Resolugéo:

Variavel em estudo: X = ganho de peso (g)
Pressuposicdes:

- A variavel em estudo tem distribuigdo aproximadamente normal, X ~ N (p, c?).
- As variancias das populagdes so iguais (6? = 63 = 6%).
- As amostras retiradas das populag¢des sao independentes.

o

Populagdo 1 Populagéo 2

v !

[ X Ko, ] [ Xzt Xaz, - X, |

Amostra 1 Arnostra 2

Estimativas:

Amostra1: n1=5  X,=188 s7=70
Amostra2: n;=5  X,=212 s3=70

Sendo 0=y, —,, temos:
H=X,—X,=188-212=—-24

S¥(n—1)+S3(n,—1) 70x4+70x4

8% = = =70
(ny=1+(n,-1) 4+4

S(6)=S(X, - X,)= [1+1182= [%+%)70:5,292

L)
v=(n—-1)+(n,-1)=4+4=8

tos28) = 3,36
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IC(0;1-a):H£t,,S(0)
IC (s —pp; 0,99): -24 + 3,36 x 5,292
IC (1, —pyp; 0,99): -24 + 17,78

Limite inferior = -24 - 17,78 = -41,78
Limite superior = -24 + 17,78 = -6,22

IC (4 —py; 0,99): [-41,78; -6,22]

Concluimos, ao nivel de 99% de confianga, que os limites -41,78 e -6,22 contém a
verdadeira diferenga entre o ganho de peso médio da populagéo que recebeu ragao padrédo e o
ganho de peso médio da populagéo que recebeu a ragao experimental. Como o valor zero esta
fora do intervalo podemos concluir que as médias ndo sdo iguais.

4.4.3.2. Intervalo de confianga para a varidncia de uma populagio (c?)

Sabemos que o estimador n&o-tendencioso de 62 é S2. No entanto, para se construir
um intervalo de confianga para c? é necessario ainda conhecer como este estimador S? se
comporta, ou seja, qual é a sua distribuicdo de probabilidade. Considerando uma populagao
com distribuigdo normal, com média u e variancia 2, e que desta populagdo seja selecionada
uma amostra aleatoéria de tamanho n, entdo:

M-

(%%’ (n-1)s?
Q=t——= _62 ~x3(v),

ou seja, a varidncia da amostra (S?) é uma variavel aleatéria que tem distribuigéo Xz com
parametro v=n—1 graus de liberdade. Assim, a distribuigdo Xz é a base para inferéncias a

respeito da varianciac?.
De acordo com a figura abaixo, vemos que 1-o é a probabilidade de que a variavel Q
assuma um valor entre q.,,, € q,, € o € a probabilidade de Q no estar entre q,, € q,,

nivel de confianga

o2

Dai, temos

P(d2<Q<qy,) = 1-a

(n—1)S2

’
02

Sendo Q= ao substituirmos Q na expressao acima, obtemos:

, n-1)s?
P(qy2< % <Q,p) = 1-a.
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A manipulagéo algébrica desta desigualdade resulta no intervalo de confianga para ¢
2 2
P[(n_1)S < 02<(n_1)s ]=1—0L.

Qa2 Ao

onde:

S? é o estimador da variancia populacional 6%

n € o tamanho da amostra;

v =n-1¢é o nimero de graus de liberdade associado a variancia;

q,,, € o valor da distribuigdo qui-quadrado, com v graus de liberdade, que delimita a
area o/2 a esquerda (Tabela Il do Apéndice);

q,, € o valor da distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade que delimita a
area o/2 a direita (Tabela Il do Apéndice).

Assim, os limites do intervalo de confianga para a variancia populacional (c?) sdo
dados por:

{(n—1)82.(n—1)82}

’ ’
a2 o2

Para determinar um intervalo de confianga para o desvio padrdo populacional (G)
basta tomar a raiz quadrada positiva dos limites do intervalo para a variancia populacional:

{ (n-1)s? (n—1)82}

’ ’
o2 o2

Consideremos um exemplo resolvido:

Uma das maneiras de manter sob controle a qualidade de um produto é controlar sua
variabilidade. Uma maquina de encher garrafas de refrigerante estad regulada para enché-las
conforme uma distribuigdo normal com média de 200

ml. Colheu-se uma amostra de 11 garrafas e observou-se uma variancia de 8,38 ml2.
Construa o intervalo, ao nivel de 90% de confianga, para a variancia populacional e um
intervalo de mesma confiabilidade para o desvio padrao da populacéo.

Resolugéo:

Devemos, inicialmente, determinar os valores da distribuigo y? com 10 graus de
liberdade, de modo que q,, e q,, tenham uma &rea igual a 0,05 a sua esquerda e & sua
direita, respectivamente. Estes valores s&o: q5, )= 3,94 € Q)= 18,31.

Assim, o intervalo de confianga para a variancia sera:

[(n—1)sz.(n—1)s2}=[(11—1)x8,38_ (11-1)x 8,38

; —[4,58;21,27].
18,31 3,94

Uz Qo
IC (o?; 0,99): [4,58; 21,27]

E o intervalo de confianga para o desvio padréo sera:

{ ,(n—1)32; [(n_,1)52}U(ﬂ—nxsss;\/(11-1)@,38}2[2’14;4‘61]_
Qos2 Qo2 18,31 3,94
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IC (c; 0,99): [2,14; 4,61]

Concluimos, com uma confianga de 90%, que os intervalos 4,58 a 21,27 e 2,14 a 4,61
cobrem, respectivamente, a verdadeira variancia e o verdadeiro desvio padrdo da populagéo.

4.4.3.3. Intervalo de confianga para a proporgao de uma populagao ()

Se o objetivo é estimar a proporgdo populacional (w), através de uma amostra
aleatdria desta populagéo, utilizamos como estimador a propor¢do da amostra (P).

De acordo com o teorema central do limite, quando np>5 e n(1-p)>5, a distribuigéo
amostral de P se aproxima da distribuicdo normal com média p,=n e desvio padrdo
m(1-m)

Op =,[—— .
P n

Deste modo, podemos utilizar a distribuicdo normal para construir o intervalo de
confianga para a proporgcdo populacional. Lembramos que 1-a € a probabilidade de que a

variavel Z assuma um valor entre -z,2 € z.2 € a é a probabilidade de Z n&o estar entre -z,2 e
Za/2.

nivel de confianga

Zopz

-Zap

Assim, temos que:
P(-zu2< Z < Zoi2) = 1-au.

Como Z :ﬁ = i substituimos Z na expressao acima e obtemos:

Cp ’TC(']—TE)
n

P(-Za2 < P < Zup) = 1-a
n(1-m)

n

A manipulacéo algébrica desta desigualdade resulta no intervalo de confianga para n:

P(P - 2 /M < T <Pz M): 1-q.
n n

Como podemos verificar na expressdo, o erro padrdo op = é um valor

m(1-m)
n

desconhecido, uma vez que ndo conhecemos 7. Entretanto, com base na propriedade de
consisténcia dos estimadores, quando o tamanho da amostra é grande, podemos considerar o
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valor do estimador (P) suficientemente proximo do pardmetro (m), o que possibilita a
substituicdo de 7 por P na expressao do intervalo de confianga. Assim, temos:

P(P - za2 ,/m <mT<P+2zy, M)=1—0L.
n n

P é o estimador da proporgéo populacional T;
n € o tamanho da amostra;
Z.2 € 0 valor da variavel Z que delimita a area o/2 (Tabela | do Apéndice).

onde:

Vejamos um exemplo resolvido:

Foi realizada uma pesquisa de mercado para verificar a preferéncia da populagao de
em relagdo ao consumo de determinado produto. Para isso, foi colhida uma amostra de 300
consumidores, dos quais 180 disseram consumir o produto. Encontre o intervalo ao nivel de
99% de confianga para a proporgao de consumidores do produto na populagéo.
Resolugéo:

A estimativa por ponto para a proporgao populacional sera: p = 180/300 = 0,60.

Como o nivel de confianga adotado é de 99%, temos o = 0,01. Assim, o valor de Z que
delimita a area o/2 = 0,005 a direita é 2,575.

Entao, o intervalo de confianga de 99% para a proporg¢éo populacional sera:

IC(x;0,99):P 2, | -0—")
n

0,60(1-0,60)
300

IC(m;0,99):0,60+2,575x0,0283

IC(7;0,99):0,60+0,0728

Limite inferior = 0,60 — 0,0728 = 0,5272

Limite superior = 0,60 + 0,0728 = 0,6728

IC(m;0,99):0,60+2,575

IC(r; 0,99): [0,5272; 0,6728]

Concluindo, pode-se afirmar, com uma confian¢a de 99%, que o intervalo de 0,53 a
0,67 contém a proporgao populacional de consumidores que preferem o produto pesquisado.

Exercicios propostos:

4.1. Um engenheiro de desenvolvimento de um fabricante de pneus esta investigando a vida do
pneu em relagdo a um novo componente de borracha. Ele fabricou 40 pneus e testou-os até o
fim da vida em um teste na estrada. A média e o desvio padrdo da amostra sdo 61.492 km e
6.085 km, respectivamente. O engenheiro acredita que a vida média desse novo pneu esta em
excesso em relagdo a 60.000 km. Obtenha o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a
vida média do pneu e conclua a respeito da suposi¢do do engenheiro.

4.2. Um agrénomo realizou um levantamento para estudar o desenvolvimento de duas espécies de
arvores, a Bracatinga e a Canafistula. Para esta finalidade foram coletadas duas amostras de tamanhos
igual a 10 drvores. Os resultados para altura, em metros, estdo descritos abaixo para as duas amostras:
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Bracatinga 6,5 69 69 86 87 82 100 10,3 13,4 14,4
Canafistula 9,3 10,1 11,4 152 17,2 14,8 159 20,6 21,9 23,8

Para verificar a hipdtese de que as alturas das duas espécies sdo diferentes, o agronomo adotou o
seguinte critério. Construir os intervalos com 95% de confianga, para cada uma das espécies. Se os
intervalos se sobrepdem (se interceptam) concluir que ndo ha diferencgas significativas entre as duas
alturas medias, caso contrario, concluir que ha diferengas entre as mesmas. Baseado neste critério qual
a conclusdo do agronomo?

4.3. Na fabricagao de semicondutores o ataque quimico por via imida é frequentemente usado
para remover silicone da parte posterior das pastilhas antes da metalizagdo. A taxa de ataque é
uma caracteristica importante nesse processo e é sabido que ela segue uma distribuicédo
normal. Duas solugdes diferentes para ataque quimico sdo comparadas, usando duas
amostras aleatérias de pastilhas. As taxas observadas de ataque (10-3 polegadas/min) séo
dadas a seguir:

Solugéo 1 9,9 9,4 9,3 96 10,2 106 103 10,0 10,3 10,1
Soluggdo2 10,2 106 10,7 104 105 100 10,7 104 10,3 -

Os dados justificam a afirmacé@o de que a taxa média de ataque seja a mesma para as duas
solugdes? Considere que ambas as populagdes tém varidncias iguais, construa o intervalo de
confianga, ao nivel de 95%, para a diferenga entre as médias e conclua.

4.4. Considere os dados do exercicio 4.1. Construa um intervalo de 90% para a variancia da
vida do pneu. Depois converta esse intervalo apresentando-o em termos de desvio padréo.

4.5. Uma amostra aleatéria de 250 dispositivos eletrénicos apresentou 27 unidades
defeituosas. Estime a fragdo de ndo conformes e construa um intervalo de 95% de confianga
para o verdadeiro valor da fragdo de ndo conformes.
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4.5. Testes de hipoteses

O teste de hipétese € um procedimento estatistico em que se busca verificar uma
hipétese a respeito da populacdo, no sentido de aceita-la ou rejeita-la, a partir de dados
amostrais, tendo por base a teoria das probabilidades.

Em geral, um problema cientifico (expresso na forma de pergunta) conduz a uma
hipétese cientifica (resposta proviséria a esta pergunta) que requer uma pesquisa cientifica
para a sua verificagdo. O teste de hipétese é um dos procedimentos mais utilizados na
pesquisa cientifica, sobretudo na pesquisa experimental.

De modo geral, podemos definir cinco passos para construcdo de um teste de
hipéteses:

1. Definir as hipéteses estatisticas.

2. Fixar a taxa de erro aceitavel.

3. Escolher a estatistica para testar a hipétese e verificar as pressuposi¢des para o
seu uso.

4. Usar as observagdes da amostra para calcular o valor da estatistica do teste.

5. Decidir sobre a hipotese testada e concluir.

4.5.1. Testes para a média populacional

+ Hipoteses estatisticas

A hipotese estatistica € uma suposigao feita a respeito de um ou mais parémetros, tais
como, médias de populagdes (u), variancias de populagdes (c2), etc. As hipdteses estatisticas
surgem de problemas cientificos.

Existem dois tipos basicos de hipdteses estatisticas:

Hipétese de nulidade (Ho): € a hipétese que esta sob verificagdo. Esta hipdtese supde
a igualdade dos parametros que estéo sendo testados.

Hipotese alternativa (Ha): € a hipétese que sera considerada caso a hipétese de
nulidade seja rejeitada. Esta hipotese supde que os parametros testados sao diferentes.

Duas situagdes sdo comuns em testes de hipdteses a respeito da média da populagéo ():
1. Comparagao de uma média (i) com um valor padr&o (jo)
Nesta situagdo, temos uma populagdo da qual é extraida uma amostra e a média

desta amostra é comparada com um valor ja conhecido (valor padrdo) que serve como
referéncia.

Ho:=po ou p—pp=0

Hpiu#py ou p—py #0 hipétese bilateral
n>p, ou p—pg >0 hipétese unilateral direita Devemos escolher aH, mais apropriada
L<MH, OU p—p, <0 hipétese unilateral esquerda
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2. Comparagéo entre duas médias (u1 e 2)

Nesta situagéo, temos duas populacdes, de cada uma é extraida uma amostra, e as
médias das duas amostras s&do comparadas.

Ho:py=p, ou py—pp; =0
Hpipy =, ou gy —p, =0 hipotese bilateral

Ly >H, OU py—H, >0 hipétese unilateral direita Devemos escolher aH, mais apropriada

My <u, Ou py—p, <0 hipétese unilateral esquerda

Consideremos o exemplo a seguir.

Vamos supor que nosso problema cientifico seja a pergunta “As ragas bovinas
Holandesa e Jersey diferem quanto a producado de leite?” e nossa hipdtese cientifica seja a
afirmacgdo “A raga Holandesa produz mais leite que a raga Jersey”. Esta hipétese pode ser
verificada de duas formas: pela avaliagcdo das populagdes inteiras de vacas das duas ragas, ou
seja, todas as vacas das ragas Holandesa e Jersey, ou por meio da avaliagdo de amostras que
serdo retiradas dessas populagdes. Obviamente, seria impossivel avaliar todas as vacas das
duas ragas. E ainda que fosse possivel, sabemos que o processo de amostragem pode
fornecer preciséo suficiente; portanto, sera muito mais econdmico e menos trabalhoso utilizar
uma amostra.

Ao utilizarmos amostras, consideremos que temos duas populagdes:

Populagédo 1 — vacas da raga Holandesa
Populagédo 2 — vacas da raga Jersey

Nestas populagdes vamos estudar a variavel continua X = producao de leite, supondo
que X ~ N (i, 6?) e que o2 =3, conforme figura abaixo

o

Populagdo 1 Populagéo 2

l et Kz l
[Xan. X, . Xian, ] [Xa1. Xz, - Xan, |

Arostra 1 Arnostra 2

Assim nossos parametros de interesse sao:

E(X1) = n1 = produgdo média da populagéo 1
E(X2) = p2 = produgdo média da populagdo 2

Assim, devemos considerar as seguintes hipoteses estatisticas.

{Ho Hy = U
Ha 1y # 1y
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Observemos que a hipétese alternativa ndo corresponde necessariamente a
expectativa do pesquisador, ou seja, a hipétese cientifica. A hipdtese a ser testada em um teste
é sempre a hipotese de igualdade entre os parametros, enquanto a hipotese alternativa deve
ser definida pelo pesquisador, podendo ser bilateral ou unilateral. A escolha entre uma ou
outra, entretanto, jamais deve ser feita com base nos dados da amostra, tampouco na
expectativa do pesquisador. A hipétese bilateral € mais genérica e deve ser utilizada quando
néo temos motivos suficientes para esperar que um dos parametros seja maior ou menor que o
outro. Assim, supomos apenas que os parametros serdo diferentes, caso a hipétese de
igualdade seja rejeitada.

As situagbes de aplicacao da hipotese unilateral sdo mais restritas e nem sempre sé&o
muito claras. A opg¢éo por uma hipétese unilateral exige que tenhamos mais informagdes sobre
o comportamento da variavel de interesse na situagdo da pesquisa. Estudos anteriores, por
exemplo, podem prover evidéncias que suportem uma hipétese unilateral.

A hipétese unilateral pode ser também uma decorréncia logica da situagdo de
pesquisa, como, por exemplo, quando comparamos a média de um grupo tratado (que recebe
determinado tratamento) com a média de um grupo controle ou testemunha (que n&o recebe o
tratamento). Neste caso, se o tratamento ndo tem efeito, esperamos que as médias dos dois
grupos sejam iguais; mas se o tratamento tem efeito significativo é bastante razoavel esperar
que a média do grupo tratado (que expressa este efeito) seja maior (e nunca menor do que a
média do grupo controle.

Um teste de hipotese também pode ser classificado de acordo com o tipo de hipdtese
alternativa que adota: se a hipétese alternativa é bilateral, dizemos que o teste é bilateral; se a
hipétese é unilateral, o teste é unilateral.

+ Erros de Conclusao

Ja vimos que um elemento intrinseco ao processo de inferéncia € o erro. Num teste de
hipéteses, devemos considerar que as hipéteses estatisticas sdo estabelecidas a respeito de
valores populacionais (parametros) e as conclusdes sdo obtidas a partir de dados amostrais
(estimativas), ou seja, baseamos nossas conclusbes em apenas uma parte da informagao
(amostra) que, eventualmente, pode nio representar o todo (populacdo), portanto, existe a
possibilidade de estarmos cometendo um erro de conclusdo. Como a hipétese sob verificagao
€ Ho, dois tipos de erro estédo associados a decis&o a respeito dela, séo eles:

Erro Tipo I: rejeitar Ho quando ela é verdadeira
o = P(erro tipo |) — probabilidade de cometer o erro tipo |

Erro Tipo II: ndo rejeitar Ho quando ela é falsa
B = P(erro tipo Il) — probabilidade de cometer o erro tipo Il

A tabela a seguir ilustra os dois tipos de erro.

. Situagdo de Ho
Decisdo -
Verdadeira Falsa
N&o rejeitar Acerto Erro Tipo Il
Rejeitar Erro Tipo | Acerto

Como consequéncia, temos que: 1-o é a probabilidade de ndo cometer o erro tipo |,
ou seja, é a capacidade de néo rejeitar Ho verdadeira, e 1-3 € a probabilidade de ndo cometer
o erro tipo |l, ou seja, é a capacidade de rejeitar Ho falsa. A probabilidade 1-B é denominada
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poder do teste. Podemos dizer, entdo, que o poder do teste é a probabilidade de declarar
diferengas quando elas, de fato, existem. O poder de um teste esta relacionado com os
seguintes fatores: tamanho da amostra, variabilidade da variavel e magnitude da diferenga
existente entre as médias.

E importante ressaltar ainda que as duas taxas de erro (o e B) estdo relacionadas
negativamente, de modo que a redugdo de a implica no aumento de [ e vice-versa. Para que
os testes de hipéteses tenham validade, é necessario que sejam delineados de modo a
minimizar os erros de conclus&o. Entretanto, o Unico meio de reduzir ambos os tipos de erro é
aumentando o tamanho da amostra, o que nem sempre é viavel. Na pratica, devemos definir
qual dos dois erros é mais grave e, entdo, minimiza-lo. Podemos adiantar, contudo, que, via de
regra, a preocupagdo esta voltada para o erro tipo |, pois na maioria dos casos ele é

considerado o mais grave. A probabilidade de ocorréncia do erro tipo | (o) € chamada de nivel
de significancia do teste.

+ Estatistica do teste

Para testar hipéteses a respeito do pardmetro p, utilizamos a variavel aleatéria T,
T= 0-9 —AO .
S(6)

Vejamos agora como o valor da variavel T é obtido nas duas situa¢gdes mais comuns
de testes de hipoteses a respeito de p.

Situagdo 1. Comparagéo de uma média (i) com um valor padréo (o).

Inicialmente, devemos lembrar que para compararmos uma média com um valor
padréo utilizando a variavel aleatéria T, a seguinte pressuposigao deve ser verdadeira:

A variavel em estudo tem distribuicdo normal, ou seja, X ~ N (u, 02).
Neste caso, a hipétese estatistica sob verificagao sera:

Ho =,

ée tem distribuicdo t com parametro v,
)

Sob H, verdadeira, a variavel aleatéria T =

onde:
O=p=p,
6=X
S(0)=S(X) =~
Jn
v=n-1
Dai resulta que T= e_ﬂe Xk
s® S

N

Podemos verificar que, sendo p, um valor conhecido, a variavel aleatéria T torna-se
uma estatistica, pois passa a ser fungdo apenas da amostra.
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Situacdo 2. Comparacao entre duas médias (L1 € o)

Ao compararmos duas médias populacionais utilizando a estatistica T, trés
pressuposicdes devem ser verdadeiras:

1. A variavel em estudo tem distribuicdo normal, ou seja, X ~ N (u, c?);
2. As variancias das populagdes séo iguais (62 =o3);
3. As amostras retiradas das populagdes sédo independentes.

Atendidas as pressuposi¢des, a hipotese estatistica sob verificagédo sera:
Hy:py—p, =0.

Quando H, supde que o parametro estimado é igual a zero, ou seja, 6=p, -, =0,
temos:

Dairesultaque T=——=

S®) +i s? |
Ny Ny

2(n 20
S(0)=X,-X, = i-*-i S?,sendo S%= Si(n=1)+S,(n, 1)
n, n, (N =1 +(n,-1)

0 X, -X,
1

onde:

v=(n=1)+(n, 1)

Observemos que, também nesta situagdo, a variavel aleatéria T passa a ser uma
estatistica.

¢ Critério de decisdo

A regra de decisdo a respeito de H, pode ser estabelecida com base num valor
critico:

Teste bilateral: se a hipétese alternativa for bilateral, o valor critico sera:

tw2w): valor da estatistica T, para v graus de liberdade, que delimita a area a/2,
encontrado na tabela da distribuicao t (limites bilaterais da Tabela Il do Apéndice).

Teste unilateral: se a hipotese alternativa for unilateral, o valor critico sera:

tuw): valor da estatistica T, para v graus de liberdade, que delimita a area «,
encontrado na tabela da distribuicao t (limites unilaterais da Tabela Il do Apéndice).

Para decidir comparamos o valor da estatistica T = S?é) com o valor critico:

— Rejeitamos H,, ao nivel a, se o valor da estatistica, em mddulo, for maior que o
valor critico:
|t] > valor critico
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— N&o temos motivos suficientes para rejeitar H,, ao nivel a, se o valor da estatistica,
em modulo, for menor que o valor critico:

| t| < valor critico

Podemos observar a seguir as regiées de rejeicdo H, na curva da distribuigéo t para
cada uma das trés possibilidades de hipétese alternativa:

— Para hipétese alternativa bilateral, ou seja, H, :p, —p, #0

=

oFr—-——-—---1-—--

—tm tuu‘2
Rejeigdo » Rejeigdo
de Hy Mo rejeicio de Hy de Hy

— Para hipétese alternativa unilateral direita, ou seja, H, :p, —p, >0, temos:

I

I

1

-t

1

1

1

1

I o

]

0 i

, Rejeicéo

Mo rejeicdo de Hy de Hy

- Para hipotese alternativa unilateral esquerda, ou seja, H, :p, —p, <0, temos:

I

I

|

1-ol

|

|

|

|

o I

J

-ty 0

Rejeicéo

de Hy Mo rejeicdo de Hy

Outro critério tem sido frequentemente utilizado para decidir sobre H,. Essa decisdo
também pode ser baseada em um valor que expressa a probabilidade de que seja obtido um
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valor t mais extremo que o valor observado, dado que H, é verdadeira. Esta probabilidade é
conhecida como valor p.

A deciséo a respeito de Ho € tomada da seguinte forma:

Se o valor p for maior ou igual a a, ndo rejeitamos a hipétese nula, pois t é tipico ou
esta em uma regiao de alta probabilidade.

1

|

|

I

|

TR
Se o valor p for menor que a, rejeitamos a hipétese nula, pois t € atipico ou esta em

uma regido de baixa probabilidade.

Exemplos:

1. Se no teste de hipéteses, ao nivel de 1% de significancia, rejeitamos H, :p—p, =0,
significa que a diferenca entre a média e o valor padréo é diferente de zero, ou seja, a média é
diferente do valor padrdo. Construindo o intervalo de confianga para p, ao nivel de 99%,
devemos esperar que o valor padréo (L) esteja fora do intervalo. Caso contrario, os resultados
seriam contraditorios.

2. Se no teste de hipdteses, ao nivel de 5% de significancia, ndo rejeitamos
Hy :ny—p, =0 significa que a diferenca entre as duas médias deve ser zero, ou seja, as
médias podem ser consideradas iguais. Construindo o intervalo de confianga, ao nivel de 95%,
para a diferenga entre essas médias (11 — [12), devemos esperar que o valor zero esteja dentro
do intervalo. Caso contrario, os resultados seriam contraditérios.

Vejamos a seguir dois exemplos resolvidos:
Exemplo 1. Um botéanico recebeu a informagéo de que o didmetro médio de flores de uma
determinada planta é de 9,6cm. Para testar a veracidade da informagéo, tomou uma amostra

aleatdria de 30 plantas, cujo didmetro médio de flores observado foi 9,3cm, com desvio padrao
de 3,2cm.
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Resolugéo:
Variavel em estudo: X = didmetro de flores (cm)
1. Pressuposicao: A variavel em estudo tem distribuicdo normal.

Hotp=p,

2. Hipéteses estatisticas: {
ATRFEHRg

A hipétese de nulidade supde que o diametro médio de flores da populagdo desta
espécie de planta é igual ao valor padrao 9,6cm.
3. Estatistica do teste

B=p=p,=96
é=f<—uo
S(0)=5(X)=

Assim, temos:

X-1y=9,3-9,6=-0,3

s 3,2
—=——=0,5842
Jn /30
v=30-1=29
tuzee) = 2,045
t=—23__ 05135

0,5842

4. Decisao e conclusao

Como |t = -0,5135]| < ty2(29) = 2,045, ndo temos motivos para rejeitar H, . Concluimos,
ao nivel de 5% de significancia, que o didmetro médio de flores desta planta ndo difere
significativamente do valor padrédo p,=9,6. Portanto, a informagdo recebida pelo botanico é
verdadeira.

Exemplo 2. Para investigar se o treinamento é ou nao transferido pelo acido nucléico, 10 ratos
foram treinados em discriminar se havia luz ou escuriddo. Posteriormente, esses ratos foram
mortos, o acido nucléico dos mesmos foi extraido e injetado em 10 ratos. Simultaneamente o
acido nucléico de 10 ratos néo treinados foi injetado em outros 10. Os 20 ratos injetados com
acido nucléico foram observados durante um periodo de tempo quanto a capacidade de
discriminar luz e escuriddo. O numero de erros relativos a cada rato esta na tabela abaixo.

Treinados 7 9 6 11 13 8 7 13 12 9
N&o treinados | 12 8 9 13 14 9 8 10 7 15

Verifique, utilizando teste de hipéteses ao nivel de 5% de significancia, se o treinamento é ou
néo transferido pelo acido nucléico.

160

Piana, Machado e Selau Inferéncia Estatistica

Resolugéo:
Variavel em estudo: X = nimero de erros ao discriminar luz e escuridao
1. Pressuposigdes:

— A variavel em estudo tem distribuigdo normal, ou seja, X ~ N (u, 62);
— As variancias das populagdes séo iguais (62 =c3 =0);
— As amostras retiradas das populacdes s&o independentes.

Populagéo 1: Treinados Populagdo 2: Mao treinados

l [TH! Kz l
ER o [¥21, %oz, s Xan, |

Arnostra 1 Arnostra 2

Ho:py—py =0
2. Hipoteses estatisticas: { 0-th~He
Ha iy —p, 0
A hipétese de nulidade supde a igualdade entre as médias das duas populagdes.

3. Estatistica do teste
B=p, -, =0
0=X,-X,

S(0)=S(X, - X,)= [1+ij32

n, n,

Amostra1: n1=10 X,=9,5 s?=6,722
Amostra2: n,=10 X,=10,5 s2=7,833
X, —%,=9,5-10,5=—1

s2_s12(n1—1)+s§(n2—1)_6,722x9+7,833x9

_ 7,278
(n=1)+(n,—1) 9+9

A, 1o [i+ij7,278=1,206

— 10 10
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v=9+9=18
tuz(18) = 2,101
-1

t=——=-0,8292
1,206

4. Decisao e conclusao

Como |t = -0,8292| < tu2(18) = 2,101, ndo temos motivos para rejeitar H,. Concluimos,
entdo, ao nivel de 5% de significancia, que a média de erros do grupo que recebeu acido
nucléico de ratos treinados nao diferiu significativamente da média de erros do grupo que
recebeu acido nucléico de ratos n&o treinados. Se o treinamento fosse transferido pelo acido
nucléico, a média de erros da populagao n&o treinada deveria ser menor que a média de erros
da populagao treinada. Portanto, ha evidéncias de que o treinamento ndo é transferido pelo
acido nucléico.

+ Consideragoes finais
Os intervalos de confianga e os testes de hipéteses bilaterais, para um mesmo nivel

de significancia, sdo procedimentos estatisticos equivalentes. Portanto, se forem utilizados
para analisar os mesmos dados devem conduzir aos mesmos resultados.

O intervalo de confianga para uma média equivale ao teste de hipéteses que compara
uma média com um padrdo. Isso pode ser verificado nas expressdes matematicas utilizadas
pelos dois procedimentos. Para construir o intervalo de confianga para uma média (u),

IC(p;1—a):7(itq,2%,
n

e o teste de hipdtese para a comparagéo de uma média (i) com um valor padréo (L),

utilizamos as mesmas quantidades.

Da mesma forma, o intervalo de confianca para a diferenga entre duas médias
equivale ao teste de hipdtese que compara duas médias. Observemos as expressoes:

- Intervalo de confianga para a diferenca entre duas médias (1 — 2):

IC(uy = Hps 1= )1 X = X, %ty [i+i]s2
n, N,

- Estatistica T para a comparag&o entre duas médias (p1 e p2):
X=X

o
N Ny

Sendo assim, se rejeitamos a hipétese H, : =L, ao nivel de 1% de significancia, ao
construirmos o intervalo de confianga para esta média, ao nivel de 99%, devemos esperar que

T=
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o valor padrao (o) esteja fora do intervalo. Rejeitando a hipoteses de nulidade, concluimos que
a média difere de po. Pelo intervalo de intervalo de confianga, concluimos que Lo ndo é um
valor provavel para a média. Ha, portanto, coeréncia entre os resultados.

Consideremos outra situagéo em que a hipétese H, : i, =, nédo é rejeitada, ao nivel
de 5% de significancia. Nesse caso, concluimos que as médias nao diferem entre si, ou seja, a
diferenca entre as médias é zero. Ao construirmos o intervalo, temos 95% de confianca que a
verdadeira diferencga entre essas médias (l1—112) ndo difere de zero, ou seja, o valor zero deve
ser coberto pelos limites do intervalo.

Vejamos a relagdo entre os dois procedimentos a partir dos exemplos resolvidos
anteriormente:

Considerando o problema apresentado no Exemplo 1, construa o intervalo de
confianga, ao nivel de 95%, para o verdadeiro diametro médio de flores da espécie e verifique
se houve coeréncia entre os resultados do teste de hipdteses e do intervalo de confianga.

Resolugao:

Pressuposicéo: A variavel em estudo tem distribuigdo normal.

Estimativas:

temos:
IC (u; 0,95): 9,3 + 2,045 x 0,5842

Limite inferior = 9,3 — 1,195 = 8,11
Limite superior = 9,3 + 1,195 = 10,50

IC (u; 0,95): [8,11; 10,50]

Concluimos que o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para o verdadeiro diametro
médio de flores desta espécie é de 8,11 a 10,50 cm.

Relacionando o resultado do teste de hipétese com o resultado do intervalo de
confianga, verificamos que os dois procedimentos s&do coerentes, pois o valor padrao 9,6, que
segundo o teste de hipétese néo difere de p, esta dentro do intervalo de confianga, ou seja, é
um valor provavel para L.

Agora considere o problema apresentado no Exemplo 2 e construa o intervalo de
confianga, ao nivel de 95%, para a diferenga entre as médias das duas populagdes. O
resultado do intervalo de confianga esta de acordo com o resultado do teste de hipétese?

Resolugao:

Variavel em estudo: X = numero de erros ao discriminar luz e escuridao
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Pressuposicdes:
— A variavel em estudo tem distribuigdo normal, ou seja, X ~ N (u, 62);

— As variancias das populagdes sao iguais (012 = oi =¢? );
— As amostras retiradas das populagdes sédo independentes.

Estimativas:

X —X,=9,5-10,5=—1
2 Si(n-1)+s3(n,-1) 6,722x9+7,833x9

= =7,278
(n=1)+(n,—1) 9+9
1, 1o [i+iJ7,278:1,206
n, n, 10 10
v=9+9=18
twze)= 2,101

Sendo IC(1y —py;1-0a): Xy = X, £t (i+ijSZ ,
Ny Ny
temos:
IC (w1- p2; 0,95): -1 £ 2,101 x 1,206
IC (p1- p2; 0,95): -1 £2,533
Limite inferior = -1 - 2,633 = -3,533
Limite superior = -1 + 2,533 = 1,533

IC (1 - pz; 0,95): [-3,533; 1,533]

Concluimos que os limites, ao nivel de 95% de confianga, para a verdadeira diferenca
entre a média de erros da populagao que recebeu acido nucléico de ratos treinados e a média
de erros da populacdo que recebeu acido nucléico de ratos nao treinados s&o -3,533 e 1,533.

Pelo teste de hipoteses, concluimos que a verdadeira diferenga entre as médias néao
difere de zero e, pelo intervalo de confianga, concluimos com 95% de confianca que a
verdadeira diferenca entre as médias é coberta pelos limites do intervalo. Portanto, o resultado
do teste de hipéteses esta de acordo com o do intervalo de confiancga.

4.5.2. Testes para a variancia populacional
4.5.2.1. Teste para a variancia de uma populacao

Para aplicar o teste para a variancia € necessario supor a normalidade da populacao
de onde sera extraida a amostra. Se essa suposigao é violada, o teste deixa de ser exato. Uma

hipétese testada com frequéncia é que a variancia tenha um valor especificado 2. Assim, as
hipéteses a serem testadas séo:
H, 6% = Gg
Ha :o? %65 « hipétese bilateral
6° >05 « hipétese unilateral direita

6% <62 « hipétese unilateral esquerda
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A estatistica do teste é Q que tem distribuicao qui-quadrado com parametro v =n-1 e
é assim definida:

2
Q=" ),
So
onde:

S2 ¢ o estimador da variancia populacional ¢?;

n € o tamanho da amostra;

v =n-1¢é o numero de graus de liberdade associado a variancia.

A regido de rejeicdo de Ho é definida em fungdo do tipo de hipétese alternativa. Logo,
fixado um nivel de significancia o, a hipétese nula é rejeitada se o valor da estatistica do teste
ultrapassar o valor critico (inferior ou superior) da distribuicdo qui-quadrado (Tabela Il do
Apéndice):

-se q<q,,, ou q>(q,,,, rejeitamos Ho;

! o i
-seq>d,,, e q<q,,,,ndo rejeitamos Ho.

Para H,:c?#c;  (bilateral)

Rejeigéo. » Hejeigéo
de Hy Mo rejeicdo de Hy de Hy
Para H, :0? <c3 (unilateral esquerda) Para H, :0?>c2 (unilateral direita)

o
Rejeico. — ) Rejeicén
de Hy Man rejeigin de Hy &0 rejeigdn de Hy de Hy

Esse teste tem larga aplicacdo no controle da qualidade, uma vez que o
monitoramento da variabilidade é essencial para a garantia de qualidade.

Consideremos o exemplo resolvido.
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Uma maquina de empacotar café esta regulada para encher os pacotes com desvio
padrdo de 10g e média de 500g e onde o peso de cada pacote distribui-se normalmente.
Colhida uma amostra de n = 16, observou-se uma variancia de 169g2. E possivel afirmar com
este resultado que a maquina estd desregulada quanto a variabilidade, supondo uma
significancia de 5%?

Resolugéo:
Hy:0° =05
Hipoteses estatisticas: { ° 0
A O ¢60

Sendo G2 =100, s* =169 e n = 16, temos:

_(n-1)s® _(16-1)x169
o2 100

q =25,35.
Como a = 0,05 e v=15, os valores criticos s&0 q,5)=6,26 € q,,515=27,49. O valor

calculado esta contido neste intervalo, portanto, ndo rejeitamos Ho. Concluimos, ao nivel de 5%
de significancia, que nédo ha evidéncia de que e a maquina esteja desregulada.

4.5.2.2. Teste de homogeneidade de variancias (teste F)

Considere duas estimativas distintas e independentes de o2, representadas por 312 e

sg, com vq e v2 graus de liberdade, respectivamente. Frequentemente, temos interesse em

verificar se tais estimativas sdo homogéneas, ou seja, se sdo de fato estimativas de um mesmo
parametro. Um teste apropriado para essa finalidade é o teste F. Neste teste, verificamos a
hipétese de nulidade (H,) por meio de uma estatistica que tem distribui¢cdo F, com parametros

V1€ Va.
+ Hipoteses estatisticas

A hipotese que esta sob verificagdo (H, ) é a hipétese de igualdade entre as variancias
populacionais. O conjunto das hipéteses, incluindo todas as possiveis hipéteses alternativas, é:

L2 _ 2 2, 2 _
H,:07 =03 ou oj/o; =1
H, 0?2 %03 ou G2/c5 # 1 « hipdtese bilateral
62 >05 ou 6%/c5 >1 « hipétese unilateral direita

62 <G5 ou G2/c3 <1 « hipétese unilateral esquerda
+ Estatistica do teste

Como vimos na segéo 4.3.1, dadas duas amostras independentes, de tamanhos n; e
ny, retiradas de duas populagbes normais, a variavel aleatéria F tem distribuicdo F, com
parémetros v, e v,

2
s
2
o
F:71NF(V1YV2):
S?
2
Gy
onde:
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S?eS2: sdo as varidncias das amostras retiradas das populagbes 1 e 2,
respectivamente;

o? e 62: s80 as variancias das populagdes 1 e 2, respectivamente;

v;=(n;—1) e v, =(n, —1) : sB0 os graus de liberdade de S? e S3, respectivamente.

Se a hipétese de nulidade é verdadeira, ou seja, 67 =3 =62, a variavel F torna-se

2 2
Si S

o o &

T Q2 g2 qZ°
$ S S
o3 o

2
Deste modo, dizemos que, sob H, verdadeira, a estatistica F =S—12~ F(v,,v,), ou seja,
2

a estatistica F, obtida através da razdo de duas varidncias amostrais independentes, tem

distribuicdo F com parametros vi e vz, graus de liberdade do numerador e denominador,
respectivamente.

Assim, para que a estatistica F possa ser utilizada na comparagdo das variancias
populacionais, duas pressuposicdes devem ser atendidas:

1. A variavel em estudo tem distribuigdo normal, X ~ N (u, o?).

2. As amostras sao independentes.

¢ Critério de decisdo

Para efetuar o teste F, convencionamos que a estatistica F é obtida fixando a maior
variancia no numerador. Isto garante que o valor da estatistica nunca sera menor que 1 e
possibilita a utilizagdo das tabelas mais comumente disponiveis para consulta. Por convencéo,
vamos considerar que S?>S3.

A regra de decisdo a respeito de H, pode ser estabelecida com base no valor critico
fu2v,v,)» QUE, para os graus de liberdade v1 e v, delimita a area a/2 (Tabela IV do Apéndice).

— Rejeitamos H, , ao nivel a, se o valor da estatistica F for maior que o valor critico:
2
f=31 > f

2 al2(vyvp)
S2

— N&o rejeitamos H,, ao nivel a, se o valor da estatistica F for menor que o valor
critico:
SZ
f="L<f

2 al2(vyvy)
S2

Podemos observar a seguir as regides de rejeicdo de H, na curva da distribuigéo F,
para os casos de hipétese alternativa unilateral e de hipotese alternativa bilateral.
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Para H,:c? >3  (unilateral direita) Para H,:0?#c63 (bilateral)

|
|
|
|

-0t
|
I
|
|
|

|

I

|

|

| o

1 fa fEx."Q 1 farz

Rejeigdo Rejeigéo ' Rejeigéo
Mao rejeicdo de Hy de Hy de Hy Mao rejeicdo de Hy de Hy

Neste caso, quando a hipdtese alternativa é bilateral, dizemos que o teste é bilateral
condicionado, porque somente um lado da curva sera considerado. Como a tabela usualmente
utilizada é adequada para testes F unilaterais, a area de rejei¢céo a direita do valor critico sera
representada por /2.

Consideremos dois exemplos resolvidos:

Exemplo 1. Os valores abaixo se referem aos pesos ao nascer (em kg) de bovinos da raga
Ibagé, em duas épocas distintas:

Agosto 18 256 16 30 35 23 21 33 32 22 - - -
Setembro |27 30 20 30 33 34 17 33 20 23 39 23 28

Efetue o teste de homogeneidade de variancias, ao nivel a = 0,05.
Resolugao:
Variavel em estudo: X = peso ao nascer (em kg) de bovinos da raga Ibagé

1. Pressuposicdes
— A variavel em estudo tem distribuigdo normal, X ~ N (i, 62).
— As amostras retiradas das populagdes séo independentes.

o, - H,:0? =03
2. Hipoteses estatisticas:
Ha 102 %G5

3. Estatistica do teste

_St
s
Amostra 1 (agosto):  vi=ni—-1=9  X,=25,5 s°=43,83
Amostra 2 (setembro): va=n.—1=12 X,=27,46 s5=42,60
fo st _43,83
s2 42,60

F

=1,029
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4. Decisao e conclusao

Como f = 1,029 < fuze12) = 3,44, ndo temos informagdes suficientes para rejeitar H, .
Assim, concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que as variancias de pesos ao nascer de
bovinos da raga Ibagé nas diferentes épocas sdo homogéneas.

Exemplo 2. Um experimento foi conduzido para comparar duas cultivares de soja (A e B)
quanto ao rendimento médio por hectare. Os resultados obtidos foram os seguintes:

Cultivar A: n1=8 X,=3,8tha” s?=0,04(t.ha™)?
CultivarB: n,=10 X, =4,6tha’ s2=0,36(tha”)

Verifique, utilizando a=0,05, se a pressuposi¢cdo de homogeneidade de variancias foi
atendida.

Resolugao:
Variavel em estudo: X = rendimento de soja (por hectare)
1. Pressuposicdes

— A variavel em estudo tem distribuigdo normal, X ~ N (p, 2).
— As amostras retiradas das populacdes s&o independentes.

- . Hy :0? =03
2. Hipoteses estatisticas: ) 2
H, :o7 =05

3. Estatistica do teste

Amostra 1 (cultivar A): vi=n—1=7 X,=3,8tha’ §?=0,04(tha"y?
Amostra 2 (cultivar B): vo=n—1=9 X, =4,6tha”’ s2=0,36(t.ha™)?

Por convencgao colocamos a maior estimativa no numerador, resultando assim

s> 0,36

s2 0,04

4. Decisé@o e conclusdo

Como f = 9 > fupe7) = 4,82, temos evidéncias suficientes para rejeitar H,. Assim,
podemos concluir, ao nivel de 5% de significancia, que as variancias de rendimento de gréos
(em t/ha) das cultivares A e B ndo sdo homogéneas.
4.5.3. Testes para a proporgao populacional
4.5.3.1. Teste para a proporgao de uma populagao

O teste para a propor¢cdo populacional, em geral, é utilizado para verificar se a

proporcao n de elementos da populagdo que possuem uma determinada caracteristica € igual a
um determinado valor np. Assim as hipoteses estatisticas sao:
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Hy:m=m, ou m—m, =0

Hy:m#m, ou m—m, =0 <« hipotese bilateral
T>T, OuU -7, >0 <« hipotese unilateral direita
T<T, OU T—T, <0« hip6tese unilateral esquerda

O estimador da propor¢do m € a propor¢gdo amostral P, que tem uma distribuicdo

. o . = m(1-m)
aproximadamente normal, com média p,=n e desvio padréo op =,/ —, quando a
n

amostra é grande, ou seja, quando np>5 e n(1-p)>5.
Assim, utilizamos a variavel Z para testar Ho:

P-r
m(1-7)
n

Sob H, : n=mn, verdadeira, temos

P-m,
o (1- 1)
n

A decisé@o sobre Ho é baseada nos valores criticos z,2, para o teste bilateral, ou z,,
para o teste unilateral, encontrados na tabela da distribuicdo Z (Tabela | do Apéndice).

=

Of — == == | = = = — — =

iy Lz
Rejeigdo - + Rejeigio
de Hy M&o rejeicdo de Hy de Hy

Assim, fixando o nivel de significancia o, a hipétese nula sera rejeitada se:

|z| > zu2, no teste bilateral;
z > z,, no teste unilateral a direita;
z < z,, no teste unilateral a esquerda.

Vamos considerar um exemplo resolvido:

As condi¢des de mortalidade de uma regido séo tais que a proporgao de nascidos que
sobrevivem até 70 anos é de 0,60. Testar esta hipétese ao nivel de 5% de significancia se em
1000 nascimentos amostrados aleatoriamente, verificou-se 530 sobreviventes até os 70 anos.

Resolugao:
L - Hy:m=m,
Hipoteses estatisticas:
A I TUE T,
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Sendo n,= 0,60 e p = 0,53, temos:

__p-m __053-060 _ , .
\/%(1—%) \/0,60(1—0,60) ’
n 1000

Considerando que o teste é bilateral e tendo a = 0,05, os valores criticos sdo
-Zy2=-1,96 e z,2=1,96.

Como este valor pertence a regido de rejei¢éo, rejeitamos a hipétese de nulidade, ao

nivel de 5% de significancia. Concluimos que a taxa dos que sobrevivem até os 70 anos é
menor do que 60%.

4.5.3.2. Teste para a diferenga entre duas proporgoes

A aproximagédo da distribuicdo normal também pode ser usada para testar hipoteses
sobre diferengas entre propor¢des de duas populagdes, ou seja, para testar as hipéteses:
Hy:m =m, ou m;, -7, =0
H, :m, %7, ou m, -7, # 0 « hipdtese bilateral
T, >m, ou T, -7, >0 « hipétese unilateral direita

T, <m, ou T, — T, <0 < hipdtese unilateral esquerda

Nesse caso, duas amostras aleatérias de tamanho ni e n, sdo retiradas das
populagdes, gerando x1 e xz itens pertencentes as classes da caracteristica de interesse. Entéo

P, =X;/n; e P, =X,/n, s&o os estimadores das propor¢des populacionais 11 e .

A variavel P, —P, terd uma distribuicéo aproximadamente normal com média n, -7, e
_ m(1-my) . T (1-m,)
Ny n,

variancia o%, p,

Assim, a variavel Z resulta:

Z- (P1_P2)_(“71_“72) '
\/”1(1—n1)+n2(1—752)

n, n,

Sob H, :m, =m, verdadeira, temos n, —m, =0 e como consequéncia:

7= (P1_P2) .
\/n1<1—n1)+n2<1—n2)

n n,

Como os valores de 11 e 2 ndo sdo conhecidos, devemos utilizar suas estimativas p1
e pz2. Desta forma, o valor de Z é:
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P1—P )
P1(1—P1)+ Po(1-py)
n, n,

A deciséo sobre Ho é baseada nos valores criticos z,2, para o teste bilateral, ou z,,
para o teste unilateral, encontrados na tabela da distribuicado normal padréao.

Vejamos o exemplo resolvido:

Em uma pesquisa de opinido, 32 entre 80 homens declararam apreciar certa revista,
acontecendo o mesmo com 26 entre 50 mulheres. Ao nivel de 5% de significancia os homens e
as mulheres apreciam igualmente a revista?

Resolugao:

Hy:m=m
Hipoteses estatisticas: { -T2
AT T

Sendo p; = 32/80 = 0,40 e p2 =26/50 = 0,52, temos:

_ Py —Ps _ 0,40-0,52 134
Pi(1-P1) , Po(1-P,) \/0,40x0,60+0,52x0,48 '
n, n, 80 50

Como a = 0,05, entéo, z,» = 1,96.

Sendo o |z| calculado menor que o valor critico, ndo rejeitamos a hipdtese de
igualdade entre as preferéncias de homens e mulheres. Concluimos, ao nivel de 5% de
significancia, que ndo ha diferenga significativa entre as preferéncias de homens e mulheres
quanto a revista.

4.6. Quebras nas pressuposi¢oes adotadas no processo de inferéncia

O teste t somente pode ser aplicado com resultados exatos se as pressuposi¢des de
normalidade, homogeneidade de variancias e independéncia entre amostras forem atendidas.
Das trés, a pressuposigado de normalidade é a mais robusta, ou seja, mesmo com normalidade
aproximada o teste podera ser realizado. Ademais, o teorema central do limite € um poderoso
auxiliar nestes casos, uma vez que a distribuicdo necessita ser considerada em termos da
média da variavel. As outras duas dever&o ser consideradas com maior cuidado. No caso de
variancias heterogéneas, apenas procedimentos aproximados poderéo ser utilizados. Veremos
a seguir dois procedimentos alternativos para os casos de violagédo dessas pressuposigoes.

4.6.1. Heterogeneidade de variancias

Se as variancias das populagdes ndo so iguais (G2 # 63 ), ndo podemos combinar as
variancias amostrais, S? e S3, pois estas nédo s&o mais estimativas de um mesmo parametro
(o?). Nesse caso, o erro padréo do estimador resulta em:

n _ _ SZ SZ

S()=8(X,-X, )=, [~ +=2
Ny Ny
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Diversas modificacdes do teste sdo propostas na literatura, entretanto, nenhuma é
considerada completamente satisfatoria. Aqui sera mencionada uma delas, bastante utilizada,
proposta por Satterthwaite, que estima o numero de graus de liberdade associado a estatistica,
uma vez que nao existe uma variancia ponderada com numero Unico de graus de liberdade,
como no caso de variancias homogéneas. Para a obtengao do valor critico, utilizamos, entéo, o
numero de graus de liberdade estimado (Vv'), através da Formula de Satterthwaite:

n-1 n,-1
Nesse caso, rejeitamos H,, ao nivel o, se | t|>t (V).
Vamos considerar o exemplo resolvido:

Com referéncia ao Exemplo 2 da segdo 4.5.2.2, verifique se os rendimentos médios
das cultivares A e B diferem significativamente entre si, utilizando o = 0,05.

Resolugao:
1. Pressuposigdes:

- A variavel em estudo tem distribuigdo aproximadamente normal, X ~ N (u, ¢?).
- As amostras retiradas das populagdes sao independentes.
Hy iy —p, =0
2. Hipoteses estatisticas: { ot ~H,
Ha iy —pp 20
A hipotese de nulidade supde a igualdade entre as médias das duas populagdes.
3. Estatistica do teste
O=p-p, =0
H=X,-X,=3,8-4,6=-0,8
Como verificamos na resolugédo do Exemplo 2, a pressuposi¢cdo de homogeneidade de

variancias nao foi atendida, portanto, ndo podemos combinar as variancias das amostras.
Temos, entdo

2 2

S} | S5 0,04 0,36 0,041 =0.202
21422 o |27 =./0,041=0,2025
n1+n2 8 i 10

— _0‘8 —
©0,2025

-3,951.

4. Decisao e conclusao

Devido a heterogeneidade das variancias, o numero de graus de liberdade deve-se ser
estimado pela formula de Satterthwaite:
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Ve (S2/n, +S2/n,)? __(0,04/8+0,36/10)* _ 0,001681 —1139
(S2/n,)? N (S2/n,)?  (0,04/8) N (0,36/10)>  0,00000357 +0,000144
n, -1 n, —1 8-1 10-1

Para consulta a tabela, o numero de graus de liberdade pode ser arredondado. No
exemplo, o valor critico sera tauz11) = 2,201.

Como |t = -3,951| > tu2(11)= 2,201, temos motivos para rejeitar H,. Concluimos, entéo,

ao nivel de 5% de significancia, que o rendimento médio de grdos da cultivar A diferiu
significativamente do rendimento médio de gréos da cultivar B. Portanto, ha evidéncias de que
a cultivar B é mais produtiva.

4.6.2. Dependéncia entre as amostras

Quando comparamos as médias de duas populagdes, pode ocorrer uma diferenga
significativa devido a fatores externos ndo controlaveis que inflacionam as estimativas das
variancias. Um modo de contornar este problema é coletar observagdes aos pares, de modo
que os dois elementos de cada par sejam homogéneos em todos os sentidos, exceto naquele
que se quer comparar.

Por exemplo, para testar dois métodos de ensino A e B, pode-se usar pares de
gémeos, sendo que um recebe o método de ensino A e o outro o método de ensino B. Este
procedimento controla a maioria dos fatores externos que afetam a aprendizagem. Se houver
diferenca, ela realmente se deve ao método.

Outra forma é fazer as observagbes das duas amostras no mesmo individuo. Por
exemplo, medindo uma caracteristica do individuo antes e depois dele ser submetido a um
tratamento.

Nesses casos, temos duas amostras, mas as observagdes estdo emparelhadas, isto &,
a amostra é formada pelos pares:

(X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn).

Ao usarmos esse procedimento, passamos a ter uma dependéncia entre as
observagdes de um mesmo par. Por essa razdo, ndo podemos preceder o teste de
comparagdes de médias da mesma forma como é realizado no caso de independéncia entre as
amostras.

Assim, para verificar se existe diferenga entre p, e p,, definimos a variavel D= X;-Y:i.

Como resultado, temos a amostra: D1 = X1- Y1, D2=X2- Y2, ..., Da= Xn- Yn. Desta forma, reduz-
se o problema para analise de uma unica populagéo.

=X-Y, e assim D tera

_ D. _
Supondo que D tem distribuicdo N(pp,0p), temos D = .
v n
distribuicdo N(pD,GTD). Definindo: S2 = M tem-se que a estatistica:
n n-

_D-pp
T= s,

Jn

As hipoteses de interesse sao:

~t(v), onde v=n-1.
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Hy :px =uy ou pp =0
Ha iy # 1y ou pp # 0 <« hipotese bilateral
Uy >y OU Uy >0 « hipotese unilateral direita
Uy <My OU Wy <0 « hipotese unilateral esquerda

Sob H, :puy =py verdadeira, temos p, =0 e como consequéncia:

A deciséo sobre Hy é tomada comparando o valor calculado para t com o valor critico
da distribuicdo t (Tabela Il do Apéndice).

Vejamos um exemplo resolvido:

Cinco operadores de maquinas séo treinados em duas maquinas de diferentes
fabricantes, para verificar qual delas apresentava maior facilidade de aprendizagem. Mediu-se
o tempo que cada um dos operadores gastou na realizagdo de uma mesma tarefa com cada
um dos dois tipos de maquinas. Os resultados estdo na tabela a seguir.

Operador Maquina X Maquina Y Diferenca

1 80 75 5
2 72 70 2
3 65 60 5
4 78 72 6
5 85 78 7

Ao nivel de 5% é possivel afirmar que ha diferenga no tempo médio da tarefa realizada na
maquina X e na maquina Y?

Resolugéo:

Hy thx =k

Hipéteses estatisticas: {
A Hx # Hy

Pela tabela vemos que di=5,2,5,6e 7,
logo =\
’ - d -d
d=5 e 53:72(' ) =35

5

n-1
Assim, obtemos
d 5
t= g =187 = 5,976
NN

Sendo a = 0,05 e v = 4, temos tupu) = 2,776.

Como o t calculado é maior que o valor critico, rejeitamos a hipétese nula. Concluimos, a 5%
de significancia, que ndo ha diferenga no tempo médio da tarefa realizada na maquina X e na
maquina Y.

175



Piana, Machado e Selau Inferéncia Estatistica

Exercicios propostos:

4.6. Cinco medidas do contelido de alcatrdo em um cigarro X acusaram: 14,5, 14,2, 14,4, 14,8,
e 14,1 miligramas por cigarro. Este conjunto de cinco valores tem média 14,4 e desvio padrao
0,274. O leitor pretende testar a hipétese nula Ho: p = 14,1 (conforme declarado no mago) ao
nivel de 0,05 de significancia.

a) Ho seria aceita, contra a alternativa Ha: = 14,1?
b) Ho seria aceita, contra a alternativa Ha: p < 14,1?
c) Ho seria aceita, contra a alternativa Ha: pn > 14,17
d) Que suposigdes sdo necessarias para fazer o teste de hipoteses?

4.7. Suponha que um fabricante sem escrupulos deseje uma “prova cientifica” de que um
aditivo quimico totalmente incuo melhora o rendimento.

a) Se um grupo de pesquisa analisa esse aditivo com um experimento, qual é a
probabilidade de chegar a um “resultado significativo” com o = 0,05 (para promover o
aditivo com “afirmagdes cientificas”) mesmo que o aditivo seja totalmente inécuo?

b) Se dois grupos independentes de pesquisa analisam o aditivo, qual é a probabilidade
de que pelo menos um deles chegue a um “resultado significativo”, mesmo que o aditivo
seja totalmente in6cuo?

c) Se 32 grupos independentes de pesquisa analisam o aditivo, qual é a probabilidade de
que pelo menos um deles chegue a um “resultado significativo”’, mesmo que o aditivo
seja totalmente indcuo?

4.8. Suponha que um farmacéutico pretenda achar um novo unguento para reduzir inchagao.
Para tanto, ele fabrica 20 medicamentos diferentes e testa cada um deles, ao nivel de 0,10 de
significancia, quanto a finalidade em vista.

a) Qual a probabilidade de ao menos um deles “se revelar” eficaz mesmo que todos sejam
totalmente in6cuos?

b) Qual a probabilidade de mais de um deles “se revelarem” eficazes, mesmo que todos
sejam totalmente in6cuos?

4.9. O fabricante de uma certa marca de aparelhos eletrénicos informou que a poténcia média
dos seus aparelhos é de 27 microwatts. O gerente de uma loja que vende os aparelhos utiliza
uma amostra de 15 aparelhos para checar se a informagdo do fabricante é verdadeira. Os
valores (em microwatts) obtidos para a amostra foram os seguintes:

26,7; 25,8; 24,0; 24,9; 26,4, 25,9; 24,4; 21,7, 24,1, 25,9; 27,3; 26,9; 27,3; 24,8, 23,6

Utilize um teste de hipotese, ao nivel de 5% de significancia, e verifique qual foi a conclusdo do
gerente.

4.10. Dez cobaias adultas criadas em laboratério, foram separadas, aleatoriamente, em dois
grupos: um foi tratado com ragdo normalmente usada no laboratério (padrao) e o outro grupo
foi submetido a uma nova ragéo (experimental). As cobaias foram pesadas no inicio e no final
do periodo de duragéo do experimento. Os ganhos de peso (em gramas) observados foram os
seguintes:

Ragao padrao 200 180 190 190 180
Ragédo experimental | 220 200 210 220 210

Utilize um teste de hipétese, ao nivel a=0,01, para verificar se as duas ragdes diferem entre si.
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4.11. Os valores abaixo se referem aos pesos ao nascer (em kg) de bovinos da raga Ibagé, em
duas épocas distintas:

Agosto: 18 25 16 30 35 23 21 33 32 22
Setembro: 27 30 20 30 33 34 17 33 20 23 39 23 28

Efetue o teste de homogeneidade de variancias, ao nivel a = 0,05.

4.12. Um engenheiro deseja testar a hipotese de que o percentual de pecgas defeituosas é
inferior a 10%. Uma amostra aleatdria com 75 pegas revelou 6 pegas defeituosas. Use o = 0,05
e conclua a respeito.
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4.7. Testes de qui-quadrado (x2)
4.7.1. Consideragdes gerais

Até agora tratamos da anadlise dos chamados dados de medi¢gdo ou mensuragéo, que
séo valores referentes a varidveis numéricas de variagdo continua, tais como peso, altura,
temperatura, etc.

Em muitos casos, entretanto, € comum o pesquisador defrontar-se com problemas em
que necessita verificar, a partir de um grupo de individuos (amostra), se frequéncias
observadas em classes de uma variavel qualitativa (cor, forma, estado, opinido, etc.) estdo de
acordo com frequéncias resultantes de uma teoria.

As classes, também denominadas categorias, sdo as alternativas das variaveis
qualitativas em estudo. Os individuos que constituem a amostra sdo enquadrados nessas
classes e contados. As observagbes numéricas resultantes dessa contagem s&o dados de
enumeracdo e representam as frequéncias observadas nessas classes. Os dados de
enumeracao provenientes de uma teoria sdo denominados frequéncias esperadas.

O teste que permite verificar se frequéncias observadas estdo de acordo com
frequéncias esperadas é denominado teste qui-quadrado por utilizar a estatistica Q que tem
distribuicdo qui-quadrado. A seguir sdo relacionados alguns exemplos de proporgdes que
podem ser verificadas através do teste qui-quadrado:

- proporgdes de germinagéo de sementes;

- proporgéo de pacientes curados apos a aplicagdo de uma vacina ou medicamento;

- proporgéo de pegas defeituosas que saem de uma linha de montagem;

- em estudos no campo da genética, proporgdes de fendtipos resultantes de
cruzamentos de individuos.

4.7.2. Estatistica do teste

Quando queremos verificar se as diferengas entre as frequéncias observadas e
esperadas nas classes de uma variavel qualitativa sdo reais ou casuais, utilizaremos o teste
qui-quadrado dado por uma estatistica Q, que tem distribuigdo qui-quadrado com parametro v.
Esta estatistica é assim definida:

onde:
Xi: é a frequéncia observada da classe i;
E;: é a frequéncia esperada da classe i;
k: é numero total de classes da variavel;
v=k—1:é& o0 numero de graus de liberdade ou classes independentes.

O teste qui-quadrado esta sujeito a algumas restrigdbes que devem ser observadas
sempre que ele for utilizado.

1. O teste é valido apenas para frequéncias absolutas. Percentagens e proporgdes devem
ser transformadas em frequéncias absolutas antes da realizagéo do teste.

2. A distribuicdo qui-quadrado é uma distribuigao derivada da distribuicao normal, sendo,
portanto, uma distribuigdo continua. Como os dados analisados através de procedimentos qui-
quadrado séo provenientes de processos de contagem, algumas considera¢des deverado ser
feitas para garantir uma boa aproximagao.
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a) Usar uma correcdo, chamada de “correcdo de continuidade”, sempre que se
trabalha com apenas um grau de liberdade. Essa corregdo consiste em subtrair
0,5 do médulo da diferenga entre as frequéncias observada e esperada, ou seja,

Q=Zk:(\xi—lzll:\-o,s) .

i=1 i

b) A aproximagao de distribuicdes discretas para continuas so6 é razoavel quando se
assegura que nenhuma frequéncia esperada seja inferior a 5, de forma que a
aproximagdo melhora para valores maiores. Assim, quando ha frequéncias
esperadas menores que 5 é conveniente agrupa-las.

4.7.3. Classificacao simples

Quando o objetivo for verificar se as frequéncias observadas concordam com as
frequéncias esperadas dadas por uma teoria, teremos uma tabela de classificagcao simples, ou
seja, onde os individuos sao classificados segundo um unico fator qualitativo. De modo geral,
podemos representar esta tabela da seguinte forma

A A4 Az Ax
Frequéncia observada X4 X2 Xk
Frequéncia esperada E4 E, Ex

onde:

A é a variavel categodrica;

Ai sdo as classes (categorias) da variavel;

k & o numero total de classes da variavel;

Xi sdo as frequéncias observadas nas classes da variavel;

Ei sdo as frequéncias esperadas para as classes da variavel segundo uma
determinada teoria.

Neste caso, a hipotese de nulidade a ser testada é a hipdtese de aderéncia ou
concordancia que supde que os dados observados se ajustam a teoria dada pelas frequéncias
esperadas. A hipotese alternativa, naturalmente, deve supor o contrario. Assim temos

Ho: as frequéncias observadas concordam com as frequéncias esperadas
Ha: as frequéncias observadas ndo concordam com as frequéncias esperadas

4.7.4. Classificagao dupla

Em muitos casos, o objetivo ndo é apenas verificar se as frequéncias observadas
concordam com as esperadas, mas sim verificar se duas variaveis qualitativas (A e B) inerentes
de um mesmo individuo s&o ou ndo independentes entre si.

Neste caso, os individuos séo classificados segundo essas duas variaveis e dispostos
em uma tabela de dupla entrada denominada tabela de contingéncia. A mais simples dessas
tabelas é a 2 x 2, na qual cada variavel tem apenas duas alternativas (classes). Entretanto,
numa tabela r x s (linha por coluna) pode haver mais de duas alternativas para um ou ambas
as variaveis.
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B
A B1 Ba Bs Totais
A X1 (En1) X12 (E12) Xis (Exs) X1+
Az Xa1 (E21) X22 (E22) Xas (E1s) Xo+
Ar Xr1 (Er1) Xr2 (Er2) er (Ers) Xr+
Totais X+1 X+2 . X+s X

O teste é efetuado através da variavel Q, assim definida:

X. —E. )2
szz( ij |]) - XZ (V),
i Eij
onde:
X;: frequéncia observada da linhai e coluna j, sendoi=1,2,..,rej=1,2,..., s;
Ej: frequéncia esperada da linha i e coluna j;
r: nimero total de linhas (classes da variavel A);
s: numero total de colunas (classes da variavel B);
v =(r—1).(s—1): numero de graus de liberdade ou classes independentes.
As frequéncias esperadas (Ej) séo obtidas através da seguinte expressao
X+j Xi+ X x+j
E; =X, x =,
X++ X++
onde:

X, : somatorio da linha i
X,;: somatorio da coluna
X,, : somatério de todas as linhas e todas as colunas

A hipotese a ser testada é a hipotese de independéncia, que supbem que as variaveis
A e B independem entre si, ou seja,

Ho: a variavel A independe da variavel B
Ha: a variavel A depende da variavel B

4.7.5. Critério de decisao

A regra de decisdo a respeito de H, pode ser estabelecida com base no valor critico
Jyv) 9ue, para o numero de graus de liberdade v, delimita a area o (Tabela Ill do Apéndice),
ou seja,

g < (x-e)’
- Rejeitamos Ho, ao nivel o, se q=Y ~*—"— > g,
i1 €
2
~ . - . L (x-e)
- Nao temos motivos suficientes para rejeitar H, , se q _27

i1 €

<y -

Podemos observar na figura abaixo a regido de rejeicdo de H, na curva da
distribuicdo qui-quadrado:
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Hoe
Rejeigdo
Mao rejeigéo de Hy de Hy

Consideremos os exemplos resolvidos:

Exemplo 1. Num determinado cruzamento, os individuos resultantes foram classificados em
quatro fenétipos e contados, sendo observado o seguinte:

Fendtipo Numero de individuos (Xi)
A 103
B 37
C 28
D 8

Verifiqgue se esse resultado concorda com as respectivas proporgdes de 9/16; 3/16;
3/16 e 1/16 dadas pelas leis de Mendel, usando o = 0,05.

Resolugéo:
1. Hipoteses estatisticas
Ho: as frequéncias observadas concordam com as frequéncias esperadas
Ha: as frequéncias observadas ndo concordam com as frequéncias esperadas
2. Estatistica do teste

Obtengéo das frequéncias esperadas (Ej)

X E
103 176x— —99
16
3
37 176x>-—33
16
3
28 176x>-~33
16
1
8 176 % =11
16
176 176

Grau de liberdade: v=k-1=4-1=3

181



Piana, Machado e Selau Inferéncia Estatistica

Piana, Machado e Selau Inferéncia Estatistica

Taxa de erro: a. = 0,05

K e 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
Q=Z(X' &) _(103-99)° (37-33)° (28-33) (8-11)
= 99 33 33 11

q=0,1616+0,4848+0,7576 +0,8182 = 2,222

3. Decisao e conclusao
Como q = 2,222 < qu3) = 7,81, ndo temos motivos para rejeitar Ho. Assim, concluimos,

ao nivel de 5% de significancia, que as frequéncias observadas nao diferem significativamente
das frequéncias esperadas segundo as leis de Mendel.

Exemplo 2. Nos resultados de uma determinada pesquisa de opinido, foram obtidas 35
respostas favoraveis a opgdo 1 e 46 respostas favoraveis a opgdo 2. Verifique se esses
resultados concordam com as proporgdes esperadas de 1/2 para a opgéo 1 e 1/2 para a opgéao

2. Use 0=0,01.
Resolugéo:
1. Hipotese estatistica

Ho: as frequéncias observadas concordam com as frequéncias esperadas
Ha: as frequéncias observadas ndo concordam com as frequéncias esperadas

2. Estatistica do teste

Obtengéo das frequéncias esperadas (E;)

X E
35 81><%=40,5
46 81><%=40,5
81 81

Grau de liberdade: v=k-1=2-1=1
Taxa de erro: o = 0,01

Como o numero de graus de liberdade é igual a 1, obtém-se o valor da estatistica Q
procedendo a correcao de continuidade:

qzi(\xi ~e|-0.5)" _(j35-40.5-05)’ ,(46-405 -0,5)° 07469407460 - 1 494
& e 40,5 40,5 ' ’ ’

3. Decisao e conclusao
Como q = 1,494 < qu() = 6,63, ndo temos motivos para rejeitar Ho. Concluimos, entéo,

ao nivel de 1% de significancia, que as frequéncias observadas néo diferem significativamente
das frequéncias esperadas. Portanto, as duas opgdes tém a mesma frequéncia.
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Exemplo 3. Trezentos proprietarios de uma certa marca de carro foram entrevistados sobre o
desempenho e o consumo de combustivel de seus carros. Os resultados obtidos na pesquisa
de opinido foram os seguintes:

Desempenho .
Consumo Totais
Regular Bom
Alto 152 48 200
Baixo 88 12 100
Totais 240 60 300

Verifique, com o = 0,05, se os atributos consumo e desempenho s&o independentes.

Resolugao:
1. Hipotese estatistica

Ho: 0 consumo independe do desempenho
Ha: 0 consumo depende do desempenho

2. Estatistica do teste

Obtengéo das frequéncias esperadas (Ej)

E,,=200x22% _160, E,, =200x 20 — 40
300 300
E21:100><240:80, E,, =100x 60 =20
300 300
Desempenho )
Consumo Totais
Regular Bom
Alto 152 (160) 48 (40) 200
Baixo 88 (80) 12 (20) 100
Totais 240 60 300

Grau de liberdade: v =(r-1).(s-1) =(2-1).(2-1)=1
Taxa de erro: o = 0,05

Como o numero de graus de liberdade é igual a 1, obtém-se o valor da estatistica Q
procedendo a correcao de continuidade:

q:z(\xu -6 —0,5)2 _(1152-160-0,5) +(\48—40\—0,5)2 +(\88-80\-0,5)2 +(\12—20\—0,5)2
< e 160 40 80 20

q=0,3516+1,406+0,7031+2,813=5,274

3. Decisao e conclusao

Como q = 5,274 > qu1) = 3,84, temos motivos suficientes para rejeitar Ho. Concluimos,
entdo, ao nivel de 5% de significancia, que as frequéncias observadas diferem
significativamente das frequéncias esperadas. Portanto, o consumo de combustivel depende
do desempenho do carro.
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Exemplo 4. O efeito de diversos tratamentos no controle de certa doenga esta apresentado na

tabela abaixo

Evolugéo da doenca
Tratamento Regrediu N&o regrediu Totais
A 92 13 105
B 62 12 74
(¢} 35 14 49
D 19 13 32
Totais 208 52 260

Verifiqgue qual a relagdo existente entre os diversos tratamentos e a evolugdo da

doenga, utilizando o = 0,05.

Resolugao:

1. Hipotese estatistica

Ho: a evolugado da doenga independe do tratamento
Ha: a evolugéo da doenca depende do tratamento

2. Estatistica do teste

Obtengéo das frequéncias esperadas (E;)

E, =105x2% _84 £, -74x2% 592 E, -49x2% _392 E,-32:2%8_2556
260 260 260 260
E,=105x22 =21 E, =T4x—2—148 E, -49x"2-98 E,, -32x—2 6,4
260 260 260 260
Evolugéo da doenga
Tratamento Regrediu Nao regrediu Totais

A 92 (84) 13 (21) 105

B 62 (59,2) 12 (14,8) 74

c 35 (39.2) 14.(9,8) 49

D 19 (25.6) 13 (6.4) 32

Totais 208 52 260

Grau de liberdade:

Taxade erro. o =0,05

v=(=1)(s=1) =(4-1).(2-1)=3

q=Z(x“—eij)z:(92_534)2+(13,—21)2+ L (13-6.4)
~ e 84 2177 64

q=0,7619+3,048 +...+ 6,806 =15,23
3. Deciséo e conclusédo
Como q = 15,23 > qu3= 7,81, temos motivos suficientes para rejeitar Ho. Assim,
concluimos, ao nivel de 5% de significancia, que as frequéncias observadas diferem

significativamente das frequéncias esperadas. Portanto, a evolugdo da doenga depende do
tratamento utilizado.
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1. Notagao somatorio
Consideremos a seguinte tabela de valores:

i x y onde
i & o numero da observagéo, talque i=1,2,...,n

1 1 2 . . -

n é o numero total de observagdes
2 0 Xi € o valor da variavel X para a observagao i, tal que x1 =1, x2=0,...,.xs =4
3 2 -2y éovalordavariavel Y paraa observagao i, tal que y1 =2,y2=1,...,ys = 0
4 -1 1  xq éovalorda variavel X para a observagéo i, tal que X < X@) < ...< X)
5 4 0 X1 éomenorvalor da variavel X

Xn) € 0 maior valor da variavel X

Somatorio (%)

A notacéo X indica a soma sequencial de um conjunto de valores. De modo geral,
temos

> Limite superior da soma

n
Somatério <—— E X; ——> Valor que esta sendo somado
= L > Ngmero da observacéo

> Limite inferior da soma

n
A notagéo z inclui todos os valores do intervalo e pode ser simplificada por Z onde
i=1
n
omitimos os indices, ou seja, Z: Z
i=1

Exemplos:

5
1. Xy 4+ Xy + X3+ X4 +X5 :in
i=1

4
2. Yy +Ys+Y, :ZYi
-2

Outras quantidades de interesse:

5
1. x§+x5+x5 +x5 +x5 =) x? (soma de quadrados)
i=1
5 2
2
2. (X + X+ X3+ X, +X5) = [in] (quadrado da soma)

i=1

5
3. XqY1+XoYo + X33 + XYy + X5Y5 = inyi (soma de produtos)
i=1
5 5
4. (x1 + Xy + X3 + Xy +x5)x(y1 +Y,+Y3+Y, +Y5)22Xi y; (produto da soma)
=1 =1
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+ Propriedades da soma

1% propriedade: A soma é distributiva, ou seja, se cada termo da soma é multiplicado
por uma constante c, os termos podem ser somados e a soma multiplicada pela constante.

n n
D CX =CXyH+CXp +. FCXy =C(Xy +Xp +. 4 X, ) =C DX
i=1 =1
2% propriedade: A soma de uma constante ¢ sobre n termos ¢ igual a n vezes esta
constante.
n
Dc=c+c+..+c=c(1+1+..+1)=nc
i=1
3? propriedade: A soma é associativa, ou seja, o somatério da soma é igual a soma de

somatorios.
n n n
(Xi +yi)=ZXi ‘*’ZYi
i1

i i1 i=1
(X4 Y1)+ (Xo Yo )+t (X + Y0 ) = (X X 4ot )+ (Ve + Yo 4 Yy
As propriedades devem ser usadas no sentido de simplificar as operagdes. Sempre

que houver uma operagéo que precede a soma, devemos desenvolvé-la antes de aplicar as
propriedades.

y (x—c)’ =D (X" —20x,+¢?)
-1 i
Xt =y 2cx, +Zn:cz

n
i=1 i=1

x2 —2ci X; + Zn:cz
i1 i1

-

-

x2 -2¢) x,+nc?

-

n
i=1

2. Nogoes sobre conjuntos

+ Conjunto

Um conjunto € uma colegdo bem definida de objetos chamados membros ou
elementos. Geralmente, um conjunto € denotado por letra maiuscula (A, B, C) e os seus
elementos por letras minusculas (a, b, c).

Um conjunto pode ser definido de duas formas:

— Método da listagem: relacionando todos os elementos do conjunto.

Exemplo: A={a, e, i, 0,u} conjunto das vogais do alfabeto

— Método da propriedade: indicando uma propriedade que seja valida para todos os
elementos do conjunto e s6 para eles.

Exemplo: A ={x; x € uma vogal} conjunto das vogais do alfabeto
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¢ Conjunto universal ou universo

Quando restringimos nosso estudo a subconjuntos de um determinado conjunto, entdo
este conjunto é chamado de conjunto universal, ou universo, ou espaco e é denotado por U.

Exemplo: Conjunto dos nimeros reais R

A={xeR;a<x<b}
B={xeR;0<x<b}

¢ Conjunto vazio

O conjunto vazio, denotado por & ou { }, € um conjunto desprovido de elementos. O
conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Exemplo: A={x e R;x*<0}=0

+ Representagao geométrica de conjuntos

Um universo pode ser representado geometricamente pelo conjunto de pontos
interiores de um reténgulo e os seus subconjuntos, tais como A e B, s&o representados pelos
pontos interiores de circulos. Tais representagdes, denominadas diagramas de Venn, sao Uteis
para dar intuicdo geométrica sobre a relagéo entre conjuntos.

Diagrama de Venn

+ Operagdes com conjuntos
1. Unido (V)

A unido de dois conjuntos A e B, representada por A U B, é o conjunto de todos os
elementos que pertencem a A ou a B ou a ambos.

AUB

. AUB={xxehouxeB}
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2. Intersecgéo (M)

A intersecgéo de dois conjuntos A e B, representada por A N B, é o conjunto de todos
os elementos que pertencem a e a B.

AmB

. ArmB={xxehexeB}

3. Diferenga ou complemento relativo

A diferenga de dois conjuntos A e B, denotada por A — B, ou o complemento de B em
relacéo a A, denotado por §A, é o conjunto de todos os elementos que pertencem a A e néao
pertencem a B.

A-B ou B, B-A ou A
U U
A-B={xxehexegB} E-A=z{xxeAexeB}

4. Complemento absoluto

O complemento absoluto ou simplesmente complemento de A, denotado porA, é o
conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a A.

. A =i we A

Principais propriedades da uni&o:
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-Augd=A
- AUA=A
- AuB=BUA

(AuB)uC=Au(BuUC)
AuBnNnC)=(AuB)n(AuUC)

Principais propriedades da interseccao:

-ANg=9
-AnA=A
- AnB=BnA

- (AnB)nC=An(BnC)
-An(BuUC)=(AnB)U(ANC)

3. Notagao fatorial

O produto dos inteiros positivos de 1 a n é representado pelo simbolo especial n! (lé-
se “n fatorial”). Assim, temos

nl=1x2x3x...x(n-2)x(n—1)xn
Define-se, também, que 0! = 1.
Exemplos:

2!=2x1=2
41=4x3x2x1=24

5!=5x41=5x24=120
8! 8x7x6!

= =8x7=56
6! 6!

4. Andlise combinatoéria

Algumas técnicas de contagem foram desenvolvidas para determinar, sem
enumeracao direta, o numero de elementos de certo conjunto, ou o numero de resultados
possiveis de um certo experimento. Essas técnicas sdo chamadas de andlise combinatdria.

Seja um conjunto A com n elementos distintos entre si. Se x elementos sao retirados
de A é possivel formar grupos de trés tipos:

Permutagbes: Grupos que se distinguem apenas pela ordem dos seus elementos. Se
X = n, entdo, o numero de possiveis permutagdes de n é dado por

P, =n! grupos

Arranjos: Grupos que se distinguem pela ordem e pela natureza dos seus elementos.
Se x < n, entdo, o nimero de possiveis arranjos de n, tomados x a x, & dado por

!
X !

Al = rupos
n (n—x)!g p
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Combinagbes: Grupos que se distinguem apenas pela natureza dos seus elementos.
Se x < n, entdo, o numero de possiveis combinag¢des de n, tomados x a x, € dado por

n!
C) =——— grupos
" x!(n—x)!g P

Exemplo:

Seja A={a, b, c, d}, onde n =4.

1. Se séo retirados quatro elementos, quantos grupos é possivel formar?
Se x = n, entdo, os grupos formados serdo permutacgdes:

P, =4!=24 grupos

{(a, b, c,d), (a, b, d, c), (a, c,b,d),(ac,d,Db),(adb,c)(adc,b),(ba,c,d),(b,a,
d, c), (b, c, a,d), (b, c,d,a),(b,d,a,c)b,dc,a),l(c,a,b,d),(ca,dDb),(c,b,a,d),(cb,d a),
(c,d,a,b),(cd,b,a),(d, ab,c)(dac,b),(d,b,a,c),(db,c,a)(db,a,c)

2. Se séo retirados dois elementos, quantos grupos que diferem pela ordem e pela
natureza é possivel formar?

Se os grupos formados devem diferir pela ordem e pela natureza, entdo serdo
arranjos:

!
4! 4 =12 grupos

2
AZ = ==t
4-2) 2

{(a, b), (b, a), (a, ¢), (¢, a), (a, d), (d, a), (b, c), (¢, b), (b, d), (d, b), (¢, d), (d, c)}

3. Se séo retirados dois elementos, quantos grupos que diferem apenas pela natureza
é possivel formar?

Se os grupos formados devem diferir apenas pela natureza, entdo serdo combinagdes:

a4 24
Ci= =="=6 grupos
ooy 4 9P

{(a, b), (a, ¢), (a, d), (b, ¢), (b, d), (¢, d)}

Permutagbes com repeticdo: Grupos com elementos repetidos que se distinguem
apenas pela ordem dos seus elementos. Neste caso, n passa a ser o nimero de elementos
retirados e x € o ndmero de repeticdes de um dado elemento. O numero de possiveis
permutacdes de n, com x repeticdes um dado elemento, é dado por

XN-X _ n!

n ; grupos

~ x(n-x)!
Exemplo:

Seja um conjunto A formado por trés moedas de ouro e quatro de prata.
A={0,0,0,p,p.p. P}
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1. Se quatro moedas sao retiradas, de quantas maneiras diferentes podemos retirar
duas moedas de prata?

Sen=4ex=2, entdo,

p24-2 :74! :ﬁze
2(4-2)! 4

{(p, p, 0,0), (p, 0, p, 0), (P, 0, 0, p), (0, 0, p, p), (0, p, O, P), (0, p, P, 0)}

2. Se quatro moedas séo retiradas, de quantas maneiras diferentes podemos retirar
Trés moedas de prata?

Se n =4 e x =3, entdo,

% —

T3(4-3) 6

{(, p, P, 0), (P, P, 0, P). (P, 0, P, P), (0, P, P, P)}

5. Nogoes sobre derivagao e integragao
Entendendo a integral como processo inverso da derivada:
integracao
m /—> primitiva

b
I fx)dx = [FO, tal que F(x)=f(x)

intearanda <—, T—,

derivagéo

A primitiva F(x) é a fung&o cuja derivada é a integranda f(x).

b
j f(x)dx = [F)[2 =F(b)-F(a)

Como encontrar a primitiva?

Integranda Primitiva
Xn+1

f(x)=x" F(x)=
n+1
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Propriedades da integral

c

b
f(x)dx = j f(x)dx + J.f(x)dx
a b

-

b
2. [cfdx = ch(x)dx
’ b b
[#x)+ g(x)]dx = j F(x)dx + jg(x)dx

4. | f(x)dx=0, se a fungéo & impar

[¢)]

w
b D D DT D T D ——yO

f(x)=-f(—x) — fungéo impar

a
f(x)dx = 2Jf(x)dx , se a fungéo é par f(x)=f(-x) — fungéo par
0

Dentro do contexto de integracdo como um processo de anti-derivagdo, as fungdes
mais comuns com suas respectivas primitivas sdo as seguintes:

Integranda Primitiva
1. f(x) =k, k constante F(x)=kx+C
n+1
2. f(x)=x", n=-1 F)=>—+C
n+1
3. f(x)=1/x F(x)=Inx+C
4. f(x)=¢€" F(x)=e*+C
5. f(x)=sen(x) F(x)=—cos (x)+C
6. f(x)=cos(x) F(x)=sen(x)+C
7. f(x)=a" F(x)=——+C
Ina

8. f(x) = sec®(x)
9. f(x)=tan(x)
10. f(x)= cscz(x)
11. f(x) = ctg(x)
12. f(x) = sec(x)

F(x)=tan(x)+C
F(x)=-In[cos (x)]+C
F(x) = —ctg (x)+ C
F(x)=In[sen (x)]+C

F(x)=In[sec (x)+tan (x)]+C
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5. Tabelas estatisticas
Tabela l. Area sob a curva normal padrdo de 0 a z,
P(0<Z<z).
74
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0754
0,2 0,0793 10,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,179 0,1217 0,255 10,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 10,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2133 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2258 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2518 0,2549
0,7 0,2580 0,2612 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 02764 02794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 10,2910 0,2939 0,2967 0,2996 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 10,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 10,3461 10,3485 10,3508 0,3531 10,3554 0,3577 0,3599 0,3621
1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 10,3869 0,3888 0,3907 10,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 04147 04162 04177
1,4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
1,5 0,4332 0,4345 04357 04370 04382 0,4394 0,4406 04418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 04484 0,4495 04505 04515 04525 04535 0,4545
1,7 04554 04564 0,4573 04582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 04641 04649 04656 04664 04671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 0,4719 0,4726 04732 0,4738 04744 04750 04756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 0,4778 0,4783 0,4788 10,4793 0,4798 0,4803 0,4808 04812 0,4817
2,1 04821 04826 04830 04834 10,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 04861 04864 04868 04871 04875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 10,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 10,4982 0,4983 10,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
33 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
34 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999  0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
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Tabela Il. Limites da distribuigdo t de Student.

Loz

Limites bilaterais: P(|t|> t,z)

Graus de
Liberdade (v) Nivel de Significancia (o)

0,50 0,20 0,10 0,05 0,025 0,02 0,01 0,005

1 1,000 3,078 6,314 12,706 25,542 31,821 63,657 127,320
2 0,816 1,886 2,920 4,303 6,205 6,965 9,925 14,089
3 0,715 1,638 2,353 3,183 4,177 4,541 5,841 7,453
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,495 3,747 4,604 5,598
5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,163 3,365 4,032 4,773
6 0,718 1,440 1,943 2,447 2,969 3,143 3,707 4,317
7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,841 2,998 3,500 4,029
8 0,706 1,397 1,860 2,306 2,752 2,896 3,355 3,833
9 0,703 1,383 1,833 2,262 2,685 2,821 3,250 3,690
10 0,700 1,372 1,813 2,228 2,634 2,764 3,169 3,581
11 0,697 1,363 1,796 2,201 2,503 2,718 3,106 3,497
12 0,695 1,356 1,782 2,179 2,560 2,681 3,055 3,428
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2,533 2,650 3,012 3,373
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,510 2,624 2,977 3,326
15 0,691 1,341 1,753 2,132 2,490 2,602 2,947 3,286
16 0,690 1,337 1,746 2,120 2,473 2,583 2,921 3,252
17 0,689 1,333 1,740 2,110 2,458 2,567 2,898 3,223
18 0,688 1,330 1,734 2,101 2,445 2,552 2,878 3,197
19 0,688 1,328 1,729 2,093 2,433 2,539 2,861 3,174
20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,423 2,528 2,845 3,153
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,414 2,518 2,831 3,135
22 0,686 1,321 1,717 2,074 2,406 2,508 2,819 3,119
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,398 2,500 2,807 3,104
24 0,685 1,318 1,711 2,064 2,391 2,492 2,797 3,091
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,385 2,485 2,787 3,078
26 0,684 1,315 1,706 2,056 2,379 2,479 2,779 3,067
27 0,684 1,314 1,703 2,052 2,373 2,473 2,771 3,057
28 0,683 1,313 1,701 2,048 2,369 2,467 2,763 3,047
29 0,683 1,311 1,699 2,045 2,364 2,462 2,756 3,038
30 0,683 1,310 1,697 2,042 2,360 2,457 2,750 3,030
40 0,681 1,303 1,684 2,021 2,329 2,423 2,705 2,971
60 0,679 1,296 1,671 2,000 2,299 2,390 2,660 2,915
120 0,677 1,289 1,658 1,980 2,270 2,358 2,617 2,860
0,674 1,282 1,645 1,960 2,241 2,326 2,576 2,807

0,25 0,10 0,05 0,025 0,0125 0,01 0,005 0,0025

Graus de

Liberdade (v)

Nivel de Significancia (o)

Limites unilaterais: P(|t|>t,)
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Tabela lll. Limites unilaterais da distribuigdo qui-quadrado (y?).

Graus de Nivel de significancia (o)
Liberdade Esquerda (q') Direita (q)

(v) 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,01 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,11 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84
4 0,21 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 0,41 0,55 0,83 1,15 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75
6 0,68 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 1445 16,81 18,55
7 0,99 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 1551 17,53 20,09 21,95
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 15,99 18,31 2048 2321 2519
11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14 31,32
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 2354 26,30 28,85 32,00 34,27
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 | 24,77 27,59 30,19 3341 3572
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,86 | 2599 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,84 7,63 8,91 10,12 1165 | 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,43 8,26 9,59 10,85 1244 | 28,41 3141 3417 37,57 40,00
21 8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 | 29,62 32,67 3548 38,93 4140
22 8,64 9,54 10,98 12,34 14,04 | 30,81 3392 36,78 40,29 42,80
23 9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 | 32,01 3517 38,08 41,64 44,18
24 9,89 10,86 12,40 13,85 1566 | 33,20 36,42 39,36 4298 4556
25 10,52 11,52 13,12 14,61 1647 | 3438 37,65 40,65 44,31 46,93
26 11,16 12,20 13,84 1538 17,29 | 3556 38,89 41,92 4564 48,29
27 11,81 12,88 14,57 16,15 1811 | 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64
28 1246 13,56 1531 16,93 18,94 | 37,92 41,34 4446 48,28 50,99
29 13,12 1426 16,05 17,71 19,77 | 39,09 42,56 4572 4959 5234
30 13,79 1495 16,79 1849 20,60 | 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67

40 20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 | 51,81 5576 59,34 63,69 66,77
50 27,99 29,71 32,36 34,76 37,69 | 63,17 67,50 7142 76,15 79,49
60 3553 37,48 40,48 43,19 4646 | 7440 79,08 83,30 88,38 91,95
70 43,28 4544 48,76 51,74 5533 | 8553 90,53 95,02 100,43 104,21
80 51,17 5354 5715 60,39 64,28 | 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32
90 59,20 61,75 6565 69,13 73,29 | 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30

100 67,33 70,06 7422 77,93 8236 | 11850 124,34 129,56 13581 140,17

Nota: Se o teste for bilateral, o valor de o deve ser dividido por dois.
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Continuagao

V2 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 20 24 30 40 60 120 |Inf.

0,05 467 3,81 341 318 3,03 292 283 2,77 271 267 263 260 253 246 242 238 234 230 225 221
13 0,025 6,41 4,97 435 4,00 3,77 360 348 3,39 331 325 315 3,05 3,05 295 289 284 2,78 2,72 2,66 2,60
0,01 9,07 6,70 574 521 486 4,62 444 430 419 4,10 4,02 396 382 366 359 351 343 334 325 3,17
0,001 17,81 12,31 10,21 9,07 835 7,86 749 7,21 698 6,80 665 652 623 593 578 563 547 530 514 4,97

0,05 460 3,74 334 311 296 285 276 2,70 265 260 256 253 246 239 235 231 227 222 218 213

14 0,025 6,30 4,86 424 3,89 366 350 3,38 329 321 3,15 3,05 295 295 284 279 273 267 261 255 249
V1 0,01 886 6,51 556 504 4,69 446 428 4,14 403 394 386 3,80 366 351 343 335 327 3,18 3,09 3,00

Vo o 1 5 3 4 5 5 7 8 9 10 1 12 15 20 24 30 40 60 120 Inf. 0,001 17,14 11,78 9,73 862 792 7,43 7,08 680 658 6,40 626 6,13 585 556 541 525 510 4,94 477 4,60

0,05 454 3,68 329 3,06 29 279 271 264 259 254 251 248 240 233 229 225 220 216 211 207

0,05 161,4 199,56 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9 243,0 243,9 2459 248,0 249,1 250,1 251,1 252,2 253,3 254,3 15 0,025 6,20 4,77 415 3,80 358 3,41 329 320 312 3,06 2,96 2,86 286 276 2,70 2,64 259 2,52 246 2,40

1 0,025 647,8 799,5 864,2 899,6 921,8 937,1 948,2 956,7 963,3 968,6 976,7 984,9 984,9 993,1 997,2 1001, 1006, 1010, 1014, 1018, 0,01 868 6,36 542 489 456 432 414 400 389 3,80 373 3,67 352 337 329 321 313 305 296 2,87
0,01 4052, 5000, 5403, 5625, 5764, 5859, 5928, 5982, 6022, 6056, 6082, 6106, 6157, 6209, 6235, 6261, 6287, 6313, 6339, 6366, 0,001

B 16,59 11,34 9,34 8,25 7,57 7,09 6,74 647 626 6,08 594 581 554 525 510 495 480 4,64 447 4,31
0,001 4053* 5000* 5404* 5625* 5764* 5859* 5929* 5981* 6023* 6056* 6084* 6107* 6158 6209* 6235* 6261* 6287* 6313* 6340* 6366*

0,05 449 3,63 324 3,01 285 2,74 266 259 254 249 245 242 235 228 224 219 215 2,11 2,06 2,01

00625 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,40 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50 16 0,025 612 469 408 373 350 334 322 312 305 299 289 279 279 268 2,63 2,57 251 245 238 232

2 ,025 38,51 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 39,40 39,41 39,41 39,43 39,45 39,46 39,46 39,47 39,48 39,49 39,50 0,01 853 623 529 477 444 420 403 389 378 369 361 355 341 326 318 310 302 2,93 284 275
0,01 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 99,40 99,41 99,42 99,43 99,45 99,46 99,47 99,47 99,48 99,49 99,50 0.001

,001 16,12 10,97 9,00 7,94 7,27 6,81 646 6,19 598 581 567 555 527 4,99 4,85 4,70 4,54 4,39 423 4,06
0,001 998,5 999,0 999,2 999,2 999,3 999,3 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,4 999,5 999,5 999,5 999,5 999,5 999,5
0,05 10,13 9,55 928 9,12 901 894 889 885 881 879 876 874 870 866 864 862 859 857 855 853 0,05 445 3,59 320 29 281 270 261 255 249 245 241 238 231 223 219 2,15 210 206 201 156
. ’ g . . ) ! : ’ ’ ' ’ ! ! ’ ’ ’ ’ ! i ’ 17 0,025 6,04 4,62 4,01 3,66 344 328 3,16 3,06 2,98 2,92 2,82 2,72 272 262 256 250 244 2,38 232 225
3 0,025 17,44 16,04 15,44 15,10 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42 14,34 14,25 39,43 14,17 14,12 14,08 14,04 13,99 13,95 13,90 0.01 840 611 518 467 434 410 393 379 368 359 352 346 331 316 308 300 292 283 275 265
0,01 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35 27,23 27,13 27,05 26,87 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13 0,001 1572 10,66 873 7.68 702 656 622 596 575 558 544 532 505 478 463 448 433 418 402 385
0,001 167,0 148,5 141,1 137,1 134,6 132,8 131,6 130,6 1299 129,2 128,8 128,3 127,4 126,4 1259 1254 1250 124,5 124,0 1235

0,05 441 355 316 293 277 266 258 2,51 246 241 2,37 234 227 219 215 211 206 2,02 197 1,92
0062: 1;2 12‘2‘; ggg ggg ggg g;g g'gg g'gg g'gg g'gﬁ g?g g'g; g'gg g'gg gg gzg gﬁ g'g’g g'g? g'gz 18 0025 598 456 3,95 361 338 3,22 310 301 2,93 2,87 277 2,67 267 256 250 244 238 232 226 2,19
4 : ’ ’ ! : : ’ ’ ! ’ ! ! ’ ’ ’ $ . § ’ ’ g 0,01 829 6,01 509 458 425 4,01 384 371 360 3,51 344 3,37 323 308 3,00 292 284 275 266 257
0,01 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,45 14,37 14,20 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 13,46 0,001 15.38 10,30 849 746 681 635 602 576 556 530 505 513 487 450 445 430 415 400 384 367

0,001 74,14 61,25 56,18 53,44 51,71 50,53 49,66 49,00 48,47 48,05 47,70 47,41 46,76 46,10 45,77 45,43 45,09 44,75 44,40 44,05
0,05 661 579 541 519 505 4,95 4,88 8,82 4,77 4,74 470 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36 0,05 438 3,52 313 290 274 263 254 248 242 238 234 231 223 216 211 2,07 203 198 1,93 188
. ’ ! g : ’ ! : 8 y y y ! ! y ’ ’ ’ ! ! ’ 19 0,025 592 4,51 390 3,36 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82 2,72 2,62 262 251 245 239 233 227 220 213
SO I0nl B3 776 10 Tie o oi 70 0% o 5% ofF 810 0% & 0k o oz 07 0% 01 315 553 501 450 41 364 577 S5 5% 345 5% 9 A1 oW 1% 2m 17 2o s 249
| ’ ’ . ! g ’ : ! g ! ’ ! ! ’ ’ ’ } i ! ’ 0,00115,08 10,16 8,28 7,26 6,62 6,18 585 559 539 522 508 4,97 470 443 429 414 399 3,84 368 3,51

0,001 47,18 37,12 33,20 31,09 29,75 28,84 28,16 27,64 27,24 26,92 26,64 26,42 25,91 25,39 25,14 24,87 24,60 24,33 24,06 23,79

005 435 349 310 2,87 271 260 251 245 239 2,35 231 228 220 212 208 2,04 199 1,95 190 184
005 599 514 476 453 439 428 421 415 410 406 403 4,00 394 387 38 381 377 374 370 3,67 20 0025 587 446 386 351 320 313 301 2,91 284 277 2,68 257 257 246 241 235 229 222 216 2,09
6 0025 881 7.26 660 623 599 582 570 560 552 546 537 527 527 517 512 507 501 4,96 490 4,85 001 810 585 494 443 410 387 370 356 346 387 330 323 500 264 286 278 260 261 252 242
00113,75 10,92 978 9,15 875 847 826 810 798 7,67 779 7.72 756 740 7,31 7.23 714 7,06 697 688 0,001 14,82 9,95 810 710 646 6,02 569 544 524 508 4,94 482 456 429 415 4,00 386 370 354 338

0,001 35,51 27,00 23,70 21,92 20,81 20,03 19,46 19,03 18,69 18,41 18,18 17,99 17,56 17,12 16,89 16,67 16,44 16,21 15,99 15,75
005 432 347 307 284 2,68 257 249 242 237 2,32 228 225 218 210 205 2,01 196 192 1,87 181
005 559 474 435 412 397 387 379 373 368 3,64 660 357 351 344 341 3,38 334 3,30 327 328 21 0025 583 442 382 348 325 309 2,97 2,87 280 273 264 253 253 242 237 2,31 225 218 211 204
T 007 1225 655 o5 7o 44 710 600 684 672 663 654 647 6a1 616 60r 590 591 oo v 565 001 802 578 487 437 404 361 364 351 340 331 324 317 303 288 280 272 264 255 246 236
01 12,25 955 845 7.85 446 719 699 684 672 662 654 647 631 616 607 599 591 582 574 5 0,001 1459 9,77 7.04 695 632 588 556 531 511 4,95 481 470 444 417 403 388 374 358 342 326

0,001 20,25 21,69 18,77 17,19 16,21 15,52 15,02 14,63 14,33 14,08 13,88 13,71 13,32 12,93 12,73 12,53 12,33 12,12 11,91 11,70
005 430 344 305 2,82 266 255 246 240 234 2,30 226 223 2,15 207 203 1,98 194 1,89 184 178

005 532 446 407 384 369 358 350 344 339 3,35 331 328 322 315 312 3,08 304 301 297 293

22 0,025 579 4,38 3,78 3,44 322 3,05 293 284 276 2,70 260 250 250 239 233 227 221 214 2,08 2,00
8 0,025 7,57 6,06 542 5,05 482 465 453 443 436 4,30 420 4,10 4,10 400 3,95 3,89 3,84 3,78 3,73 3,67 0,01 795 572 48 431 399 376 359 345 335 326 3,18 312 298 2,83 275 2,67 258 250 240 2,31
0,01 11,26 865 7,59 7,01 663 637 618 6,03 591 581 574 567 552 536 528 520 512 503 495 486

0,001 14,38 9,61 7,80 6,81 6,19 576 544 519 4,99 4,83 4,70 4,58 433 406 392 3,78 363 348 332 3,15
0,001 25,42 18,49 15,83 14,39 13,49 12,86 12,40 12,04 11,77 11,54 11,35 11,19 10,84 10,48 10,30 10,11 9,92 9,73 9,53 9,33

005 428 342 303 2,80 264 253 244 2,37 232 227 224 220 213 205 201 196 191 1,86 1,81 176
005 512 426 386 363 348 337 329 323 318 314 310 3,07 301 294 290 286 285 279 275 271 23 0025 575 435 375 341 3,18 302 290 2,81 273 267 2,57 247 247 236 230 224 218 211 204 197
9 0025 721 571 508 472 448 432 420 410 403 3.96 387 3,77 377 367 361 356 351 345 339 3,33

0,01 7,88 566 4,76 4,26 394 9,71 354 341 330 321 314 3,07 293 278 2,70 262 254 245 235 226

1
Tabela IV. Limites unilaterais superiores da distribuigéo F: i
P[F > f.] j

0,01 10,5 8,02 699 642 606 580 561 547 535 526 518 511 496 481 473 4,65 457 448 440 431 0001 1419 947 767 660 508 565 533 500 480 473 460 448 423 306 362 368 355 338 322 305
0,001 22,86 16,39 13,90 12,56 11,71 11,13 10,70 10,37 10,11 9,89 972 9,57 924 890 872 855 837 819 800 7,81

005 426 340 301 278 262 251 242 236 230 225 222 218 211 203 1,98 1,94 1,89 1,84 179 173
005 496 4,10 371 348 333 322 314 307 302 208 294 201 285 277 274 270 266 262 258 254 24 0025 572 432 372 338 3,15 299 287 278 270 2,64 254 244 244 233 227 221 215 208 201 194

10 0,025 6,94 546 4,83 4,47 424 407 395 385 378 3,72 362 352 352 342 337 331 326 320 3,14 3,08
0,01 10,04 7,56 6,55 599 564 539 520 506 494 485 4,78 4,71 456 4,41 4,33 425 417 4,08 4,00 391
0,001 21,04 14,91 12,55 11,28 10,48 9,92 952 9,20 896 8,75 859 845 813 780 7,64 747 730 712 694 6,76

oodgg ‘év;"z‘ 2'52’2 i'gg z'gg z'gg 2‘22 g% g'zg g'gg ggg g'ig g;g g;g ggg g?; g?; g'gg 5'33 igi igg 25 0025 569 4,29 369 335 313 297 285 275 2,68 261 251 241 241 230 224 2,18 212 2,05 198 1,91
1 , 72 526 463 428 404 388 376 3,66 359 353 343 333 333 323 317 312 306 300 294 2 001 7.77 557 468 418 385 363 346 332 322 313 305 209 2.85 270 2,62 2,54 245 2,36 227 217
001 965 721 622 567 532 507 489 474 463 454 446 440 425 4,10 4,02 3,94 386 378 369 3,60 0,001 13,88 9,22 745 649 588 546 515 491 471 4,56 442 4,31 406 379 366 352 337 322 306 289

0,001 19,69 13,81 11,56 10,35 9,58 9,05 866 835 812 7.92 7.76 7.63 7.32 7.01 6,85 668 652 635 617 6,00
005 423 337 298 274 259 247 239 232 227 2,22 218 215 2,07 199 195 1,90 185 1,80 175 169
005 475 389 349 326 311 300 291 285 280 275 272 269 262 254 251 247 243 2,38 234 230 26 0025 566 427 367 333 310 2,94 2,82 2,73 265 259 249 239 239 228 222 216 2,09 2,03 1,95 188

12 0,025 6,55 510 447 4,12 389 3,73 361 3,51 344 337 328 318 3,18 3,07 3,02 296 291 285 279 272 0,01 7,72 553 464 414 382 359 342 329 318 309 302 296 281 266 258 2,50 242 2,33 223 213
0,01 933 693 595 541 506 4,82 464 450 439 430 422 416 4,01 386 3,78 3,70 362 3,54 345 3,36 0,001

0,001 18,64 12,97 10,80 9,63 889 9,38 800 7.71 748 7,20 714 7,00 671 640 625 609 593 576 559 542 001 13,74 912 7,36 641 580 538 507 483 464 448 435 424 399 372 359 344 330 315 299 282
005 421 335 206 273 257 246 237 231 225 220 216 213 206 1,97 193 1,88 184 1,79 173 167
27 0025 563 424 365 331 308 292 280 271 2,63 2,57 247 236 236 225 219 213 207 2,00 193 185
001 768 549 460 411 378 356 339 326 315 306 298 293 278 263 255 247 238 229 220 210
0001 13,61 9,02 7.27 633 573 531 500 476 457 441 428 417 392 366 352 338 323 308 292 275

0,01 7,82 561 472 422 390 3,67 350 336 326 3,17 3,09 3,03 289 274 266 258 249 240 231 221
0,001 14,03 9,34 755 6,59 598 555 523 499 480 4,64 451 439 414 387 3,74 359 345 329 3,14 297

0,05 424 339 299 2,76 260 249 240 234 228 224 220 216 209 201 1,9 1,92 187 1,82 1,77 1,71

Estes valores devem ser multiplicados por 100. Continua

Continua
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Continuagéo

V2 o 1 2

0,05 4,20

28 0,025 5,61
0,01 7,64

0,001 13,50

0,05 4,18

29 0,025 5,59
0,01 7,60

0,001 13,39

0,05 4,17

30 0,025 5,57
0,01 7,56

0,001 13,29

0,05 4,08

40 0,025 542
0,01 7,31

0,001 12,61

0,05 4,00
60 0,025 5,29
0,01 7,08
0,001 11,97
0,05 3,92
120 0,025 5,15
0,01 6,85
0,001 11,38
0,05 3,84
Inf. 0,025 5,02
0,01 6,63
0,001 10,83

3,00
3,69
4,61
6,91

3,27

2,04

3,69
1,96

2,56
3,38
1,88
2,11
2,41
3,10

2,84

2,13

1,84

1,39

1,89
1,25

1,38
1,54
1,00
1,00
1,00
1,00

Fonte: Silva, 2000.
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6. Lista de respostas dos exercicios propostos
Unidade |l - Estatistica Descritiva
2.1
j Classe F F f; f
1 0 20 20 0,50 0,50
2 1 7 27 0,18 0,68
3 2 7 34 0,18 0,85
4 3 3 37 0,08 0,93
5 4 2 39 0,05 0,98
6 5 0 39 0,00 0,98
7 6 0 39 0,00 0,98
8 7 1 40 0,03 1,00
Total 40 - 1 -
22. k=7 i=12,89
j Classe F F f; fi Ci
1 3,11— 16,00 8 8 0,16 0,16 9,655
2 16,00]— 28,89 20 28 0,4 0,56 22,445
3 28,891— 41,78 6 34 0,12 0,68 35,335
4 41,78|— 54,67 8 42 0,16 0,84 48,225
5 54,67|— 67,56 3 45 0,06 0,9 61,115
6 67,56]— 80,45 1 46 0,02 0,92 74,005
7 80,45|—93,34 4 50 0,08 1 86,895
) 50 - 1 - -
2.3. Gréfico
24. X=9,75 Mo=9 Md=95 a=8 s°=6,79 s=261 CV=2672%
25 Q=58 Q=67 Q3=70 ag=12
26. Xx=1,075 Mo=0 Md=05 s?=187 s=131 CV=127,01%
m2=1819 m3=2815 ms=11,419 a3=1,147 a;=3,45
Classificagéo: assimétrica positiva e leptocurtica.
27. X=3456 Mo=16,00|-28,89 Md=16,00|-28,89 s?2=491,06 s=22,16
CV=64,12% m2=481,24 m3=11011,7 ms=755077 a3=1,043 a;=3,260
Classificagéo: assimétrica positiva e leptocurtica.
2.8.
a) ElI=31 Q= 1927 Md=27,86 Q3=454 ES=0933
b) Os valores 85,76 ; 86,37 e 93,34 sao considerados discrepantes
c) Grafico
d) Distribuicdo assimétrica negativa
2.9. Assimetria negativa
6| 325575
7] 18 60 60 83 84
8] 26 31 34 39 42 54 65 65 66 86 88
9] 0112 19 39 54 61
201
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3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

Unidade Il - Elementos de probabilidade
0,5303
0,3801

a)06 b)04 075 d)0,25
e)06 04 9075 h)0,25

P(AID)=0,3623  P(B|D)=0,4058  P(C|D)=0,2319
0,66
a) 0,7283 b) 0,9308

a)120 b)0,90 ¢)2,10 d)0,30 €)0,70  f)0,72
g)0,63 h)-036  )063 })2,07  k)-0,5345

0,6836
0,0758
0,2242
a) E(X)=15 V(X) = 8,33
b) 0,4190
P(X > 50) = 0,5488 P(X>100) = 0,3012
R$ 0,25
a) 0,4582 b) 0,2090 c)0,1587
a) 0,6078 b) 0,0912 c) 447,6
nota minima para A = 73,83

nota méaxima para R = 70,33

Unidade IV - Inferéncia Estatistica

4.1. (59.606; 63.378)

4.2. Bracatinga — (7,46; 11,32)
Canafistula — (12,47; 19,57)

4.3.(-0,336; 0,568)

4.4. variancia = (26.461.477; 56.199.253)

4.5.

4.6.

desvio padrdo = (5.144; 7.497)

(0,0695; 0,1465)

a) to05s = 2,776 = Ho ndo é rejeitada
b) to,025 = 3,495 = Hog ndo é rejeitada
c) to,02s = 3,495 = Ho n&o é rejeitada
d) A variavel em estudo tem distribuicdo normal
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4.7. a)5% =P (erro Tipo I)
b) 0,0975
c) 0,8063

4.8. a)0,6513
b) 0,6126

4.9. toozs =2.145
tc = -4,138(teste bilateral)
Rejeita-se Ho.

4.10. to,oos =3.355
tc =-7,1160 (teste bilateral)
Rejeita-se Ho.

4.11. f0,05 =344
fo = 1,0289 (teste bilateral)
Nao se rejeita Ho.

4.12. zo025 =-1,96
z. = -0,5774 (teste bilateral)
N&o se rejeita Ho.
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