UNIDADE III - Elementos de probabilidades
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3.2.

3.3.

Probabilidade no espago bdsico

3.1.1, Introdugdo

3.1.2. Conceitos fundamentais

3.1.3. Conceitos de probabilidade

3.1.4 Teoremas para o cdlculo de probabilidades

3.1.5. Probabilidade condicional e independéncia

Varidveis aleatérias

3.2.1. Introdugdo e conceito

3.2.2. Varidveis aleatérias discretas

3.2.3. Varidveis aleatérias continuas

Distribuigdes de probabilidade

3.3.1. Distribui¢ées de probabilidade de varidveis discretas
3.3.2. Distribui¢ées de probabilidade de varidveis continuas

Variaveis aleatorias

Ex

perimento aleatério: Langamento de uma moeda honesta

trés vezes e observagdo das faces que ocorrem.

< — cck
Diagrama k < k — cke

— CCC

em — ckk
drvore — kcc
<o

—> C

S

#S=2x2x2=23:=8
S ={ccc, cck, ckc, kec, kke, kek, ckk, kkk}

= Ferramental matemdtico se amplia consideravelmente se

o espago amostral for numérico
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Experimento aleatério: Langamento de uma moeda honesta trés
vezes e observagdo das faces que ocorrem.

S ={ccc, cck, ckc, kee, kke, kek, ckk, kkk}
X = ndmero de caras ocorrido nos trés lancamentos

Quais sdo os possiveis valores de X? X={0,1,2, 3}

Conjunto ndo numérico
Conjunto numérico

X(cee)=3 Xéa
X(cck) = 2 varidvel que
X(cke) =2 transforma
X(kec) = 2 um conjunto
X(kke) = 1 ndo numérico
;((Ekﬁtg - % hum conhjunto
X(ﬁkk) -0 numeérico

Variavel aleatoria

Definigdo: E uma fungdo (ou regra) que transforma um
espago amostral qualquer em um espago amostral numérico,
que serd sempre um subconjunto do conjunto dos nimeros
reais.

Y = ndmero de coroas que ocorrem em trés langamentos

y={0,1,2,3}
cee X(cee) =3 #Y(ccc)=0

Y(ccc)=0 cck 0
Y(cck) =1 cke X e Y ndo sdo a
Y(cke) =1 kcc 1 mesma fungdo
Jikee) =1 kke porque a
zgtléﬁgf g keck +——— 2 correspondéncia
Y(ckk) = 2 ckk 3 ndo € a mesma.
Y(kkk) = 3 kkk

Profa. Clause Piana 4
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Dominio Contradominio

X € a fungdo
que transforma

. S ] X(S)
s Sy
Espago Espago amostral
amostral bdsico da varidvel X

(espago onde X assume valores)

Profa. Clause Piana 5

Discretas
Varidveis aleatdrias
Continuas

Variaveis aleatorias discretas
Definigdo: Sdo discretas todas as varidveis cujo espago
amostral Sy é enumerdvel finito ou infinito.
Se X é uma varidvel aleatéria discreta, entdo Sy é um
subconjunto dos inteiros.
Exemplos:
* nimero caras em trés lancamentos de uma moeda
* nimero de filhos de um casal
* nimero de pecas defeituosas numa linha de produgdo
* ndmero de ciclones que ocorrem numa regido
* nimero de erros em uma “string” de 1.000 bits

27/12/2013



Exemplo: Langamento de uma moeda até que ocorra a face
cara e observagdo das faces que ocorrem.

S ={c, ke, kkc, kkkc, kkkkc, kkkkke, ...}

X = nlimero de coroas até que ocorra cara

54={0,1,2,3,4,5,..} X(c)=0
X(ke) =1
s—Xs, (k)

Y = ndmero de langamentos até que ocorra cara

Sy={1,2,3,4,5,6,.} Y(c)=1
y Y(ke) = 2
S——S,

Profa. Clause Piana 7

1. Fungdo de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o
seu espago amostral. A fungdo de probabilidade P(X=x), ou
simplesmente p(x), serd a fungdo que associa a cada valor
de X a sua probabilidade de ocorréncia, desde que atenda

duas condigdes:
1—

1.p(x) 20,V xeSy p(x) p[x(s)]
> >p(x)=1
XeSy
S, 0
Espago amostral Intervalo [0, 1]
de X na reta real

Dominio e contradominio
de uma fungdo de probabilidade

Profa. Clause Piana 8
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Exemplo: Langamento de uma moeda honesta trés vezes e
observagdo das faces que ocorrem.

S ={ccc, cck, ckc, kec, kke, kek, ckk, kkk}
X = nldmero de caras nos trés lancamentos
Sy =10, 1,2, 3}

1.p(x) 20,V xeSy

p(0) =1/8
p(1) =3/8
p(2) =3/8
p(3)=1/8

> 2 p(x) =1

XeSy

Existem trés formas de representar uma fungdo:

O Representagdo tabular: consiste em relacionar em
uma tabela os valores da fungdo de probabilidade.

O Representagdo grafica: consiste em representar
graficamente a relagdo entre os valores da varidvel
e suas probabilidades

O Representagdo analitica: estabelece uma expressdo

geral para representar o valor da fungdo de probabilidade

num ponto genérico da varidvel X

Profa. Clause Piana 10
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De uma urna com trés bolas pretas e duas brancas,
retiram-se duas bolas juntas. Se X é o nimero de bolas
pretas retiradas, determine a fungdo de probabilidade
P(X=x).

S ={B,B,,P,B,, P,B,, P,B,, P,B,, P.B,, P.B,, PP, PP, P,P.}

X = nlimero de bolas pretas  S,={0, 1, 2}

coc: 1
P(X = 0) =5 =1
cGc 6
P(X:I)_ ZSZ_E
ccd 3
px=2) -6 & _3
& 10

Profa. Clause Piana 11

De uma urna com trés bolas pretas e duas brancas,
retiram-se duas bolas juntas. Se X € o nimero de bolas
pretas retiradas, determine a fungdo de probabilidade
P(X=x).

s = {B,8,, P,8,,P,B,,P,B,, P,B,, P;B,, PsB,, P,P,, P,P5, P,P5}

GG _6
P(X - 1) - C; - 10
2 0
Px=2)-5& 3
Profa. Clause Piana C5 10 12
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O Representagdo tabular
X=x o) 1 2 z
P(X=x) 01 0,6 0,3 1
Profa. Clause Piana 13
O Representagdo grafica
()T
0,6 °
ok 5¢=1{0,1,2)
[ J
02
L
«—C O O >
0 1 2 X

= P(X=x) € uma fungdo continua para todo o x¢Sy, ou seja,
a fungdo P(X=x) assume o valor zero para fodo o x¢S,,.

= P(X=x) é conhecida como fungdo de probabilidade no ponto




O Representagdo analitica

Profa. Clause Piana

>

P(X=x)=

Cy C:

, para Sy = {0, 1, 2}

15

Exercicio proposto:

De uma urna com cinco bolas pretas, trés brancas e duas
azuis, retiram-se, de uma vez, trés bolas.

a) Defina uma varidvel aleatéria que transforme o
espagco amostral bdsico num espago numérico.

b) Determine a fungdo de probabilidade P(X=x) desta

varidvel.

Profa. Clause Piana

16
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2. Fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria discreta e Sy o
seu espago amostral. A funcdo de distribuigdo, denotada
por F(x) ou P(X<x), é a fungdo que associa a cada valor de
X a probabilidade P(X<x). Desta forma, tfemos

F(x) = P(X<x) = D_P(X=1)

t<x

Profa. Clause Piana 17

No exemplo: X=x 0 1 2 )
P(X=x) | 0,1 0,6 03 |1

F(x)= P(X<x)= 2 ,P(X=1)

<x

F(0)=P(X<0)= D P(X=x) =P(X=0)= 0,1

x<0

F(1)=P(X<1) =) P(X=x) =P(X=0)+P(X=1)=0,1+0,6=0,7

x<1

F(2)=P(X<2)= D .P(X=X) =P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)

-0,1+0,6+0,3=1

Profa. Clause Piana 18
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O Representagdo tabular

X=x 0 1 2 z
P(X=x) 01 0,6 0,3 1
F(x) 01 0,7 1 -
Profa. Clause Piana 19
O Representagdo grdfica
F(x) 4
10 e
0,8
O
0,6
0.4
0,2
3 2 x

Profa. Clause Piana

20
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O Representagdo analitica

F(x) = P(X <x)= D P(X=1)

t<x

No exemplo:

_ v GG i
F(x)=P(X<x)= Y =2, paras4={0,1,2}

<x (5}

Cx CZ—x CO CZ Cl Cl
F()=P(X<1) =)y B2 ="-"2 452
Le e

Profa. Clause Piana 21

3. Medidas descritivas

Possibilita o
cdlculo de medidas
descritivas: média,

varidncia, efc.

Conjunto
numérico

No exemplo:
s -={8,8,,P,B,, P8, P,B,, P,B,, P;B,, PsB,, P,P,, P,Ps, P,P;}

l X = nlmero de bolas pretas
5¢=1{0,1,2)

Profa. Clause Piana 22
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X = nimero de bolas pretas  Syx=1{0, 1, 2}

X=x 0 1 2 | =
PX=x) | 01 06 03 |1

O Média ou valor esperado

Definicdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o
seu espago amostral. O valor médio de X, denotado por
E(X), ou L, ou simplesmente |1, é a média dos valores de X
ponderada pelas suas respectivas probabilidades de
ocorréncia. Deste modo, tem-se

2. Xp(x)
XeSy
EX)=p= —Z oG0=1 = xzﬁ:x p(x)
Profa. Clause Piana xeSy ) 23

No exemplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0 1 2 |z
P(X=x) | 01 06 03 |1

EX)=n = > xp(x)

XeSy

=0x0,1+1x0,6+2x0,3=1,2 bolas pretas

Significado do valor esperado: se o experimento fosse
repetido um grande nidmero de vezes, o nimero médio de
bolas pretas escolhidas seria 1,2.

Profa. Clause Piana 24

27/12/2013
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Quando o espago amostral é equiprovdvel:

X=x 0 1 2 3
P(X=x) 1/3 1/3 1/3 1

E(X) = u= Y xp(x) =Ox%+1x%+2xl

xeSy 3

{ _0,1.2

+
Média 3 33
ponderada | 0+1+2 3

===1
3 3 bola preta
A média
ZS:,X X Média ponderada
=X — passa a ser
n simples simples
Importantelll

= Ndo confundir p, com X.

L, € a média de todos os valores de X (para os quais a
probabilidade é conhecida)

X é a média de alguns valores de X (usualmente uma
amostra de valores)

Profa. Clause Piana 26

27/12/2013
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Propriedades da média ou valor esperado

1¢ propriedade: A média de uma constante c € a prépria
constante. E(c)=c

29 propriedade: Se X é uma varidvel aleatéria e ¢ uma
constante, ao multiplicarmos a varidvel pela constante a
média da varidvel também fica multiplicada pela constante.

E(cX)=cE(X)

3¢ propriedade: Se X é uma varidvel aleatéria e ¢ uma
constante, ao somarmos a constante aos valores da varidvel
a média da varidvel também fica somada da constante.

E(c+X)=c+E(X)

4° propriedade: A média do desvio € igual a zero.

E(X-w)=0

Propriedades da média ou valor esperado

5¢ propriedade: A média do desvio quadrdtico em relagdo a
uma constante ¢ € minima quando c=p.

E(X-p)? < E(X-c)?

6° propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias, a
média da soma (ou diferenga) das duas varidveis € igual a
soma (ou diferenca) de suas médias.

E(X1Y) = ECX) L E(Y)

7¢ propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias
independentes, a média do produto das duas varidveis é
igual ao produto de suas médias.

E(XY) = E(X)E(Y), se X e Y sdo independente

27/12/2013
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Exercicios propostos:

1. De uma urna com cinco bolas pretas, trés brancas e
duas azuis, retiram-se, de uma vez, trés bolas. Sendo
X o nimero de bolas azuis retiradas, calcule o valor
esperado de X.

2. Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, em um
dia, um ou dois clientes, com probabilidades de 1/3 e 2/3,
respectivamente. De cada contato pode resultar a venda
de um equipamento por R$ 50.000,00 (com probabilidade
1/10) ou nenhuma venda (com probabilidade 9/10). Sendo
Y o valor total de vendas didrias desse vendedor, calcule o
valor esperado de V.

Profa. Clause Piana 29

o Varidncia

Definicdo: Seja X uma varidvel aleatéria discreta e Sy o
seu espago amostral. A varidncia de X, denotada por V(X),
ou 5>2< , ou simplesmente o2, é o grau médio de dispersdo
dos valores de X em relagdo a sua média. Esta medida é
definida como a média ou valor esperado dos quadrados
dos desvios em relagdo a média. Deste modo, temos

V(X) = 62 =[E(X—p)?

=E(X*-2Xu +1?)

=E(X?) —E(2Xp) +E(u?)
=E(X?)-2uE(X) +1?
=E(X*)-2up+p? =[E(X?)—p®

27/12/2013
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V(X) = 62 =E(X-p)?| < Formula de definigdo

= 2 (x-)’p(x)

X€Sy

V(X) = 62 =E(X?)—p®| — Férmula prética

onde:

E(X?*)= ZXZP(X) - Média dos quadrados de X

xeSy

w2 =[EX))’ = [Zx p(x)]2 — Quadrado da média de X

Profa. Clause Piana 31

No exemplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0 1 2 )y
P(X=x) | 0,1 0,6 0,3

EX)=pn=12

V(X) = 62 =E(X —n)°
= 2 (x—n)*p(x)

XeSy

=(0-1,2)*x0,1+(1-1,2)°x0,6 +(2-1,2)° x0,3=0,36

V(X) = 62 =E(X?)-n*=1,8-(1,2)" = 1,8-1,44=0,36 bolas pretas?
4
E(X?) = x*p(x)

=0%x0,1+1°x0,6 +2°x0,3=1,8

27/12/2013
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Propriedades da varidncia

1¢ propriedade: Se c ¢ uma constante, sua variancia é nula.
V(c)=0

2° propriedade: Se X é uma varidvel aleatéria e ¢ uma
constante, ao multiplicarmos a varidvel pela constante a
varidncia da varidvel fica multiplicada pelo quadrado da

constante.
V(cX)=c2V(X)

39 propriedade: Se X é uma varidvel aleatéria e ¢ uma
constante, ao somarmos a constante aos valores da varidvel
a varidncia da varidvel ndo se altera.

V(X+c)=V(X) 5

Profa. Clause Piana

4¢ propriedade: Se X e Y sdo duas varidveis aleatorias
independentes, a varidncia da soma (ou diferenga) das duas
varidveis € igual a soma das variancias de cada uma.

V(X1Y)=V(X)+V(Y), se X e Y sdo independentes

Profa. Clause Piana 34

27/12/2013
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0 Desvio padrdo

Definigdo: Raiz quadrada positiva da varidncia.

o =+V(X)

= Variagdo média associada a cada valor da variavel

Vantagens

v’ Possui a mesma unidade da varidvel original.

v' E sempre possivel associar proporgdes de valores de
uma varidvel a intervalos construidos a partir da
média e do desvio padrdo.

Profa. Clause Piana 35

No exemplo: X = ndmero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

6=4V(X)=40,36=0,6 bolas pretas

Significado do desvio padrdo: se o experimento fosse
repetido um grande nimero de vezes, a variagdo média
do nimero de bolas pretas escolhidas em torno do valor
esperado seria 0,6.

Atencdolll
As propriedades da varidncia ndo sdo extensivas ao desvio
padrdo. Por exemplo:

Gax =4V (2X) =4/22V(X) = 20y,

Profa. Clause Piana 36

27/12/2013
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Importantelll

= Ndo confundir o2 com S2.

o2 € a varidncia de todos os valores de X (para os
quais a probabilidade é conhecida)

s2 é a variancia de alguns valores de X (usualmente
uma amostra de valores)

= Da mesma forma, ndo confundir c com S.

Profa. Clause Piana 37

Exercicios propostos:

1. De uma urna com cinco bolas pretas, trés brancas e
duas azuis, retiram-se, de uma vez, trés bolas. Sendo
X o ndmero de bolas azuis retiradas, calcule a
variancia e o desvio padrdo de X.

E(X) = n = 0,6 bolas azuis

V(X) = 62 =E(X - n)? = 0,3733 bolas azuis?

c = 0,611 bolas azuis

Profa. Clause Piana 38

27/12/2013
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2. Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, em um
dia, um ou dois clientes, com probabilidades de 1/3 e 2/3,
respectivamente. De cada contato pode resultar a venda
de um equipamento por R$ 50.000,00 (com probabilidade
1/10) ou nenhuma venda (com probabilidade 9/10). Sendo
Y o valor total de vendas didrias desse vendedor, calcule a
variancia e o desvio padrdo do valor total de vendas
didrias.

E(Y) = u = 8.333,33 reais

V(Y) =62 =E(Y?)-u® =450.000.000 - 8333,332
= 380.555.555,6 reais?

¢ = 19.507,83 reais

o Momentos, assimetria e curtose Med|a~ dos desvios em
relacdo a constante a,

elevados a potencia r

!
e =E(X-a) DY)

n

p
Centrados na origem (ordindrios) — a =0

u. =E(X-0)"=E(X")
Momentos <

Centrados na média — @ =L

L b, =EX—p)

27/12/2013
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Momentos centrados na origem (ordindrios)

Parar = 1:

ny =E(X)= > xp(x) — Média de X

XeSy

Parar = 2:

s, =E(X?)= > x*p(x) - Média dos quadrados de X

XeSy

Parar = 3:

ny =E(X)= D x*p(x) ~{Média dos cubos de X
xeSy

Profa. Clause Piana 41

Momentos centrados na média

Parar = 1: Média dos desvios

by = E(X—p)
iy =E(X)-n
=p-pn=0

Parar = 2. Média dos quadrados dos desvios

p, =E(X—p)?[= D" (x—p)’p(x)— Férmula de definicdo

l XeSy

o =[E(X?)—p?|  —{Férmula prética

Profa. Clause Piana 42

27/12/2013
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Para r = 3: Média dos cubos dos desvios

s =[E(X—p)’|= D (x—p)’p(x)~— Férmula de definigdo

xeSy
=E(X -3X%u+3Xp® —p?)
= E(X*)-E(@X?u)+E(3Xp*)-E(n*)
=E(X3)-3uE(X?)+ 3’ EX) -1
=E(X*)-3uE(X?)+3p’u—p’
=E(X)-3uE(X?)+3° -®

ns =|E(X3) -3 w E(X?)+2u3 |~ Férmula prdtica

Profa. Clause Piana 43

Para r = 4. Média dos desvios na poténcia quatro

n, 4EX-p) = Z(x—u)“p(x) «— Férmula de defini¢do
xeSy
}

y =E(XH)—4E(X?)n+6E(X?)u® —3u*| ~—{Férmula prdtica

M3

Hz\/PTz

Coeficiente de assimetria: q, =

. . 1)
Coeficiente de curtose: a,="5
U,
Profa. Clause Piana 44

27/12/2013
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Interpretagdo:
(
- Se a3<0 — assimétrica negativa
a; = Hs < -Se a3=0 — simétrica
Ha/H . gy -
- Se a3>0 — assimétrica positiva
\
p
- Se a4< 3 - platicirtica
_H4 .
a4 —F 4 - Se a;=3 — mesoclrtica
2
- Se a;> 3 — leptocirtica
\

:

Classificagdo por comparagdo com a distribuigdo normal

No exemplo: X = nimero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0 1 2 |3z
PX=x) | 01 06 03 |1

E(X)= D> xp(x)=0x0,1+1x0,6+2x0,3=1,2

XeSy

VX)=E(X-p)’ = 3 (x-p) p(x)=(0-1,2)"x0,1+(1-1,2)* x0,6 +(2-1,2)*x0,3=0,36

XeS,

e =E(X=p) = 3 (x=n)*p(x)=(0-1,2)°x0,1+(1-1,2)x0,6 +(2-1,2)* x0,3=0,36

XeS

ns =E(X-p)’ :;X(x_”)sp(x)

e E(X—p) =3 (x-p)*p(x)=(0-1,2)*x0,1+(1-1,2)*x0,6 +(2-1,2)* x0,3=0,3312

XeS,

(0-1,2)*x0,1+(1-1,2)'x0,6 +(2-1,2)° x0,3=-0,024

= b 0024 _ 4413

® i, 0364036

n, 03312

7w T (0,36)

=255

27/12/2013
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No exemplo: X = nimero de bolas pretas S, ={0, 1, 2}

X=x 0 1 2 > E(X)=pn=12
P(X=x) | 01 0,6 03 |1 V(X) = 62= 0,36

Coeficiente de assimetria:

s -0,024 s .
a; = = =-0,111 — Assimétrica negativa
* i, 0,36,0,36 J

Coeficiente de curtose:

. 03312
w; (0,36

Profa. Clause Piana

a, = =255 — Platicurtica

47

De uma urna com trés bolas pretas e duas
brancas, retiram-se duas bolas juntas.

——p duas bolas (juntes)

#S=C; =10

conjunto ndo numérico
s ={8B,B,,P,B,,P,B,, P,B,, P,B,, P;B,, PsB,, P,P,, P,P5, P,P;}

X = nlimero de bolas pretas retiradas

média,
_ . - varidncia
SX = {O, 1, 2} « conjunto numérico assimetria
. - . curtose
Determine a fungdo de probabilidade P(X=x).
Cx C2x Modelo matemadtico que descreve
P(X=x)=——"2— <o comportamento probabilistico da
G varidavel X

27/12/2013
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27/12/2013

Descricdo da variavel aleatéria
X = ndmero de bolas pretas X=x 0 1 2 |z
1 6 3
cr P 15 10 10 | !
p(x) =z 1 2 1
5 F(x) E 10 -
act
F(X) = Z CZ
T<x 5
P(x)l\
n=12 06 .
G=\/GT=\/O,36=O,6 04
o
a, =-0,111 — Assimétrica negativa 0.2
[
a, =255 — Platicirtica A T >
Medidas  |varidvel observada Varidvel aleatéria
descritivas (amostra) (populagdo)
Média x-2X H=E) = 3 xp(x)
XeSy
A . 7 \2
Varitncia | 2 2,04-X) o VO =EX-1 = Y (-1 p(x)
n-1 oy
Desvio padrdo | s=+s? o =o?
Momentos m - 2% e =EX ) = Y (x— )" p(x)
n xeSy
: : m; Hs
Assimet a; = Q= — 13
merne > maJm, " ez
Curtos a :ﬁ a =u74
urtose =2 =
Profa. Clause Piana 50
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Exercicio proposto:

1. De uma urna com cinco bolas pretas, trés brancas e
duas azuis, retiram-se, de uma vez, trés bolas. Sendo
X o nimero de bolas azuis retiradas, calcule os
coeficientes de assimetria e curtose de X.

E(X) = n = 0,6 bolas azuis
V(X) = 62 =E(X - n)? = 0,3733 bolas azuis?
u, = 0,3733 bolas azuis?

us = 0,112 bolas azuis?
ug = 7,709 bolas azuis*

as = 0,1784
a, = 14,33

Relembrando. ..

Variavel aleatéria é uma fungdo (ou regra) que transforma
um espago amostral qualquer em um espago amostral
numeérico, que serd sempre um subconjunto do conjunto dos
ndmeros reais.

X é a fungdo

Espago ] que transforma . X(s) Espaco
qualquer numérico
S Sx

Discretas

Varidveis aleatdrias

Continuas

Profa. Clause Piana 52
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Variaveis aleatérias continuas

Defini¢gdo: Sdo continuas todas as varidveis cujo espago
amostral Sy € continuo ou ndo enumerdvel.
= Se X é uma varidvel aleatdria continua, X pode assumir
qualquer valor num intervalo [a; b] ou no intervalo (-o; +).
= O espago Sy serd sempre definido como um intervalo do
conjunto dos reais, sendo, portanto, um conjunto infinito.

Exemplos:
* tempo que uma pessoa espera numa fila
+ peso da produgdo de uma planta
+ estatura de uma pessoa
* producdo de leite de uma vaca
+ quantidade de chuva que ocorre numa regido

Profa. Clause Piana 53

1. Fungdo densidade de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria continua e Sy o
seu espago amostral. Uma fungdo f associada a varidvel
X ¢é denominada fungdo densidade de probabilidade
(fdp) se satisfizer duas condigdes:

1. f(x)20, V xSy oy fOOIR SR
f(x)
-0 0 -
Domihio Contradominio
Sy = (~00; +o0) Intervalo [0, +00)
Profa. Clause Piana 54
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1. Fungdo densidade de probabilidade

Defini¢do: Seja X uma varidvel aleatéria continua e Sy o
seu espago amostral. Uma fungdo f associada a varidvel
X ¢é denominada fungdo densidade de probabilidade
(fdp) se satisfizer duas condigdes:

1. f(x)>0, V xeSy

Esta drea corresponde
2. dx =1 — a probabilidade de um
s-[f(x) * PX€Sy) dum valor de X pertencer

I ao espago amostral Sy

A integral da diferencial da fungdo f(x) fornece a
drea sob a fungdo no intervalo Sy

1. Fungdo densidade de probabilidade

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria continua e Sy o
seu espago amostral. Uma fungdo f associada a varidvel
X ¢é denominada fungdo densidade de probabilidade

(fdp) se satisfizer duas condigdes:
f(x)

1. f(x)2 0, V xeSy

2. If(x)dx:l
Sy

Sx

X

Fdp é toda a fungdo que ndo assume valores negativos, ou seja,
cujo grdfico estd acima do eixo das abcissas, e cuja drea
compreendida entre a fungdo e o eixo das abcissas € igual a um.

27/12/2013
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Relembrando o processo de integragado...

Integral definida

Se f é uma fungdo de x, entdo a sua integral definida € uma
integral restrita a valores em um intervalo especifico, por
exemplo, a < x <b . O resultado é um niimero que depende
apenas de a e b, e ndo de x.

Para calcular integrais definidas utilizaremos um teorema
que € considerado um dos mais importantes do Cdlculo:

Teorema Fundamental do Calculo
Se f(x) é uma fungdo continua no intervalo [a, b] e temos

uma fungdo F(x), tal que F'(x) = f(x), entdo F(x) é chamada
primitiva ou anti-derivada de f(x). Nesse caso,

b
j fx)dx - [F)[. =F(b)-F(a)

Entendendo a integral como processo inverso da derivada:

primitiva
b
I f(x)dx = [F)] =F(b)-F(a)

*

integranda

A primitiva F(x) € a fungdo cuja derivada € a integranda f(x).

Profa. Clause Piana 58

27/12/2013

29



27/12/2013

Entendendo a integral como processo inverso da derivada:

integragéo

"' <

b
j f(x)dx = [

W 4

derivagao

Como encontrar a primitiva?

Integranda Primitiva
X n+1
f(x) = x" F(x)=
n+1
Profa. Clause Piana 59

Dentro do contexto de integragdo como um processo de anti-derivagdo, as fungdes
mais comuns com suas respectivas primitivas sdo as seguintes:

Integranda Primitiva
1. f(x) =k, k constante F(x)=kx+C
1
2. f(x)=x", n=-1 F(X):Xm +C
n+1
. f(x)=1/x F(x)=Inx+C
. f(x)=e” F(x)=€e"+C

3

4

5. f(x) = sen(x)

6. f(x) = cos (x)
7. fx)=a"

8. f(x) = sec?(x)
9. f(x) = tan(x)
10. f(x) = cscz(x)
11. f(x) = ctg(x)
12. f(x) = sec(x)

F(x) = —cos (x)+C
F(x)=sen(x)+C

F(x)= 2’ +C

Ina
F(x)=tan(x)+C
F(x) =—In[cos (x)]+ C
F(x) = —ctg (x)+C
F(x)=In[sen (x)]+C

F(x) =In[sec (x)+tan (x)]+ C

30



Algumas propriedades da integral
1. Aadrea num ponto a é igual a zero, ou seja
j f(x)dx =0
a
2. Se b é um ponto entre a e ¢, entao
c b c
J'f(x)dx _ j fx)dx + If(x)dx
a a b
3. O fator constante k pode ser retirado do sinal de integragéo, ou seja

j‘kf(x)dx :kj.f(x)dx

4. Aintegral definida da soma (ou da diferenga) de fungdes € a soma (ou a
diferenca) das integrais definidas, ou seja
b

Jb‘[f(x)irg(x)]dx _ jf(x)dx + j g(x)dx

a

Exemplo 1:

Seja a fungdo f(x) = 2x, no intervalo Sy = [0,1]. Verifique se
f(x) € uma fungdo densidade de probabilidade.

£ Primeira condigdo: f(x)20, V xe S,
2
f(x) = 2x
f(x=0)=2x0=0
f(x=1)=2x1=2

Todos os valores da fungdo f(x) sdo
ndo negativos no intervalo de O a 1.

27/12/2013
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Segunda condigdo: j f(x)dx =1

f(X) A

0 1

Profa. Clause Piana

A drea sob a fungdo f(x) no
intervalo Sy, que equivale a
P(XeSy), € igual a 1.

A funcgdo f(x) = 2x, no intervalo
Sy =[0, 1] é uma fungdo
densidade de probabilidade!!

63

Seja A=[0, 1/2]. Qual é a probabilidade de ocorrer o

evento A?
F(x) &

2

0 1/2 1

W—J
A

Profa. Clause Piana

Probabilidade = drea

bxh 1/2x1 1

2 2 4

Area:

P(0<X<1/2)=1/4

64
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Exemplo 2:

Seja a fungdo 7 (x) = 6x-6x2, no intervalo Sy = [0,1]. Verifique
se f(x) é uma fungdo densidade de probabilidade.

Primeira condigdo: 7(x)20, V xeSy
= Como a fungdo é quadrdtica, sdo necessdrios, pelo menos,
trés pontos para tragar a curva.

= Por conveniéncia esses pontos sdo: os limites do intervalo Sy
e o valor de x que corresponde ao ponto critico da fungdo.

Determina-se esse valor de x derivando a fungdo e igualando a
primeira derivada a zero.

f'(x)=6-12x
0=6-12x
6 "
X = E = E « valor que corresponde ao ponto critico

Derivando a fungdo pela segunda vez, determina-se se o ponto
critico é de mdximo ou de minimo.

f'(x)=6-12x

Fr(x)= 12 se f"(x)<0 — ponto de mdximo

se f"(x)>0 —> ponto de minimo

A fungdo f(x) = 6x-6x? tem ponto de mdximo.
Tragar o grdfico:

)
£(0) = 6x0-6x02 = 0

! £(1/2) = 6x1/2-6x(1/2)2 = 3/2

(1) = 6x1-6x12= 0

: Todos os valores da fungdo f(x) sdo
0 w1 X ndo negativos no intervalo de O a 1.

27/12/2013
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Segunda condigdo: f f(x)dx =1
Sy

1
fx) Area: I(éX—6X2)dX
0

1 1 1 1
= [6xdx — [6x%dx = 6[xdx — 6] x*dx
0 0 0 0

A drea sob a fungdo f(x) no intervalo Sy, que
equivale a P(XeSy), € igual a 1.

A fungdo f(x) = 6x-6x2, no intervalo Sy =[0, 1], é
uma fungdo densidade de probabilidade!!

T [T (12 o2 EOE
_o| X e X e o g L
{ } 3,72 2 3 3

|

Importantelll

No caso de varidveis continuas, as representagoes
a<x<b, a<x<b, a<x<b e a<x<b sdo todas equivalentes,
pois a probabilidade num ponto, por definigdo, é nula.

Seja o evento A={x; x=a}. Entdo,

P(A) = j f(x)dx = j f(x)dx =F(a)~F(a)=0
A a

Profa. Clause Piana
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2. Fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria continua e Sy o
seu espago amostral. A fungdo de distribui¢do, denotada
por F(x) ou P(X<x), é a fungdo que associa a cada ponto
xeSy a probabilidade P(X<x). Desta forma, tem-se

F(x)= P(X <x) = | f(1)dt. paraSy=Ia,b]

Sendo Sy =[a, b], entdo

F(a)=P(X<a)=0
F(b)=P(X<b)=1

Profa. Clause Piana 69

Exemplo 1:  f(x) = 2x, Sy =[0,1]

Fx) 4 )
F(x) = j f(+)dt

- [ 2tdt
0

2 X

2]

2 0

=x2

0 1 X

F(x)=x?

A fungdo de probabilidade acumulada € a primitiva de f(x).

27/12/2013
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Exemplo 11 f(x) = 2x, Sy =[0,1]

F(x) 4
F(x)=x*
2
F(l/2)=P(X <1/2)=(1/2) =1/4

P(A) = F(1/2)=1/4

F(1)=P(X<1)=12 =1

P(B) = F(1)-F(1/2) =1-1/4=3/4

0 1/2 1

A=[0, 1/2]
B=[1/2, 1]

Grafico da fungdo de distribui¢do ou probabilidade acumulada
F(x)=x?

F(x) 11
0,9
0,8
0,7 -
0,6 -
05
0,4 -
03
0,2
01

0 -
o] 0,5 1 X

A fungdo F(x) expressa a probabilidade da varidvel X assumir um valor
menor ou igual a x —» P(X<x)

36



Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

F(x)= [ f(ndt

F(x)=3x*-2x3

A fungdo de probabilidade acumulada € a primitiva de f(x).

Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

) F(x)=3x*-2x3

E] P(A) F(1/2) =3(1/2)2 -2(1/2)°
=3/4-1/4=1/2

F(3/4)=3(3/4)* -2(3/4)’
=27/16-27/32
_54-27 _27

32 32

112 34 1 X

P(A) =F(3/4)-F(1/2)

A=[1/2, 3/4] =27/32-1/2
27-16 11

32 32 03

Profa. Clause Piana 74
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Grafico da fungdo de distribuigdo ou probabilidade acumulada

F(x)=3x*-2x°

FX) 14 —
09 - '
038 -
07 -
06
05 -
04 -
03
02 -

01 1

0
0 0.5 1 X

A fungdo F(x) expressa a probabilidade da varidvel X assumir um valor
menor ou igual a x — P(X<x)

Medidas descritivas

O Média ou valor esperado

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatdria continua e Sy o seu
espago amostral. O valor esperado de X, denotado por E(X) ou p ,
serd dado por

E(X) = = j x f(x)dx
Sy

O Varidncia

Definigdo: Seja X uma varidvel aleatéria continua e Sy o seu espago
amostral. A variancia de X, denotada por V(X) ou o?, serd dada por

V(X)=0® =E(X-n)’* = [ (x-u?f()dx  (Férmula de definicéo)
Sy

V(X) =2 =E(X?)-p2 =

J‘xzf(x)dx}p2 (Formula prdtica)
S

27/12/2013

38



Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]
E(X)=p = [ xf(x)dx

f(x)h 1
; jx2xdx
0
1 , , 31 2
x°dx=2|x°dx =2 =—
~feracafraa ] -2
1
V(X)=c® =E(X*)-p*
1
= Dxe 2xdx} —p?
0 1 X

i i 3‘4 g

o[ x* “‘ 4.1 4 9-8_ 1
9 2 9 18 18

0

Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

1
o _ 2
. EX)=n= (J;x(éx 6x )ix

Profa. Clause Piana
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O Momentos, assimetria e curtose

Momentos ordindrios

¢ Primeiro momento:
W, =E(X)= j xf(x)dx
Sx
* Segundo momento:
g =E(X?)= [x*F(x)dx
Sx
¢ Terceiro momento:
by =EC)= [x*f(x)dx
Sx
¢ Quarto momento:
b = E(X*)= [x*F(x)dx

Sx

O Momentos, assimetria e curtose

Momentos centrados na média
+ Segundo momento:

wp = E(X—p)? = j (x—w?f(x)dx  (Férmula de definicdo)

n, =E(X?)—p? :[J x21‘(><)d><}u2 (Férmula prdtica)
Sy

¢ Terceiro momento:
ns =EX-p)° = [ (x-w’*f()dx  (Férmula de definigdo)
Sx
nz =E(X3)-3pE(X?)+2u°

—[ j x3f(x)de—3p[ j xzf(x)de+2p3 (Férmula prética)
S Sy

27/12/2013
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¢ Quarto momento:

tg =E(X—p)* = j (x-w)*f(x)dx  (Férmula de definicdo)
Sx
n, =E(XX*)—4pEX3) +6p°E(X?)-3u*  (Férmula prdtica)

= [ Ix“f(x)dx] - 4;{ Ix3f(x)dx] + 6u2[ j.xzf(x)dx} ~3p*

Coeficiente de assimetria: a; = Hs
Ha+/H2

Coeficiente de curtose: q, :u—‘z‘
U2
Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]
N uy =E(X®)-3uE(X?)+2°
1 1
2 :[jx?xdx}—3p[jx22xdx}+2u3
0 0

1 1
:{j2x4dx}—3u{j2x3dx}+2u3
0 0
1 1
x° x*
=2| —| -3u2| — 213
|: 5 :|O u |: 4 :|O+ u

2 6 1 (2)3
=———x=+2| =
0 1 5 3 2 3
2
5

X
16 54-135+80
=== ""-7 "~ __0,0074
"277 7 135 007

27/12/2013
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Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]
e =E(X*)—4pE(X®) + 6pE(X?) - 3p*
1 1 1
= [j x* 2xdx} —4;1[] x32xdx} +6u° DXZZde} -3p*
0 0 0

1 1 1
= [j 2x5dx} —4;1[] 2x4dx} +6p? D 2x3dx} -3u*
0 0 0

2"61 42"51 622"41 3u’
SRR

2 4
:1_4XEXE+6X(EJ Xl_gx(éj
3 35 3 2 3

< _1.16.4 16 45144418064 _ o,
315 3 27 135

(x) a

Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]

Calculando os momentos ordindrios

1 1 1
) [t oo [ecc o

Sx 0

1 1 1
w, =E(X?)= Ix3f(X)dx = J.x32xdx = J).Zx“dx = 2{);51 =

Sx 0

1 1 1
g = E(X*)= [x*F(x)dx = l x*2xdx = ! 2x5dx = Zhjl - %

Sx
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Exemplo 1: f(x) = 2x, Sy =[0,1]

F(x) 4 uy = EQC) - 3uE(X?) +21°
: :5—3 ix;+2x(§)2:—0,0074
1 s = E(X) = 4uE(X®) + 60PE(X?) — 3u*
:;—4x§x;+6x@jzx;—3x(§)4 _ 7,941
0 1 x

w, _ -0,0074 -0,0074
T Ju, 1/18J1/18  0,0131

=-0,565 — Assimétfrica negativa

b, 7,941
M2 (1/18)

=40,8 — Leptoclrtica

Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]
urE(Xa) 3uE(X?)+20°
= jx (6x-6x° )dx} 3uﬁx2 6x—6x2)dx}+2p3
LO 0
1
(6x* - 6x5)dx}—3p[j(6x3 —6x“)dx}+2p3
0
1 1 1
6x*dx — j6x5dx} 3p{j6x3dx—j6x4dx}+2p3
o) ) 0
1 6 1 4 1 5 1
AL
}o 6 o} 4 ) 5l
3
a2 gl
5 2 \2 5 2
1

1 3 3 (1)3 1 9 4-945
= —Ix—+2| = | ===+ = =
5 20 4 20

!
|

|
N — A T
o
1
ol %,
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

gy =E(X*)—4pE(X) + 6p°E(X?) - 3u

= ﬁx“ (6x - 6x2)dx}—4uﬁx3 (6x - 6x2)dx} +6u? ﬁxz (6x - 6x2)dx}—3p4

H( 6x")dx} 4;{ —6x° )dx}+6p [j(6x3 —6x4)dx}—3p4

£ g) S 4

1 13 3

=SS XT o XT
7 5 2 10 16

:1_7+i_i 80-224+252-105 i70,005357
7 10 20 16 560 560

(ex*
50 LA ol

Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]
Calculando os momentos ordindrios

= E( 2)= Ixzf(x)dx = Ixz(éx —6x%)dx = I(6x3 —6x*)dx

Sx

Sy 0
57! 67"

_ X | g X | 28 1-2
5| 6] 5 10

1
= | x*(6x - 6x?)dx = J-((ax5 - 6x°)dx
0

1 1
x® x7 6 1
S Rt P S R R

—:‘
Il
JALY
X
D
S~—"
Il
—_—
x
D
—h
~~
X
N’
[oN
3
O —
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Exemplo 2: f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

0

M3
a, = = =
* i, 1/2041/20

a, =
g (1/20)

uy = E(X*)-3uE(X?) +2u°

2 1 3 1Y
_10—3><2><10+2><(2j =0

g = E(X*) - 4pE(X®) + 6p%E(X?) -3u*

2 4
1,12 6*@ 3_3X(1j

X —+ X
7 2 10 10 2

=0,005357

2

0 — Simétrica

Ha :Mzzlm — Platicdrtica

Descri¢do das varidveis aleatérias

f(x) = 2x, Sy =[0,1]
Feor

2

f(x) = 6x-6x2, Sy = [0,1]

)

321 -

F(x)=x?

2 _ \Fl
w=2 o=Voi- T

a, =-0,565 — Assimétrica negativa

a, =40,8 — Leptocirtica

.

-
F(x)=3x%-2x°

1 1 1
H== = 2: R ——

a; =0 — Simétrica

a, =2,14 — Platiclrtica
.
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Exercicio proposto:

Seja X uma varidvel aleatéria continua que descreve o volume de
chuva em determinada regido (X = 1000 mm de chuva) com

f(x):%x (2-x), sendo S, ={x;0<x<2}e

f(x)=0, se xndo pertence a S,.

a) Verifique se f(x) é fungdo de densidade de probabilidade e trace
o seu grdfico.

b) Determine a fungdo distribui¢do F(x).

c¢) Dado que A = {x; 1 < x < 2}, obtenha a probabilidade do evento A.
d) Se chover mais de 1700 mm, haverd necessidade de drenar o
excesso de dgua. Vocé acha razodvel prever um sistema de
drenagem?

e) Se chover menos do que 1300 mm, haverd necessidade de
represar dgua. Vocé acha razodvel prever a construgdo de
barragens?

f) Encontre média e a varidncia de X.
91

Variavel aleatéria Variavel aleatéria
discreta continua
Ex.: nimero de pegas com defeito Ex.: vida Util de uma ldmpada
Espago amostral enumerdvel Espago amostral continuo ou ndo
(finito ou infinito) enumerdvel ou (intervalo infinito)
5:0,1,2,.,n} ou 5={0,1,2, ..} S,=[a, b] ou S,= (-, +)
p(x) - fungdo de probabilidade f(x) - fungdo densidade de probabilidade
Condigdes: 1.p(x) 20, V xeSy Condigdes: 1. f(x) 20, V xeSy
2. Z p(x)=1 2. If(x)dx:l
XeSy Sy
O valor da fungdo p(x) expressa A drea sob f(x) num intervalo [a, b]
a probabilidade de ocorréncia de expressa a probabilidade de ocorrer um
cada valor de X valor da varidvel X entre os limites a e b.
F(x) - fungdo de distribuigdo ou F(x) - funcdo de distribuigdo ou
de probabilidade acumulada de probabilidade acumulada

A fungdo F(x) expressa a probabilidade
da varidvel X assumir um valor menor ou
igual @ x - P(X<x)

27/12/2013
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Medidas Varidvel aleatéria Varidvel aleatdria
descritivas discreta continua
Média n=EX)= > xp(x) H=Ea)=jxﬂxmx
XeSy Sy
Varidncia | o® =E(X-p)* = > (x-p)’ p(x) o’ =E(X-p)’ = I (x =) f(x)dx
XeSy Sy
Desvio padrdo c= \/cT2 c= \/CT2

Momentos |, =E(X-p)' = Y (x-p)" p(x) |Hr =EX-n)" = I (x = )" f(x)dx
Sx

XeSy

_Hs _Hs

az =

Assimetria Qs = [~
Ha/H2 HaH2
Curtose a, =24 a, =54
w2 K2
Profa. Clause Piana 93
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