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Estimagdo de parametros

Conceitos fundamentais

Par‘c’ir?e’rr‘os -0

/ . N
4 Constantes Estimadores — 0
74
_— Varidveis
aleatdrias
Amostra
Populagdo 1 -
Variavel
Profa. Clause Piana C(IZGTOI"IG 3

Parametros:
> constantes que caracterizam uma populagdo (distribuicdo)
> geralmente sdo valores desconhecidos
> sdo representados, genericamente, pela letra grega teta (0)

Exemplos: média da populagdo (W)
varidncia da populagdo (67)

Estimadores:

> valores (medidas) calculados na amostra com objetivo
de fornecer informagdo sobre os pardmetros

> sdo estatisticas, portanto, sdo varidveis aleatorias
> sdo representados, genericamente, pela letra teta com um
acento circunflexo (0), onde se |€ teta chapéu

Exemplos: média da amostra (X ou f1)
varidncia da amostra (S? ou 62)
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Varidveis

aleatérias Estatisticas

Estimadores

= O estimador é uma estatistica e todas as estatisticas sdo
varidveis aleatérias

Assim, o estimador € uma varidvel aleatéria que pode assumir
diferentes valores

Estimativa € um valor particular que o estimador assume

Profa. Clause Piana 5

Exemplo:

Uma populagdo € constituida por quatro valores (N = 4):

X=x 1 2 3 4 u=25
P(X=x) | 02 | 03 | 03 | 0,2 c2=1,05

Desta populagdo, retiramos uma amostra aleatéria de
tamanho dois (n=2) — [X;, X,]

Quantas e quais sdo as amostras de tamanho dois que
podemos extrair desta populagdo de famanho quatro?

k = Nn = 42 = 16 possiveis amostras

Profa. Clause Piana 6
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Populagao (X)

l

Amostra
aleatoria
(n=2)
[X;, X;]

T

Variavel
aleatéria

Profa. Clause Piana

u

2 | Parametros
(constantes)

k = N" = 42 = 16 possiveis amostras

Parametro u=25 ?=1,05
Estimador X = in S2- Z(Xi - Xy?
n n-1
Amostra 1: (1, 1) i1:1—;1:1 sf:w:o
Amostra2: (1,2) | %, =1H2-15 |2 (1=15° 12157 ¢
2 2-1

Amostra 3: (1, 3) Xy =2 s2=2

Amostra 4: (1, 4) X, =2,5 s2=4,5

Amostra 5: (2, 1) X5 =1,5 s2=0,5

Amostra 6: (2, 2) Xg =2 sé -0

Amostra 7: (2, 3) X;=2,5 s2=0,5
Estimativas Amostra 8: (2, 4) Xg = s2=2

Amostra 9: (3, 1) Xg = s2=2

Amostra 10: (3, 2) X10=2,5 5120 =0,5

Amostra 11: (3, 3) Xq4q = s2,=0

Amostra 12: (3, 4) X2 =3,5 §2,=0,5

Amostra 13: (4, 1) X3 =2,5 s2,=4,5

Amostra 14: (4, 2) X4 =3 §2,=2

Amostra 15: (4, 3) X5 =3,5 s%=0,5

Amostra 16: (4, 4) X5 =4 s%,=0
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Pardmetro:

Estimador:

Estimativa:
amostra

constante populacional desconhecida

i (média populacional)
expressdo matemdtica da medida amostral

x = 2%

= (média amostral)
n

valor humérico que o estimador assume na

— 1+1
X, :% =1 (média amostral calculada)

Populagdo (X)

u
2 | Pardmetros

(constantes)
c

Amostra aleatéria: [X;, X;, ..., X,] « Varidvel aleatéria

b

Estimadores —»

X, 7 § $
X 2
Estimativas | 2 S2

- 2
Xy Sk

Profa. Clause Piana

@ « Varidveis aleatérias

Estimativas

10
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Populagdo (X)

— Pardmetros

X~ N (u, 0%

Amostra aleatéria
Xy, X5, . X,

b

Estimadores » X §2

L 52 ~ 22 (v)

X ~ N (u, 62/n)

Todos os estimadores sdo varidveis aleatorias e t€m uma
distribuicdo de probabilidade.

Podem existir vdrios estimadores para um mesmo parametro.

Exemplos:

x_2X

n
3 - 2XP estimadores de
P pi
X1
S? = Z(Xi — X)2
n-1 B estimadores de 62
& O XY
n

0 melhor estimador de um pardmetro serd o que apresenta
melhores propriedades estatisticas.
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Algumas ideias bdsicas para compreender as propriedades
estatisticas dos estimadores

— Acurdcia
— Precisdo

— Viés

Profa. Clause Piana 13

Exemplo: Desejamos comprar um rifle e, apés algumas
selegdes, restaram quatro alternativas, que chamaremos de
rifles A, B, C e D. Foi feito um teste com cada rifle que
consistiu em fixd-lo num cavalete, mirar o centro de um
alvo e disparar 15 tiros. Os resultados estdo ilustrados na
figura abaixo.

(A)

(B)

© (©)

+

LA
N F
+
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(B)

(D)
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1° critério: em média acertar o alvo:

2° critério: ndo ser muito dispersivo:

(A)

(@&

Acurdcia: mede a proximidade de cada observagdo do valor que se

deseja atingir

Precisdo: mede a proximidade de cada observagdo da média de

todas as observagdes

Viés: diferenga entre a média das observagdes e o valor que se

deseja atingir

(B)

(D)

Y
+++©

N+
r
+
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(A) (B)

(©) (D)

+
LS

+Fat
+++
+

Arma A: ndo viesada, pouco acurada e tem baixa precisdo
Arma B: viesada, pouco acurada e tem baixa precisdo
Arma C: ndo viesada, muito acurada e tem alta precisdo
Arma D: viesada, pouco acurada e tem alta precisdo

Propriedades dos estimadores

1. Imparcialidade ou ndo tendenciosidade
2. Eficiéncia ou variancia minima

3. Consisténcia

Profa. Clause Piana

18
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1. Imparcialidade ou ndo tendenciosidade

Um estimador O é um estimador imparcial do parémetro 0

se o valor esperado de 0 for igual a 0.

E0)=0

X é um estimador imparcial de p, pois E(X) = n
>_<p é um estimador imparcial de p, pois E(X,) = u
X1 é um estimador imparcial de y, pois E(X,) =

52 é um estimador imparcial de o2, pois E(S?) = 62
n-1

S% ndo é um estimador imparcial o2, pois E(S?) = 1= 52

Verificagdo da propriedade de imparcialidade da variancia

Distribuigdo de probabilidade da populagdo
X =x | 40 45 50 | » E(X)=pn=465

P(X=x) | 0.2 0,3 05 | V(X)=0°=15,25

n=2-[X;, X;]

Amostra | [Xi1, X2] P [X1, X2] X X, s? Si
1 (40,40) |02x0,2=0,04| 40 80 0 0
2 (40,45) |0,2x0,3=0,06| 42,5 85 12,5 6,25
3 (40,50) |0,2x0,5=0,10| 45 90 50 25
4 (45,40) |0,3x0,2=0,06| 425 85 12,5 6,25
5 (45,45) [0,3x0,3=0,09 45 90 0 0
6 (45,50) |0,3x0,5=0,15| 47,5 95 12,5 6,25
7 (50,40) |0,5%x0,2=0,10| 45 90 50 25
8 (50,45) |0,5%x0,3=0,15| 47,5 95 12,5 6,25
9 (50,50) [0,5x05=0,25 50 100 0 0

21/11/2015
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Distribuicdo amostral de S? das amostras de tamanho 2

s?=s®> | 0 125 50]=
P(S?=s?) |038 042 021

E(S?)=n,, =Y s°p(s?) =0x0,38+12,5x0,42+50x0,2 15,25
E(S%)=0=15,25

Distribui¢do amostral de S? das amostras de tamanho 2

s?=s2 | o 625 25]|=
P(s?=s?) 038 042 021

E(S) =1, =2 57p(s?) =0x0,38+6,25x0,42+25x0,2=7,625
E(S?) =" o

Imparcialidade T\ Populag&o (X)

_ / Estimador imparcial (X)
EX)=p ou hdo tendencioso
ou ndo viesado

n

fidn Estimadores _
Estimador [l tendenciosos e i

. ! | \ i { \ .
tendencioso ™/ /A \ ou viesados / Ml tendencioso

subestimando | /| E(d / N imand
~ o \ #+ / \ | superestimando
o pardmetro [ /| \ (M) H / [ \|  opardmetro

Estimador

B<w [/ pepuagaocy /| E@>u

1 \ \ / J \\
74 \ \ 4 / \\
/ i N\ / ! \
/] \ / / L

E@) p o o E®

R R
Viés Viés

21/11/2015

11



2. Eficiéncia ou varidancia minima

Se dois ou mais estimadores de um mesmo pardmetro sdo
imparciais, € mais eficiente aquele que possui a menor
varidncia.

Dois estimadores imparciais de [

Distribuigdo _ Distribuigdo _
do estimador L, do estimador L,

/ / Populagdo n /

ﬁ-1 tem menor / ‘
varidncia, portanto, /1
é mais eflcaen're

E(f) =n E(fi) =u

Exemplo:

Dentre todos os estimadores imparciais de p (X , X eX,)
a média simples ( X) é o mais eficiente porque tem a menor
variancia.

Demonstragdo:

Consideremos uma amostra aleatéria de tamanho trés
(n=3) > [X, X, X3]

= X, - X +X,+X, _1
Média simples: X:Z L— X=1 2 53 3(X +X, +X,)
n

3

DR —x, o 1X2X X,

zpi 4

Média ponderada: X

i(x +2X, +X,)

21/11/2015
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Comparagdo das varidncias

Média simples Média ponderada

XZ%(X1+X2+X3) Yp:%(Xl+2X2+X3)
V(X)= VE (X, +X, +X3)} V(X )= VB (X, +2X, +X3)}
V(X)= S [VX, + X, + X VIR, )= VK + VX, + VX))
VIR)=S VO VO V)] VIR, )= IV )+ 4V, )+ VX, )
V(Y)zé(czﬂszﬂsz) V(ip)=%(02+402+02)

. Mais eficiente | o

V(X)= 3% =0336° | (X, )= 16 0,38¢"

V®= 0,330> < V(X, )= 0380 < V(X,) = 0*

Eficiéncia ou varidncia minima

Estimadores imparciais de

Estimador Médias das amostras
mais eficiente sSe concentram num
intervalo menor
\< \ Populagdo / \‘\.\ Populagdio /\\ Populacéo
i \/ /!J \\.\ f/ ] \ Estimad
/] oLel A\ Estimador /) io) Estimador / o % Estimador
7 1\ imparcial &7 I I | " imparcial ~ / : \  imparcial
/ | A /o i A\ / \
/ { i \ 7/ H ) / : A
// \ \ / 4 f“: .‘l\ \ /
//f _. \\ /// 3 / § { \\ P v, : \
- S [ .\\\_ o ‘ \\.
EX)=n E(X,)=n E(X)=n
_ » _
V(X)=0,330" < V(X,)=0,385° < V(X ) =¢"
Profa. Clause Piana 26

21/11/2015
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3. Consisténcia

Um estimador ¢ consistente se a medida que o tamanho da
amostra aumenta o valor do estimador se aproxima do
pardmetro.

é n—>N S0

7

Exemplo:

SZ é um estimador consistente de o2

Com base nessa propriedade, podemos concluir que:

— Se a amostra for pequena, devemos utilizar s? para
estimar c2

- Se a amostra for grande, podemos utilizar S? ou S?
para estimar c?

Melhores estimadores

_ 3\
Melhor estimador | X = _Z X
n
T .
imparcial e )_(p _ > Xp,  estimadoresde p
mais eficiente >p,
X1 y,
—
2 X —X)?
Melhor estimador +|S° = %
1 T\ > estimadores de 62
wpared | g L 26X
" n
y,
Profa. Clause Piana -

21/11/2015
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Significado pratico das propriedades dos estimadores

Objetivo da pesquisa: conhecer o diametro
médio das flores de uma nova espécie de hibisco

Varidvel em estudo: didmetro da flor (cm)

A varidvel X tem distribuigdo normal com média p e varidancia c?

Populagdo de diametros <« infinita

todos os possiveis
didmetros de todas as

Amostra 1
n=50 Q;) plantas desta espécie
l conhecer
estimar p

Para estimar p — média aritmética simples da amostra: X :Z;‘X

~ 2
X~Nu o ) Quantas amostras de famanho 50 € possivel
extrair desta populagdo infinita?

Temos uma populagdo infinita de amostras n=50

Cada amostra terd uma média diferente

Temos uma populagdo infinita de médias
de amostras n=50

amostras de tamanho 50?

\ Qual serd a distribui¢do da média das

oo A distribui¢do da média também sera
2

normal com:
(e}

X ~N (u, 52/50) E(X)=u V(X) = 5

21/11/2015
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X ~ N (un, 62/50)

Ao escolhermos a amostra para estimar p,
passamos a ter apenas uma de todas as

possiveis amostras de famanho 50 e,
portanto, apenas uma das possiveis médias.

T T— Objetivo: garantir que esta
\. % — estimativa de p | estimativa esteja o mais

préximo possivel de p

Como a distribuigdo das médias € normal, € muito mais
provdvel que escolhamos uma amostra que tenha uma
média préxima de p do que distante dela.

A imparcialidade garante que média das médias seja igual
a média da populagdo ou que as médias das amostras
“flutuem” em volta da média da populagdo.

A propriedade de eficiéncia garante que as médias das
amostras se concentram num intervalo menor.

Processos de estimagdo

Existem duas maneiras de obter a estimativa de um pardmetro:
O Estimagdo por ponto

O Estimagdo por intervalo

Profa. Clause Piana 32

21/11/2015
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Processos de estimagdo

O Estimagdo por ponto (ou pontual)

E o processo através do qual obtemos um Unico ponto, ou
seja, um Unico valor para estimar o pardmetro.

Exemplo: Amostra (1, 3, 2)

- XX 1+3+2 —
X = = =@ <« estimativa pontual de
n 3
< \2 2 2 2
2 ox) _(1-2y+(3-2)+(@2-2) 4y
s- = =
n-1 3-1 T
estimativa pontual de c?
Parametro p=25 c?=1,05
_X)\2
Estimador X= 2% s? :M
n n—1
2 2
Amostra 1: (1, 1) x:%@ sfzwzo
2 2
Amostra2: (1,2) | %, :%:1,5 sgzwzo,s
Amostra 3: (1, 3) X3 =2 s2=2
Amostra 4: (1, 4) X, =25 s2=4,5
Amostra 5: (2, 1) Xs=1,5 s2=0,5
Amostra 6: (2, 2) X5 =2 s2=0
A tra 7: (2, 3 X; 2,5 2 _
Estimativas mostra 7: (2, 3) -7 {-) $:=05
pontuais Amostra 8: (2, 4) Xg =3 s;=2
Amostra 9: (3, 1) X9 =2 s2=2
Amostra 10: (3, 2) X10=2,5 s2,=0,5
Amostra 11: (3, 3) X1 =3 s2,=0
Amostra 12: (3, 4) X1 =3,5 5, =05
Amostra 13: (4, 1) X13=2,5 s2,=4,5
Amostra 14: (4, 2) X1 =3 §2,=2
Amostra 15: (4, 3) X5 =3,5 s} =05
Amostra 16: (4, 4) X6 %ﬁ) s%; =0

O problema da estimativa pontual é que ndo sabemos o
qudo proximo do pardmetro o seu valor estd.

21/11/2015
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X=x 1 2 3 4 u=25
P(X=x) | 02 | 03 | 03 | 0,2 52=1,05

Distribuicdo amostral da média das amostras de tamanho 2

X=x | 1 15 2 25 3 35 4 | =

PX-x) | 004 012 021 026 021 012 004 | 1

Se n é grande,

X ~N(u, o2/n) —

m

Conhecendo a distribui¢do amostral do estimador
podemos obter uma estimativa de melhor qualidade:
o intervalo de confianga.

o Estimagdo por intervalo

E um processo que permite obter os limites de um
intervalo onde, com uma determinada probabilidade (nivel
de confianga), podemos esperar encontrar o verdadeiro
valor do pardmetro.

dois valores

| |
Limite inferior [— (Li)< 6 <(s) Limite superior

H_/
Intervalo de confianga

As estimativas por intervalo sdo preferiveis porque indicam a
precisdo, estabelecendo limites que, com uma determinada
probabilidade, devem compreender o pardmetro.

21/11/2015
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Intervalos de confianga para a média

Como construir intervalos de confianga?
1. Intervalo de confianga para a média de uma populagdo (p)

Grandes amostras (n>30) ou varidncia
populacional conhecida

Duas situagoes <
Pequenas amostras (n<30) ou varidncia
populacional desconhecida

\

2. Intervalo de confianga para a diferenga entre médias de
duas populagdes (pq-p, )

Profa. Clause Piana 38

21/11/2015
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1.Intervalo de confianga para p

Situagdo 1. Quando o tamanho da amostra é grande (n>30)
Pardmetro — p (média da populagdo X)
Qual é o melhor estimador de p?

Estimador — X (média aritmética simples da amostra)

De acordo com o TCL:

Se n é grande,

X ~ N(u, 62/n)

Padronizar a varidvel X — transformar X em Z

X~N (u, o)
7 -2"H Transformar uma varidvel X em Z
c
Z~N(0,1)
Transformar a varidvel X em Z
_ 2
X~N(, ) _
X — 11 _
l 7z -2"Hx conde: pg =E(X)=p
Z~N(0,1) Ox
s [ 95
g S
entao: 7 = . N (0,1)
n
Profa. Clause Piana \/— 40

21/11/2015
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Construgdo do intervalo de confianga para p a partir de Z

~ N (0,1) Curva normal padrdo

Comegamos a construir um intervalo de confianga para p,
a partir da curva normal padrdo, estabelecendo dois
limites simétricos para os valores da variavel Z.

Esses valores delimitam uma drea o/2.

Profa. Clause Piana 41

Construgdo do intervalo de confianga para p a partir de Z

Nivel de
confianga

“Zy2 u= Zy2

-2,,,+ valor de Z que delimita a drea a/2 a esquerda
z,,,: valor de Z que delimita a drea 0/2 a direita
a: probabilidade de Z ndo assumir um valor entre -z ,, e z,,
1-a: probabilidade de Z assumir um valor entre -z_,, € Z,/,

P(-z,,<Z< zq,z) <— nivel de confianga

21/11/2015
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X —

P(-z,,<Z<z,,)=1-a , onde: Z= =
X - \n
P(-z,. <%<za/2):1_a

n

P(- za/z\/_<X u<za,2\/_) l1-a

P(-X - Za/Z\/_< —u<-X+z,, \/_) 1-a
P (X2, K 2, FIX(D) -1
P(>7+za,2\/_>p>x za/z\/_) l-a

P(X - za,z\/_<u<X+za,2\/_) 1-a

Intervalo de confianga para p

Nivel de

_ o = (0}
P(X -2, N X+ 20 ﬁ) :« confianca
| L J

f 1
Limite inferior l Limite superior

A probabilidade de que
% |os limites contenham

Jn (ou cubram) o verdadeiro
onde: valor de p é 1-a.

IC (i 1-o): )_(izm/2

Os limites sdo aleatdrios.

: € 0 estimador de p
z,,, : € o valor da varidvel Z que delimita a drea o/2

n: é o tamanho da amostra;
c : € desvio padrdo da populagdo (parametro)

21/11/2015
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= Como as populagdes com as quais trabalhamos em geral
sdo muito grandes, ndo conhecemos o pardametro o.

= Por isso usamos uma estimativa desse pardmetro que é
o s (desvio padrdo da amostra).

Em muitas situagdes, quando a amostra é grande, a estimativa
¢ considerada suficientemente préxima do parametro, com
base na propriedade de consisténcia dos estimadores.

Duas pressuposigdes para a utilizagdo desta metodologia:
1. A varidvel em estudo tem distribui¢cdo normal, X ~ N(u,c2)

2. O tamanho da amostra é suficientemente grande para
obtengdo de uma estimativa aproximada da variagdo
populacional (¢) - n> 30

Exercicio proposto:

Um engenheiro de desenvolvimento de um fabricante de pneus estd
investigando a vida do pneu em relagdo a um novo componente de
borracha. Ele fabricou 40 pneus e testou-os até o fim da vida em um
teste na estrada. A média e o desvio padrdo da amostra sdo 61.492 e
6.085 km, respectivamente. O engenheiro acredita que a vida média
desse novo pneu supera 60.000 km.

Obtenha o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a vida média do
pneu e conclua a respeito da suposi¢do do engenheiro.

Resolugdo:
Varidvel em estudo: X = vida (durabilidade) do pneu (km rodados)

Pressuposigdes:
1. A varidvel em estudo tem distribui¢do normal.
2. A amostra é grande (n>30).

IC(M;I—a):Yiza,Z%
n

21/11/2015
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Estimativas:
X = 61492 km
s = 6.085 km
n = 40 pneus

Construgdo do intervalo:

a/2 =0,025
Area entre O e z,,=0,475
Zy/2= Zg75 = 1,96

quantil

IC(M;1—a):>?iza,2%
n

IC (u 0,95): 61492 +1,96 x

6.085
720

IC (n: 0,95): 61.492 +1.886

Limite inferior: 61.492 — 1.886 = 59.606
Limite superior: 61.492 + 1.886 = 63.378

Conclusdo: O intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a verdadeira
durabilidade média do novo pneu é de 59.606 a 63.378 km. Como o valor
60.000 km estd coberto pelo intervalo, a durabilidade média do novo

pneu ndo supera este valor.

Significado de um IC para p, com nivel de confianga 1-a=0,99 e ¢? conhecida

IC( 1-a): X<z O
Zﬂlz \/ﬁ

Todos os intervalos

p X, — |
com mesmo nivel de : X3— |
confianga terdo a I A i——
. 5T _
mesma amplitude: hal Xs |
f X7 !
(e} ' —
2z, — % =
2 \/H I X9 I i ! X |
- M 10 1
X1 {
} 2127 — X13 |
} X14 {
I X100 |

Se 100 amostras de tamanho n sdo retiradas da populagdo, 99
dos intervalos construidos cobrirdo p e um deles ndo cobrira

21/11/2015
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Significado de um IC para p, /RN
com nivel de confianca 1-a=0,95 /] |\ 7 X~ N(w, %)
e o2 conhecida /| |

Populagdo
S/ ;
~ /
) Y,
Amostra 1 (n) PR
%7, RS
f 1 |
Amostra 2 (n) . ; : L
X, £2,, ﬁ 1 X2
Amostra 100 () H |
— o —_— "
Xi00 £ 2,12 Tn X100 —!

Todos os intervalos com mesmo nivel

de confianga terdo a mesma amplitude: 95% dos intervalos
c contem p

Situagdo 2. Quando o famanho da amostra é pequeno (n<30)

= Quando a amostra é pequena, ndo podemos supor que o desvio
padrdo da amostra (s) seja uma estimativa suficientemente
aproximada do pardmetro .

X—p

£°©

1 7\
desconhecido &

~N(0,1)

= Nesse caso, em vez de Z, utilizamos a varidvel T que ndo
tem distribuicdo normal, mas tem distribuicdo + de Student,
com pardmetro v.

X_
=S5E )

- — \ w n
\/H letra grega "ni

T
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Em 1908, o inglés William Gosset, descobriu
a distribuigdo t no intuito de resolver
problemas relativos a pequenas amostras.
Gosset trabalhava, na época, huma
cervejaria na Irlanda e estava ciente de que
seus empregadores ndo queriam que
funciondrios publicassem o que quer que
fosse, com receio de que segredos
industriais caissem no dominio publico e,
principalmente, nas mdos da concorréncia.
William Gosset Por isso, Gosset ao descobrir uma nova
(1857- 1936) distribuigdo de probabilidades publicou seus
trabalhos sob o pseuddnimo de Student.

Profa. Clause Piana 51

A distribuigdo t de Student

A distribuigdo t tem formato de campadnula, é simétrica em

torno da média (u=0), localizada no centro da distribuigdo, e
varia de -0 @ +o0,

Fungdo densidade de probabilidade
1 1

1v v+1
WB[IY] e

v (2 2)(1+tj ’
A%

f(t)=

7 - \\,

-00 0 +00

= Se assemelha a curva da distribui¢do normal padrdo, sendo
um pouco mais achatada no centro.
= Pardmetro — nimero de graus de liberdade: v=n-1

= Quando muda o tamanho da amostra (n), o formato da curva
da distribuigdo t se altera.
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A distribuigdo t de Student

Quando muda v, o formato da curva da distribuigdo t se altera.

f(t) 0.40
0.35}
0.30}
0.25}
0.20}
0.15}
0.10}
0.05}
0.00

Tzﬁt Zzﬁt *n distrituicdo normal padrdo
S c T B
T n distribuicdo t
n—-> N
S>o
T>Z

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

A distribuigdo t se aproxima da normal padrdo a medida que o n cresce

Tamanho da amostra se aproxima do tamanho da populagdo (n—>N)
N =
Estimador S se aproxima do pardmetro ¢ (S—c)

&

Estatistica T se aproxima da varidvel Z (T—Z)

Profa. Clause Piana 54
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T:&L Z:&L tn distritui¢do normal padrdo
S o T
n In distribuicdo t
n—> N
S->o
TZ

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

A distribuigdo t se aproxima da hormal padrdo @ medida que o n cresce

Na prdtica:

v = 30 —» distribuigdo t € aproximadamente igual a normal padrdo

v = 120 — distribui¢do t é exatamente igual a normal padrdo
(curvas se sobrepdem)

v = 30 - distribuigdo t € aproximadamente igual @ normal padrdo

0.4 0.40 0.40

0.35 035 0.35 A

030 030 ‘ 0.30 fa\

0.25 025 I\ 0.25

0.20 0.20 / 0.20

0.15] 0.15 f.“l I“““‘ 0.15 ."‘-\

0.10] 0.10 ,’ N .10 \

0.05] 0.05 0.05 =

S T o1 2 3 ¢ "™iSrro 1z 3 e "MEaSEoro 1oz 4
v=1 V= v=3

0.

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15,

0.10 /

0.05

o

T=4 -3 -2-10 1 2 3 4

v=5 v=10 v=30
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Construgdo do intervalo de confianga para p a partir de T

Nivel de
confianga

Lo u=0 to2

P(-t,,,<T<t, )=1-a

Sabendo que T= xs_“ e fazendo a substitui¢do, temos:
Jn
X —
P(-t, < <Tue)=1-a
Profa. Clause Piana ﬁ 57
X-p
P(-t1. < S <t,2)=1-a Os limites (aleatdrios) tém

T probabilidade 1-o de
n conter (ou cobrir) a média.

S o S
P(_Ta/2ﬁ<x_u<1.a/2ﬁ):1_a
P(—)_(—Ta,z%<—p<—)_(+‘l'a/2%)=1—a
P (Xt oK et JAD| 10

N S N S
PX+t, ,— X-t,—=)=1-
X+ a/2\/ﬁ>u> m/Z\/H) o

B S _ S Nivel de
PX-t,, In <p<X+t,, ﬁ) ] confianga
1 f

Limite inferior Limite superior
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N

Variavel T —» T=

onde:

X : é a média da amostra (estimador de 1)
S : é desvio padrdo da amostra
n: é o tamanho da amostra

v = n-1:¢é o nimero de graus de liberdade de S?

0-0
S(6)

Generalizagdo » T = ~1 (V)
onde:
0 € o pardmetro que estd sendo estimado
0 € o estimador do pardmetro )
s(é) ¢ o estimador do desvio (ou erro) padrdo de 0

Intervalo de confianga para p
IC (W 1-a): X £ 1, i

Jn

onde: t_,, € o valor da estatistica T que delimita a drea a/2

Este valor é encontrado na tabela da distribuicdo t de Student
(Tabela IT do Apéndice), a partir dos valores de v e de a.

Generalizando a expressdo, temos

IC(0:1-a) O 1, S(O)

Profa. Clause Piana 60
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Pressuposigdo

Para a utilizagdo desta metodologia a seguinte pressuposigdo
deve ser atendida:

A varidvel em estudo tem distribui¢do normal.
X ~ N (p,0?)

Devido a aproximagdo com a distribuigdo normal
padrdo quando n>30, a varidvel T, que tem
distribui¢do t de Student, poderd ser utilizada para
construir intervalos de confianga para a média,
também quando a amostra for grande.

Mas a distribuigdo normal padrdo sé pode ser
utilizada quando a amostra é grande.

Exercicio proposto:

Através da amostra de tamanho 15 que segue, procura-se estimar a verdadeira
poténcia média de aparelhos eletrénicos de alta sensibilidade medida em
microwatts: 26,7, 25,8, 24,0; 24,9; 26,4, 259; 24,4, 21,7. 24,1, 25,9; 27.3;
26,9; 27,3; 24,8 e 23,6. Construa o intervalo de confianga, ao nivel de 99%, para
a verdadeira poténcia média dos aparelhos.

Resolugdo:

Varidvel em estudo: X = poténcia de aparelhos eletrdnicos (microwatts)
Pressuposigéo: A varidvel em estudo tem distribui¢do normal.

Estimativas pontuais: Construgdo do intervalo:
o S
. _ IC(ul-a): X +t,,—
X =25,31 0=0,01 (wl-0) 2 n 1589
s=1589 v=15-1=14 IC (u: 0,99):25,31+2,763 x /15
n=15 TQ/2(14)= 2,763 IC (]J., 0,99) 25,31 + 1,13

Limite inferior: 25,31 -1,13 = 24,18
Limite superior: 25,31 + 1,13 = 26,44

Conclusdo: Os limites de confianga, ao nivel de 99%, para a verdadeira poténcia
média dos aparelhos eletrdnicos sto 24,42 e 26,19 microwatts.

Profa. Clause Piana 62
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2. Intervalo de confianga para a diferenga entre médias de
duas populagdes (p;-p,)

Para utilizar a estatistica T no estudo de uma varidvel X
em duas populagdes distintas, trés pressuposigdes devem
ser atendidas:

1.A varidvel em estudo tem distribui¢cdo normal:
X ~ N (p,0?)

A . ~ ~_ . . 2 2
2.As varidncias das populagdes sdo iguais (0, = 0; = G?)

3.As amostras retiradas das populagdes sdo independentes

Profa. Clause Piana 63

Pressuposigoes

Populagdo 1 Populagdo 2

| |
I T

Amostra 1 [Xi1, Xiz, s Xqp1 ] [X21. X22, --.s Xon2 1 Amostra 2

/N 7\
% S % S

Profa. Clause Piana 64
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Atendidas as pressuposigdes, desejamos comparar as médias
das populagdes, estimando por intervalo, o pardmetro 0.
Utilizamos, entdo, a varidvel T
6-6
T=—x ~ t

onde:

0=p, —u, —Parémetro estimado

0=X,-X, ~—|Estimador do pardmetro

S(é) = S(X1 —Xz) < Estimador do erro padrdo do §

v=(n,~1)+(n, -1)
1

Grau de liberdade combinado

Como obter a estimativa do erro padrdo de §?
0= Xl _iz Var'iancil da (r;\zédia
vVX) =~
n
Estimador da

= \/SZ(X1)+ SZ(XZ) \v?riancia da mzédia
B s2(X)=>-

n

Varidncia combinada
Q? S das amostras

_ Slz(nl —1)+S§(n2 _1)

R P W )

Profa. Clause Piana 66
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Estimador do erro
padrdo do 6

S* = (0, 1)+, 1) ~— Varidncia combinada
1 2

V= (nl —1)+(n2 —1) <—| Grau de liberdade combinado

IC (;,L1 — W, l—oc):i1 _iz 1,

Profa. Clause Piana 67

Exercicio proposto:

Um pesquisador da drea de computagdo estd investigando a utilidade
de duas diferentes linguagens de programagdo (A e B) na melhoria
das tarefas computacionais.

Trinta programadores experientes, familiarizados com ambas as
linguagens, foram divididos aletoriamente em dois grupos. Cada grupo
codificou uma fungdo padrdo em uma das linguagens e os tempos de
codificagdo da fungdo (em minutos) foram registrados.

As medidas de cada grupo sdo apresentadas no quadro abaixo.

n Média Varidncia
Linguagem A 15 175 2,31
Linguagem B 15 20,5 3,02

Utilizando um intervalo de confianga, ao nivel de 95%, verifique se, em média,
o tempo de codificagdo da fungdo padrdo difere entre as linguagens.

Resolugdo:
Varidvel em estudo: X = tempo de codificagéio da fungdo padrdo (minutos)
Pressuposigdes: 1. A varidvel em estudo tem distribuigdo normal.

2. As varidncias das populagdes sdo iguais (o} =03 =c7).

3. As amostras retiradas das populacdes sdo independentes.
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Estimativas pontuais:

Linguagem A  Linguagem B =005

X=175 X,= 20,5 v=(15-1)+(15-1)=28
sf=231 s2=3,02 Yuroesy = 2,048

n =15 n; =15 g 2314302,

2
Construgdo do intervalo:

IC(uy —ppil—0): X —Xp 1, [1+1J52

1 1
11:095):205-17 52048 [ -+ 267
IC(n —1,:095):205-17,5+2,048 (15+15J 6

IC(u; —1,:0,95):3£122

Limite inferior: 3 -1,22 = 1,78 min

' ' IC(uy —p,:0,95):[1,78; 4,22
Limite superior: 3 + 1,22 = 4,22 min (11 —12:0.95): ]
Conclusdo: Concluimos com 95% de confianga que a verdadeira diferenga entre
tempos médios de programagdo das duas linguagens é coberta pelos limites 1,78
e 4,22 minutos. Como o valor zero ndo estd compreendido no intervalo,
concluimos que as médias diferem significativamente entre si.

Intervalo de confianga

IC(0:1-a) 0+ ty2 S(6)

- Para uma média

IC (M 1-a): X +t,, S

n

- Para a diferenga entre duas médias

IC (n, —u,: l-o): )_(1 _)_(2 + 1,

Profa. Clause Piana 70
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Intervalos de confianga - Exemplos resolvidos

Intervalo de confianga para p (grandes amostras)

Exemplo resolvido:

Um engenheiro de desenvolvimento de um fabricante de pneus estd
investigando a vida do pneu em relagdo a um novo componente de
borracha. Ele fabricou 40 pneus e testou-os até o fim da vida em um
teste na estrada. A média e o desvio padrdo da amostra sdo 61.492 e
6.085 km, respectivamente. O engenheiro acredita que a vida média
desse novo pneu estd em excesso em relagdo a 60.000 km. Obtenha o
intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a vida média do pneu e
conclua a respeito da suposi¢do do engenheiro.

Resolugdo:
Varidvel em estudo: X = durabilidade do pneu (km rodados)

Pressuposigdes:
1. A varidvel em estudo tem distribui¢do normal.
2. A amostra é grande (n>30).

Profa. Clause Piana 72
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Estimativas:
X = 61.492 km a/2 =0,025
s = 6.085 km Area entre O e z,/, = 0,475
n = 40 pneus Z,,= Zg75 =196
Construgdo do intervalo: quantil

IC(l-a): X +z,,~

“2 In
6.085
740

IC (1: 0,95): 61.492 +1,96 x

IC (n; 0,95): 61.492 + 1.886
Limite inferior: 61.492 — 1.886 = 59.606
Limite superior: 61.492 + 1.886 = 63.378

Conclusdo: O intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a verdadeira
durabilidade média do novo pneu é de 59.606 a 63.378 km. Como o valor
60.000 km estd coberto pelo intervalo, a durabilidade média do novo
pneu ndo supera este valor.

Intervalo de confianga para p (pequenas amostras)
Exemplo resolvido:

Através da amostra de tamanho 15 que segue, procura-se estimar a verdadeira
poténcia média de aparelhos eletrénicos de alta sensibilidade medida em

microwatts: 26,7, 25,8, 24,0; 24,9; 26,4, 259; 24,4, 21,7. 24,1, 25,9; 27.3;

26,9; 27,3; 24,8 e 23,6. Construa o intervalo de confianga, ao nivel de 99%, para
a verdadeira poténcia média dos aparelhos.

Resolugdo:
Varidvel em estudo: X = poténcia de aparelhos eletrdnicos (microwatts)
Pressuposicdo: A varidvel em estudo tem distribuigdo normal.

Estimativas pontuais: Construgdo do intervalo:
N3 S
. _ IC(ul-a): X +t,,—~
x =25,31 a=0,01 (b= In 1589
s=1,589 v=15-1=14 IC (w: 0,99):25,31+2,997 x [15
n=15 tor2 = 2,977 IC (u; 0,99):25,31+1,22

Limite inferior: 25,31 -1,21 = 24,1
Limite superior: 25,31 + 1,21 = 26,52

Conclusdo: Os limites de confianga, ao nivel de 99%, para a verdadeira poténcia
média dos aparelhos eletrdnicos sto 24,1 e 26,52 microwatts.
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Intervalo de confianga para a diferenga entre médias (i - )

Exemplo resolvido:

Na fabricagdo de semicondutores o ataque quimico por via Umida é
freqiientemente usado para remover silicone da parte posterior das pastilhas
antes da metalizagdo. A taxa de ataque é uma caracteristica importante nesse
processo e ¢ sabido que ela segue uma distribuigdo normal. Duas solug8es
diferentes para ataque quimico sdo comparadas, usando duas amostras
aleatérias de pastilhas. As taxas observadas de ataque (10-3 polegadas/min)
sdo dadas a seguir:

Solugdo1 | 99 | 94 (93 | 96 (102|106 (10,3 (100|103 | 101
Solugdo 2 10,2 | 106 (10,7 104 |105|100 (10,7 104|103 | -

Os dados justificam a afirmagdo de que a taxa média de ataque seja a
mesma para ambas as solugdes? Considere que ambas as populagdes té&m
varidncias iguais, construa o intervalo de confianga, ao nivel de 95%, para a
diferenca entre as médias e conclua.
Resolugdo:
Varidvel em estudo: X = taxa de ataque quimico por via (mida (10-3 polegadas/min)
Pressuposigdes: 1. A varidvel em estudo tem distribuigdo normal.

2. As varidncias das populagdes sdo iguais (o] =03 =07).

3. As amostras retiradas das populagdes sdo independentes.

Estimativas:

Solugdo 1 Solugdo 2 =005

X1z 9,97 X,= 10,42 v=(10-1)+(9-1)=17
s?=0178  2=0,054 t,,,=2,11

n= 10 n,=9 2 _ 0,178x(10-1)+0,054x(9-1)

S

=0,11
10-1)+©@-1) 0.1156

Construgdo do intervalo:
IC(n —poil-0): X — X, £ 1, [1+1J52

TC(, —11,:0,95): (9,97 ~10,42) + 2,11 (%+éjx0,ll96
IC(u,—1,:0,95): -0,45+0,335

Limite inferior: -0,45 - 0,335 = -0,785
Limite superior: -0,45 + 0,335 = -0,115

Conclusdo: A confianga de que a verdadeira diferenga entre as taxas médias de
ataque quimico das duas solugdes seja coberta pelo intervalo de -0,785 a
-0,115x10-3 polegadas/min é de 95%. Como o valor zero ndo estd compreendido no
intervalo, concluimos que as médias diferem significativamente entre si.
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