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Introducao

Definicao e exemplos

Definicao 1 Seja f: Q: R™ — R” uma funcao, com a € R™ um ponto de acumulagao do
conjunto 2. Dizemos que ¢ € R™ é o limite de f(x) quando = tende para a, e escrevemos
lim f(z) = ¢, se, e somente se,

T—a

Ve > 0,30 > 0 tal que, Vo € Bs(a) \ {a} = f(x) € B.(0).

Naturalmente, estas bolas dependerao das métricas que serao usadas em R™ e R". Veja-
mos alguns exemplos.

Exemplo 01. Considere uma funcao f : Q C R? — R? dada por

f(z1,20) = (fi(z1,22), fol1, 22), f3(21, 22)),

sendo R? equipado com a métrica da soma d; e R? equipado com a métrica euclidiana ds.

Nestas condigoes, sendo a = (ay,az) € R? um ponto de acumulagao de Q, z = (21, 22) € Q
e { = (1,05, 03) € R3 entdo lim f(z) = { se, e s6 se,
Tr—a

Ve > 0,30 >0 tal que ,Vx € Q: 0 < di(z,a) <§ = dao(f(z),0) < ¢,
ou seja, se, e somente se,
Ve > 0,30 > 0 tal que ,Vo = (z1,x2) € 0,

tal que
0< |:p1—a1|+|x2—a2| <5,

implica em

VIl xa) — G + [fa(wr, 22) — G2 + [fs(21, 22) — ]2 <e.
Exemplo 02. Considere uma funcao escalar
f:QCcR*=R
(z,y) = f(z,y).
Entao, sendo (a,b) ponto de acumulagao de €2, teremos

lim )f(a:,y) =L eR,

(@y)—(ab
se, e somente se, Ve > 0,30 > 0 tal que,

V(z,y) € Q: (2,9) € Bs((a,b)) \ {(a,b)} = f(z,y) € B(L).
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Em particular, usando (R? d,) e (R, |.|), teremos

lim )f(:c,y) =LeR

(z,y)—(a,b

se, e somente se, Ve > 0,30 > 0 tal que,

V(z,y) €Q: 0</(z —a)?2+ (y —b)?2 <0 = |f(z,y) — L| <e.

Bs((a, ) \ {(a, )}

Exemplo 03. Seja f:Q C R — R? uma funcao vetorial, dada por

f(t) = (f1(t), f2(1)).

Considerando os espagos métricos (R, |.|) e (R?,dy), sendo a € R um ponto de acumulacao
para {2, entao teremos
lim f(t) =/ = (41,42) € R?

t—a

se, e somente se,
Ve>0,30>0:VteQ : :0<|t—a|l<d=do(f(t)—¥) <e;

ou seja,

V() = 0)2 + (fot) — €5)2 < &, sempre que 0 < |t —a| <.

Obs. Neste livro vamos padronizar que sempre que nao estiver indicada a métrica em R™, a
métrica a ser usada serd a euclidiana. No caso em R, a métrica serd a induzida pelo médulo:

d(z,y) = |x —yl.
No que segue, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 01. Prove que lim 2z + 3y = —4.
(z,y)—(1,-2)

Solugao. Dado € > 0, precisamos encontrar § > 0 tal que, V(z,y) € R? tal que
0< d((.’L’,y), (17 _2)) < 57
implique em |f(z,y) — (—4)| < e.

Ou seja, para o € > 0 dado, precisamos determinar § = 6(g) > 0 tal que, V(x,y) € R? tal
que

0<(@—12+Wy+22<6=|f(z,y)+4] <e (1)
Avaliando |f(z,y) + 4], teremos
\f(x,y)+4] =120 +3y+4| =122 —2+2+ 3y +4|=2(xr - 1) +3(y +2)| <
< 2lx— 1] +3Jy + 2.
Note que



o z—1=/(z—12<(z— 12+ (y+2)% <4,

o ly+2/=y+22 <y +2)2+(z -1 <4
Disso, segue que
|f(z,y) +4] < 2|z — 1|+ 3|y + 2| <20 + 36 = 56,

e entao denotando 50 = €, segue que 0 = £, o que prova o limite dado, pois acabamos de

encontrar um ¢ > 0 dependente de &, como precisavamos.
) 1

Exemplo 02. Prove que 111r11 (275 +1, ?) =(3,1).
—

Solugao. Note que D(f) =R\ {0}.

Dado ¢ > 0, precisamos achar § > 0, com a exigéncia de que 0 < § < 1 (devido ao
dominio de f), tal que, Vt € R\ {0}, tal que 0 < |t —1] < §, implique em dy(f(t);(3,1)) < ¢

Vamos avaliar da(f(t); (3,1)).

do(f(1);(3,1)) = \/(2t+1—3)2+ (%_1) — \/2(t—1)2+ (t—1)2 _

:\/(t—1)2 [QJF%?]Z

Agora, note que como devemos ter 0 < |t — 1| < J, entdo —0 <t —1< 4, t # 1, e com isso
t—1> —4, donde segue que t > 1— 46 > 0.

Disso, t* > (1 — ¢)?, e tomando os inversos, 1z < (1—#5)27 e disso, podemos efetuar a

estimativa
da(f(t);(3,1)) = \/(t —1)2 [2 - tlg] <J{t—-172- m _
) 5\/r O - R mE Y,

e como 0 < 1, segue que 2+ 6 < 3 e 20 < 2, donde segue que

5
da(f(1): (3.1)) 34202 +0) <—m—%
_OVI6 4
1-0 1-0
Assim, chamando % = ¢, isolando o ¢ vamos encontrar ¢ = 3=, donde segue a prova do

limite.
Exemplo 03. Seja f: R® — R? dada por f(z,y,2) = (z + 2y,y2). Mostre que

lim flz,y,2) = (5,2),

(z,y,2)—(1,2,1)

usando as métricas d; para R? e R2.



Solugao. Dado € > 0. Precisamos achar § > 0 tal que, V(z,y,2) € R3 tal que 0 <
di((x,y, 2);(1,2,1)) < 6, implique em

di((x +2y,92);(5,2)) <e.
Vamos avaliar d; ((z + 2y, y2); (5,2)), observando que

A ideia consistird em escrever d; ((x +2y,yz); (5,2)) em termos de |z —1], [y —2| e |z —1].
Assim,

di((z+2y,92);(5,2) = |z +2y = 5[+ |yz — 2| = |z — 1+ 2y =4[+ |yz —y +y — 2| =

=lr—1+20y-2)|+lylz -+ —-2)| < |z =1 +2ly =2+ |yl [ = 1]+ [y — 2],
e como |y| = |y — 2+ 2| < |y — 2|+ 2, obtemos a estimativa

di((z +2y,y2):(5,2)) < |z =1 +2ly = 2|+ (jy = 2[ + 2)[z = 1 + |y — 2| =
=lr—1+3ly—2|+|ly—2| |z — 1] +2|z—1],
ou seja, obtemos a estimativa
di((z +2y,92);(5,2)) < Je = 1 +3ly = 2[ + |y = 2 - |2 = 1] + 2]z = 1]. (2)
Como devemos ter
0<di((z,y,2);(1,2,1))=|z— 1|+ |y —2|+ ]z — 1] <,

entdo, em particular tem-se que |z — 1| < 0, |y — 2| < d e |z — 1] < § (pois se a soma de
nimeros nao negativos é menor do que ¢, entdo cada aditivo deverd ser menor do que §).
Assim, (2) fica:

di((z+2y,92); (5,2)) = lv =1 +3ly = 2[ + [y = 2| - [z = 1[ + 2]z = 1] <

<O+35+85-5+25 =65+ 5%

Assim, escrevendo 63 + §% = ¢, completando um quadrado perfeito poderemos isolar o §
em termos do £ como segue:

FZ466+9-9=co(6+3)P2=c+925=vV9+ec—-3>0,
ou seja, dado € > 0, basta tomar
0=vV9+ec—-3>0.

Isto mostra que

lim x4+ 2y,yz) = (5,2),
g EH20y2) = (5,2)

como queriamos mostrar.



1 Propriedades dos limites
Proposicao 1 O limite de uma funcao f : A C R™ — R", se ewxistir, ¢ unico. Mais

precisamente, se f: A C R™ — R", a C R™ um ponto de acumulagdo do conjunto A, se
lim f(x) = ¢; e lim f(z) = {3, entao {1 = L.
Tr—a r—a

Demonstragao. Sejam lim f(z) = ¢; e lim f(x) = {5, com {1, {5 € R™. Vamos mostrar que
r—a T—a

{1 = {5. Por absurdo, suponha que ¢; # (5.
Tome e = d({y,5) > 0.

Como lim f(x) = ¢,, entdo 3; > 0 tal que,

T—a

Vo € By, (a) \ {a} = d(f(x),4) <

DO M

Do mesmo modo, como lim f(z) = ¢5, entao 30, > 0 tal que,
Tr—a

Vi € Bs,(a) \ {a} = d(f(2), ) < (4)

<
2
Tome § = min{dy, d2} > 0. Entao, Vo € Bs(a) \ {a}, valem (3) e (4). Assim, teremos
e = d(t1, () < (4, f(x) +d(F(2), o) < S +5 =,

ou seja, concluiriamos que € < e, um absurdo!. Portanto, ¢; = /5.

Teorema 1 (Teorema do Sanduiche) Sejam f,g,h: A C R™ — R fungées escalares, a € R™
um ponto de acumulagdo do conjunto A. Suponha que f(z) < g(z) < h(z), Vx € A, e que
lim f(z) = lim h(z) = L. Entdo, eziste lim g(x) = L.

T—a T—a Tr—a

Demonstracao. Sejam f,g,h: A C R™ — R nas hipéteses do teorema. Dado ¢ > 0.

Como lim f(x) = L, entdao 36 > 0 tal que, Vo € A tal que,

Vee A: x € Bs,(a)\{a} = |f(z)—L| <e. (5)

Ainda, como lim h(z) = L, entdo 39, > 0 tal que,

Vo € Bs,(a) \ {a} = |h(x) — L| <e. (6)

Tome § = min{d;,d2} > 0. Assim, Vo € A C R™ tal que = € Bs(a) \ {a}, valem (5) e
(6). Ou seja, valem

L—e<f(z)<L+e e L—-—e<h(z)<L+e.
Como por hipétese f(z) < g(x) < h(x), Vz, entdo

L—e< f(z)<g(z)<h(x)<L+e,

ou seja,
lg(x) — L| < e, sempre que = € Bs(a) \ {a},
isto é,
lim g(z) = L
Tr—a
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Exemplo. Assumindo valida a seguinte cadeia de desigualdades,

1

2.2
T arctan x
— 4 < 4 <

3 xy

arctan T
o que se pode dizer sobre  lim areanty o
(z,y)—(0,0) Ty

Solugao. Usaremos o Teorema do sanduiche do seguinte modo: denotando por f(z,y) =

x%y? arctan xy
1- T3 9(x,y) = ——

lim r,y)=1 e lim h(x,y) =1,
)f( v) (z,9)—(0,0) (@9)

(2,y)—(0,0

e como f(x,y) < g(z,y) < h(x,y), pelo Teorema do Sanduiche segue que

lim g(z,y) = 1.

(z,9)—(0,0)

e h(z,y) = 1, observamos que

No que segue apresentaremos as propriedades aritméticas dos limites para funcoes esca-

lares.

Proposicao 2 Sejam f,g : 2 C R™ — R fungoes, a € R™ um ponto de acumulagdo do

conjunto Q. Se lim f(x) = Ly e lim g(z) = Lo, entdo
T—a T—a
() lim f(2) + g(x) = Ly + La;
(i) lim f(x) - g(x) = Ly — Ls;

(iii) lim f(z) - g(z) = Ly - Lo;

Tr—a
L
(iv) liin % = L—l, desde que Ly # 0.
Tr—a 2

Demonstragao. Provaremos o item (i). Dado ¢ > 0.

Como lim f(z) = L; € R, entdao 30, > 0 tal que,

T—a

Vo € By (a) \ {a} = |f(z) — L] < =.

Como lim g(x) = Ly € R, entao 30, > 0 tal que,

T—ra

Vi € Bs,(a) \ {a} = |g(x) — Lo| < %

2

(8)

Tome § = min{dy,dp} > 0. Assim, Vx € Q tal que z € Bs(a) \ {a}, valem (7) e (8).

Assim, avaliando |f(x) 4+ g(x) — (L1 + Lo)|:

[f (@) +g(x) = (La + La)| = | f(x) = Ly + g(2) = Lo| <

< |f(w) = Li| + [g(z) — Lo| < %+

Ou seja, mostramos que

lim f(2) + g(x) = Ly + Ly

r—a

=£c.



Exercicios

.T2y2

<4 —4cosy/|ry| < 2|xy|, calcule

4 —4
lim cos \/\:cy|.

(2,y)—(0,0) |zy|

1. Sabendo que 2|zy| —

1
2. Calcule, se existir, lim xcos—, lembrando que |cosa| < 1, Va € R.
(z,9)—(0,0) Yy

sen xry

3. Mostre que  lim = 1. Repare que a funcao sé é definida para x # 0 e

(z,9)—(0,0,) sen T seny
y # 0.

1.1 Limites de fungoes vetoriais de uma variavel real

Seja f : [a,b] — R™ uma funcdo vetorial de uma varidvel real definida em [a,b] € R. O
exemplo 03 da Secao 3.1.1 j& apresentou a defini¢ao de limite no caso quando n = 2. Vejamos
novamente aqui, para o caso geral n. Se ty for um ponto de acumulagao de [a, b], entao, temos
que { = (01,03, ....0,) € R™ é o limite de f(t) quando t tende para ty, e escrevemos

lim f(t) = ¢,

t—to
se, e somente se, para todo ¢ > 0, 30 > 0, tal que, Vt € [a,b] tal que 0 < |t —to] < 0 =

— — —

da(f(t) =) < g, e, sendo f(t) = (fi(t), fa(t), ..., fn(l)), entao teremos que, para o £ > 0
dado, existe 6 > 0 tal que

VIAE) = O+ [fo(t) = G2 + 4 [falt) = G]? <,

sempre que 0 < [t —tg| < J.

Um fato interessante que observaremos a seguir consiste na propriedade de que, o calculo
do limite de uma fungao vetorial de uma variavel real resume-se ao célculo do limite de cada
funcao coordenada. Ou seja, temos o seguinte resultado:

Proposigio 3 Seja f: Q C R = R™, f(t) = (f1(t), f2(t), ..., fo(t)) uma fungdo vetorial e
a € R um ponto de acumulacdo do conjunto ). Entdo

—

lim () = (lim f1(0), lim fo(t), ..., lim £u(0))

ou seja, o limite de uma funcao vetorial resume-se ao cdlculo do limite de cada fungdo
coordenada.

Demonstracao. Seja Pm F)=0=(ty,05,....0,).

Dado € > 0. Como admitimos que vale o limite acima, segue que 36 > 0 tal que, Vt € Q
tal que

— —

O<|t—al<d=di(f(t) 1) <e,
i.e., (e estamos usando a métrica da soma d;, para simplificar os célculos)
[f1(t) = ba] + [ fo(t) = o] + oo+ | fu(t) = ba] <,

e entao, sendo tal soma de termos nao negativos menor do que ¢, entao cada um dos aditivos
também o serd, ou seja

1f1(8) = bl <& [falt) = o] <& ooy [fult) = 6] <,
sempre que 0 < |t —a| < 4.

Ou seja, para o € > 0 dado, existe § > 0 tal que, V¢ tal que 0 < |t — a| < §, implica em
7



o |fi(t) — 4] < ¢g; edisso %imfl(t) = /.
—a

o |fat) — {o| < ;e disso %ime(t) = {.
—a

o |fu(t) = Lu] < &5 e disso lim f, () = L.

Ou seja, sendo Pm £ (t) = 7, segue que
lim (1) = (= (61, 6,y 0) = (Y f1(0), Tim fo(0) . Tim fu(1))

donde segue o resultado.
Vejamos um exemplo de aplicacao desse resultado.

Exemplo. Calcule o limite

. t?—1 Vt+3—2 sen(t* — 1)
1m .
t—1 \ 12 42t — 3’ t—1 7 t—1

Solucgao. Basta calcular os limites separadamente, de cada funcao coordenada, conforme o
calculo de limite de funcao de uma variavel real:
t2—1 _ (t+1)(t—1) ’ t+1 1

e lim——— =lim =lim—— = —;
t=11242t—3 =1 (t—1)(t+3) t=1t4+3 2
Vit3—2 . VE+3-2 Vi+3+2

e . Vt+3+2
. t+3—4 . t—1 1
= lim = lim =
=1 (t—1)(Vt+3+2) t=1(t—1)(Vt+3+2) 4
2 2
o lim sen(t* — 1)  lim sen(* —1) (¢+1) _
t—1 t—1 t—1 t—1 (t+1)
, sen(t? — 1)

—

Portanto, concluimos que, para a f(t) dada,

’ < -1 Vt+3-2 sen(tQ—l)) 11
im
t—1

=(=.=.2).
24+ 2t —3’ t—1 7 t—1 <2’4’)

Exercicios

1. Calcule o limite de cada funcao vetorial a seguir:

-1 Lot —2 2.

(b) 1 2t —1 sen3t 2 —t
im
t 72t T Vt+1-—1

2. Seja g : R — R? fungao vetorial dada por g(t) = (t2,t%). Calcule

gt 1) ()
h—0 h




1.2 Limites por caminhos

No que segue, vamos procurar, para o caso de fungoes do R™ no R", uma forma de generalizar
e/ou adaptar o conceito que possa equivaler ao conceito de limites laterais que temos para
fungoes de uma variavel real.

Teorema 2 Sejam f: A C R™ — R™ uma funcao, a € A" (ou seja, a € R™ um ponto de
acumulagdo do conjunto A) e Q C A, coma € ' (ou seja, a também é ponto de acumulagdo
do conjunto Q). Se existir o limite lim f(z) = ¢ € R", entdo'

Tr—a

lim f(z) = ¢.
Tea

Uma ilustragao geométrica: Q2 C A, com a € A’ N Q. Vemos uma
sequéncia de pontos em A convergindo para a. Como a € €,
podemos ver que tem-se também uma sequéncia de pontos de

) convergindo para a, ou seja, um caminho.

Demonstragao. Seja lim f(x) = ¢. Entao, dado € > 0, segue que 39 > 0 tal que, Vz € A
r—a
tal que = € Bs(a) \ {a}, implica em f(z) € B.({).

Em particular, como Q@ C Aea € A NQ, entdo para x € QN (Bs(a) \ {a}), teremos
f(z) € B-(£), ou seja, concluimos que
lim f(z) = ¢.

r—a
reN

CorolA;rio 1 Sejam f: ACR™ — R", a € R™ um ponto de acumulacao do conjunto A,

e sejam os conjuntos Q, A C A, coma € QNN (i.e., a é também ponto de acumulagio dos
conjuntos 2 e A). Se

lim f(z) # lim f(x),

r—a r—a

zeQ zEA

entao

Alim f(x).

r—a

Obs.: O equivalente para este resultado na reta é:

lim f(z) # lim f(z) = Alim f(z).

r—a~

Demonstragao. Por absurdo, suponha que Jlim f(x) = ¢ € R".
Tr—a

1% salutar explicar a notag ao: lim f(x) = ¢ significa que vamos calcular o limite da f por pontos sobre
r—a

z€EN
o conjunto (2.



Entao, sendo 2, A C A, com a € Q) e a € A, segue do Teorema anterior que

lim f(z) =4 e lim f(z) =¢;
rT—ra r—a

uma contradi¢ao com a hipétese do Corolario. Absurdo!

Portanto, Alim f(z).
r—a

No que segue, apresentaremos alguns exemplos de aplicacao.

Exemplo 01. Verifique se existe o limite
2
lim vy .
(@y)=(0,0) T3 + y*

Existindo, determine-o.

Solugao. Considere caminhos diferentes (de fato, cada caminho serd um conjunto Q0 C

R2\ {(0,0)), sendo (0,0) € ).
e O={(z,y) e R*\ {(0,0)} : y=0}. Neste caso, temos:

p w07
()00 3+ y>  (@y)=00x3+ Yy  (@y) =00 23 + 03
(z,y)inQ y=0 y=0
= lim — =0.
(z,y)—(0,0) 23
y=0

o A={(z,y) e R*\ {(0,0)} : y = x}. Neste caso, temos:

. l’yQ . l’yQ . X - IL‘2
hm 3, .3 = hm 3, 3 = 1m 3 .3 =

@@%g? > +y @%%&®$‘+y @%ﬂ&®$‘+$
z,y)€ =T =z

.T}?’

. 1

= lim T

(z,)—(0,0) 223 2
y=x

Portanto, obtemos

1

lim z,y) =0# - = lim 1),

(z,y)—(0,0) J(@y) 7'£2 (z,y)—(0,0) J(@y)
(z,y)€EQ (z,y)EA

ou seja, a luz do Corolédrio acima concluimos que A lim  f(z,y).
(z,)—(0,0)

Exemplo 02. Verifique se existe o limite

3 2,,2
(z,y)—=(0,00 2= + Yy

Existindo, determine-o.

Solugao. Note que D(f) = R?\ {(0,0)}Tomemos os caminhos seguintes:
o O ={(z,y) e R\ {(0,0)} : = =0}. Neste caso, teremos

lim LQyQ — lim M -0
@y)—=00) 22+y?2  @y—-00224+0
(z,y)€ y=0

10



o Oy ={(z,y) e R?\ {(0,0)} : y = x}. Neste caso, teremos

, 3x%y? . 3t . 3z
lim ——— = lim ——— = lim — =

@y)—00)  22+y?  (@y-0022+ 2 (200 222
(2,y) €0 v== v==

o O3 ={(z,y) e R?\ {(0,0)} : y = z?}. Neste caso, teremos

) 3a2y? ) 325 ) 325
hm —_— = hm —_— = hm — T =
@y)—00) 2 +y?  (@y—00) 22+t (@y-00 (1 + 1?)

(z,y)€Q3 y=xz2 y=xz2

. 3zt

= lim =0.
(@y)—00) 14 22
y=x

Ou seja, observamos que, por trés caminhos diferentes obtemos sempre o mesmo limite,
o que sugere (mas nao garante de forma nenhuma!) que o limite possa existir. De fato,
mostraremos que existe através da seguinte afirmagao:

Afirmagao. lim z,y) = 0.
¢ (rvy)ﬂ(O,O)ﬂ 2

Dado & > 0. Precisamos achar § > 0 tal que, V(z,y) € R?\ {(0,0)}, tal que (z,y) €
B5((0,0))\ {(0,0)}, implique em f(z,) € B.(0), on seja, ¥(z,y) tal que

0<(x—=02+(y—02<d=|f(z,y) — 0] <e.

Note que
31’2y2 31’23/2
‘f(xay)_(”_ 2 2| T T2 2
e+ Yy r°+y
€ como
x? <x2+y2 e y2 <x2+y2,
segue que

R R G 3 (Gt )
o 72 +y2 — 72 +y2

=3(2*+y°) =3 (\/xQ + y2) < 36,

e entao denotando 362 = ¢, isolando o § vamos encontrar

|f(z,y) = 0]

3
5= ./=
37

o que prova que o limite existe e é zero, ou seja, a Afirmacgao que fora feita acima é de fato
verdadeira.

Exemplo 03. Verifique se existe o limite
: z? 4y
lim @——
(z.9)=(0,0) /22 + y?

existe, e em caso afirmativo, determine-o.

Solugao. O dominio de f é dado por D(f) = R?\ {(0,0)}. Vamos calcular o limite por
caminhos diferentes que passem pela origem (0,0), pois se resultar em limites diferentes
concluiremos que o limite nao existe, ao passo que se forem resultando sempre no mesmo

valor, isto sugere (e apenas sugere!) que o limite possa vir a existir. Vejamos:
11



e O ={(z,y) € R? : y =0}. Entao

’ foy) = i r? + y? ’ x?
1m xT,Y)= 1m —_— = 1m _— =
@’y%:y%%gi @)= 00 \/22 +y? @y 00 Va2
2 /2
= lim < - lim vV =0.

(@)=(00) /22 /2 B (@)~ (0.0)
y= y=

o Oy ={(z,y) e R*\ {(0,0)} : y==z}. Entao

. 2%+ y? . %+ y? . 2a
lim —— = lim = lim = =
(x,y%:y()oégl Tty (rvyzl:z(O,O) Vot +y (x’yz,jz(o’o) V2
r 222
im
202 (z,9)—(0,0) V2x
= lim = y=re=0 9 =0
(2.9)=(0,0) /2| 7| ’ 2
— im
w00 V2(~x)
y=x,r

Ou seja, por dois caminhos diferentes obtemos o mesmo limite, isto sugere que o limite
possa existir. De fato ele existe, ou seja, vale a seguinte afirmacao:

2,2
Afirmagao. lim Y _ 0.

(@.9)=(0,0) /22 + y?

Dado € > 0, precisamos encontrar 6 > 0 tal que, V(z,y) € R?\ {(0,0)} tal que 0 <
dy((x,y); (0,0)) < 0, implique em |f(z,y) — 0| < &, ou seja, devemos ter

|f(x,y) — 0| < e sempre que 0 < \/W< 5.
Avaliando |f(z,y) — 0|
Y a? +y? 2 +y? 22+ y?
7_0 — = —
Vo + VIR +y? 22y a4y
= Va2t <b=c¢

ou seja, basta tomar § = &, o que prova a Afirmacao.

[f(z,y) — 0] =

Exercicios
1. Em cada exercicio a seguir, mostre que nao existe lim  f(x,y).
. , (z,y)—(0,0) -
-y x Yy
a) f(v,y) = —=—= (b) f(z,y) = —— c) flx,y) = ——
(a) f(z,y) e (b) f(z,y) pE (©) f(z,y) pE—
2. Mostre que o limite
, ot + oy’ + 222?
lim

(2,y,2)—(0,0,0)  x* 4+ y* 4 24

nao existe.

3. Prove que o limite

. Ty +r2+yz
lim

(2,9,2)=(0,00) /22 + y2 + 22

12

existe.



4. Em cada exercicio a seguir, mostre que existe  lim : f(z,y).

(z,y)—(0,0
2y + zy? 2xy
(a) f('ray):W (b) f(%y):ﬁ
(©) flay) = L 12
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