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Calculo a varias variaveis
Diferenciabilidade no R™

Introducao

Recordando do Célculo a uma variavel real, sendo f: A C R — R, com a € A’, dizemos que
f é diferenciavel em a se existir L € R tal que, Vh € R tal que a + h € A, tivermos

fla+h) = f(a)+ L-h+r(h),
r(h)

onde lim ——= = 0.
h—0 h
Ou seja, no ponto a € A estamos aproximando a funcao f por uma fungao afim L-h+ f(a),

na variavel h.

A

f(a + h) : T(h)

f'(a)h
f(a) T
// fla)
/ a a + h >
Ou seja,
fla+h) = fla)+ f'(a) - h+r(h),
r(h)

onde W — 0 quando h — 0.

Entao, a diferencial de f em a, denotada por d, f, sera

dof = fl<a> < h.

Recordamos isso pois precisamos encontrar um conceito de diferenciabilidade para fungoes
f:R™ — R"” que seja equivalente ao conceito recordado acima.

Além disso, lembre que, para uma fun¢ao de uma variavel real, tinhamos o resultado de
que, se f: (a,b) = R for derivavel em xy € (a,b), entdao f € continua em xy. Serd que ese
resultado continuard valido no caso de varias varidveis? Por exemplo, considere f : R? — R
a funcao dada por

-4 se (z, 0,0
o) = { 77 (z.) #(0,0)
0, se (x,y)=(0,0)
Deixamos a encargo do leitor verificar que /EI( l)irrzo 0 f(z,y). Logo, segue que f nao é
x?y _> b
continua na origem. No entanto, observamos que as derivadas parciais na origem existem e

serao iguais. De fato,
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— =0
of o S0+ Az, 0) = £(0,0) . A2 402 _
¢ %(0’0) _Alzlrlgo Azx _Alzlrrgo Azx -
= ARy =0
0-Ay 0
Avy) — 2 2
e L0.0)= tim L00FA SO0y CHA?
Ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay
. 0
_AI;IEOA—y_O

Ou seja, temos que f nao é continua na origem, mas possui derivadas parciais na origem
e valem 0.

No entanto, embora o que foi feito acima pareca paradoxal, estamos relacionando conti-
nuidade com derivacao parcial, e nao continuidade com diferenciacao, motivo no qual preci-
samos definir/estender esse conceito para mais varidveis.

Veremos que a ideia da diferenciabilidade em um ponto a € R™ consistira em obter uma
fungao afim A(x) = L(x) + b, onde L : R™ — R" serd uma transformacao linear.

1 Diferenciabilidade

Seja f : R™ — R™ uma funcao e a € R™. A ideia da diferenciabilidade no R™ sera analoga
a idéia na reta lembrada na secao anterior, ou seja, vamos aproximar a funcao f, numa
vizinhanca do ponto a € R™, por uma funcao afim A : R™ — R",

A(z) = L(z) + b,

onde L : R™ — R" é uma transformacao linear (i.e., vamos aproximar f(x) numa vizinhanca
do ponto a por um hiperplano descrito pela fungao afim A(x)).

Para tanto, para A(x) representar uma aproximacao de f no ponto a, precisamos impor
a condicao

vista transversal

Escreva A(z) — A(a):
A(x) — A(a) = L(x) + b — (L(a) + b) = L(x) — L(a),

Assim,



Como impomos que A(a) = f(a), e observando que L é uma transformagao linear, temos
que L(x) — L(a) = L(x — a), e disso,
A(x) — f(a) = L(z — a),
e entao
A(z) = f(a) + L(z — a).
Para que A seja uma aproximagcao para f devemos impor que
lim(f(z) — A(x)) = 0.
r—a
Ou seja,
lim f(z) — f(a) — L(z —a) = 0.
Tr—a
Como L é transformacao linear, entao L é continua, e disso

0 = lim(f(x) — A(x)) = lim f(x) — f(a) ~ L(z — a).

entao

0= lim f(z) — f(a) — lim L(z — a),

T—a T—a
ou seja,

0 = lim(f(z) — f(a)) — L(0),

T—a

e como L deve ser transformagao linear, devemos impor que L(0) = 0, e com isso, obtemos
lim(f(z) = f(a)) =0,

ou seja, f fica continua em z = a.

Redefina a f escrevendo!
f(@) = f(a) + L(z —a) + |l — al| - 7(z — a), (1)
onde 7(z — a) — 0 mais réapido que ||z — al|, ou seja,
lim r(z—a) —0.
z=a ||z — al

Assim, de (1), temos

f(z) = f(a) = L(z — a) = ||z — a|r(z — a),
e entao
f(z) = (f(a) + L(z — a)) = ||z — a||r(z — a),

ou seja,

f(x) = A(z) = [|z = al[r(z = a).

Dividindo por ||z — a||, vem

~ f(z) = A=)
=Tz
e disso, @ @
. flx) = Az )
lim 24— =limr(x —a) =0.
z=a ||z — all gHa( )=0

Ou seja, acabamos de mostrar que se A(z) é uma aproximacao para f em z = a, entao

L f@) = fla) - Lz —a)

=—a ||z — al

=0.

Isso vai dar origem a seguinte definicao:

Isto para imitarmos as mesmas ideia e notacdo usadas na reta real, recordadas na introducéo.
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Definicao 1 Dizemos que f : R™ — R" é diferencidvel em a € R™ se
() a € nt(D(f));
(ii) 3L : R™ — R™ transformagao linear tal que

o F@) = f@) = Lz = a)

©a ||z — all

=0.

Neste caso, dizemos que L é a diferencial de f no ponto a, e denotamos por L = d,f.

Note entao que a diferencial L de uma func¢ao f : R™ — R” em um ponto é uma trans-
formacao linear L : R™ — R™. Logo, conforme a Algebra linear, vai existir uma matriz
[L],xm da transformagao. No que segue, vamos determind-la.

Seja {eq, €g, ..., m } a base candnica do R™, onde

e; =(0,0,0,...,0,1,0,...,0)
¢ o vetor que assume o valor 1 na posigao j e zero nas demais.

Suponha f: Q2 C R™ — R"™ uma fungao e seja a € int {2 C R™. Dado ¢t > 0 suficiente-
mente pequeno tal que z; =a+t-e; € Q C R™.

Suponha f diferencidvel em a. Aplicando a definicao de diferenciabilidade no ponto z;,
obtemos

oy L) = S0) = Lz —a)

zi—a || = al

Como x; = a+t-e;, entao temos que ¢t — 0 quando x; — a. Assim,

fla+t-e)— f(a)— Lla+t-e;—a)

0 = lim

)

it fatt e—al
ou seja,
O:limf(a+t.ei) — f(a) _L(t'ei)’
t=0 |1t - ei]
e como
[It-e|| =1t |lesl| = |t| =t e L(t-e;) =t- L(e;), pois L é linear,
segue que
ce) — . Lie:
)i L@t )~ f@) L)
t—0 t t
e entao .
lim f(a’+ ) 62‘) — f(a’) — L(el)
t—0 t
Denotando por L(e;) = d, f(e;), a igualdade acima ficara:

af
8x,~

que vai corresponder a coluna ¢ de uma matriz que representa d,f = L. De fato, sendo
fR™ = R" f=(f1,f2 f3, -, fn), ent@o teremos que

(a) = (daf)(es),

% (a)
O () 52 (@)
Ox; = :
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Logo, a diferencial de f no ponto a, denotada por d,f, possui, nas bases canonicas de
R™ e R", a seguinte representacao matricial:

- 0 o) 0 A
2h(a) %(a) - ()
L) 2L(a) o 2(a)
oo B %
dof = | 3@ 5(a) B (@) ,
Afn Ofn . Ofn
| Ye(a) L) o P ],

e é chamada de matriz Jacobiana de f no ponto a. O que fizemos acima constitui a prova
do seguinte teorema:

Teorema 1 Se f : R™ — R"™ for uma fun¢do diferencidvel em um ponto a € int (D(f)),
entao existe uma representacdao unica do seu diferencial d, f, nas bases canonicas, dada pela
matriz Jacobiana de f no ponto a.

Observagao. A unicidade dessa representagao fica garantida pela unicidade da repre-
sentacao de uma transformacao linear, matricialmente.

Exemplo. Seja f: R?® — R? a funcao dada por

f(z,y,2) = (®seny, xy°2").

Determine a matriz Jacobiana d, f.

Solugao. Como f : R®* — R?, entao teremos d,f = [L]axs. As funcoes coordenadas em
questao sao f; = z%seny e f» = xy*23. Entao
2

(a) = [steny r?cosy 0 }(a)

ofh Oh Oh
Y23 2ayzd  3ry?s?
2%

or 9y D
dof =\ 0f 0b 0p
oz dy 0z
Nao foi dado em qual ponto aplicariamos a matriz Jacobiana. Se por exemplo, for em
a = (2,0, —3), basta substituir na matriz acima:

hf = | PR e | (20,3 -
B [ 4sen( (2)?cos0 0 ] -
L 02(=3)7 2(2)(0)(=3)° 3(2)(0)*(=3)* |
[0 40
B {0 0 o]'

Voltando ao problema apresentado ao final da secao anterior, no qual mencionamos pare-
cer “paradoxal”, de posse do estudo feito acima sobre a diferenciabilidade a varias varidveis,
podemos, finalmente, responder:

Proposicao 1 Se f : R™ — R" for diferencidvel em um ponto a, entao f é continua nesse
ponto.

Demonstracao. Note que, sendo f diferenciavel em um ponto a, entao
f(x) = fla) + L(z — a) + ||z — al|r(z — a),

onde L é uma transformagao linear de R™ em R" e r(z — a) tende a zero mais rapido do que
||z — al|]. Assim,
F(2) = f(a) = L(z — a) + ||z — al|r(z — a).
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Passando o limite com = — a, e lembrando que L(0) = 0, pois L é linear, obtemos

lim f(z) — f(a) zglﬁi_r)I}LL(:c—a) + ||z —al|lr(z —a) = L(0)+0-0=0,

rT—ra

donde segue que

lim f(z) — f(a) =0,

T—a

ou seja,

lim f(z) = f(a),

T—ra

provando que f é continua no ponto a.

Exercicios

1. Nos itens a seguir, mostre que f é diferenciavel em todos os pontos do seu dominio.
Em seguida, obtenha a matriz Jacobiana d,f de cada uma delas.

(a) f(z,y) = 2%y — 2y (b) f(z,y) = 22% + 3y°
(©) floy) =" () f(z.y) =2

2. De cada fungao vetorial a seguir, obtenha a matriz Jacobiana:

(a) f(z,y) = (e 22%y + 3y, /2% + 12)
(b) f(2,y,2) = (2° +y* + 2%, xyz, cos zy, 2° — y2)



