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1 FUNDAMENTOS

1.1 PLANO COORDENADO

Assim como 0s numeros reais sao utilizados como coordenadas para pontos de uma reta, pares de
nameros reais podem ser utilizados como coordenadas para pontos de um plano. Com este propdsito se
estabelece um sistema de coordenadas retangulares no plano chamado de plano coordenado.

Desenhamos duas retas perpendiculares no plano, uma horizontal e outra vertical. Estas retas séo
chamadas de eixo x (abscissa) e eixo y (ordenada), respectivamente, e seu ponto de intersec¢do chama-se
origem. As coordenadas sdo assinaladas com a origem como ponto zero em ambos 0s eixos e a mesma
distancia unitaria em ambos os eixos. O semi-eixo positivo dos x estd a direita da origem, semi-eixo
negativo dos x esta a esquerda; o semi-eixo positivo dos y esta acima da origem e 0 semi-eixo negativo dos y
esta abaixo.

?  PE3
, (2.3) Consideremos um ponto P qualquer do
: plano. Desenhamos uma reta por P paralela ao
1 : eixo dos y, e seja x a coordenada do ponto em que
: 5 a curva corta 0 eixo dos Xx. Analogamente,
5 4 -3 2 1 1 2 3 4 5

desenhamos uma reta por P paralela ao eixo dos X,
e seja y a coordenada do ponto em que essa reta
2 corta 0 eixo dos y. Os nUimeros x e y assim
determinados chamam-se coordenada x (abscissa
do ponto P) e coordenada y (ordenada do ponto
N P). As coordenadas de P sdo escritas como um par
5 ordenado (X, ).

Historicamente, coube a Galileu Galilei (1564-1642) o mérito de ter sido o primeiro a
demonstrar a importancia dos sistemas de referéncia na formulacdo das leis que regem a descrigdo
dos fenbmenos fisicos (por exemplo, movimentos uniformes e movimentos relativos),
estabelecendo desse modo, uma relagdo mensuravel entre leis e grandezas fisicas.

O mundo néo se apresenta com um sistema de coordenadas fixo a ele, mas podemos localizar
um sistema fisico em um sistema de coordenadas imaginario como sendo uma grade artificialmente
sobreposta de modo que vocé se localize em um problema, a fim de realizar medi¢des quantitativas.
Os eixos cartesianos sdo usados para localizar e medir algumas grandezas como: posicao,
aceleracéo, velocidades ou campos gravitacionais.

Podemos usar diferentes sistemas de coordenadas para resolugdo de problemas, mas
geralmente é utilizada a representacdo grafica envolvendo coordenadas cartesianas, que se trata de
um sistema de coordenadas com eixos mutuamente perpendiculares. Em duas dimensdes usamos 0S
sistemas de coordenadas xy e, em trés dimensdes, 0 xyz. A localizacdo dos eixos nao € inteiramente



arbitraria. Por convencdo, o semi-eixo positivo de y esta posicionado a 90° em sentido anti-horario

do o semi-eixo positivo de x, conforme figura abaixo.
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Exemplo 1: Localize os pontos A(2,0), B(0,4), C(-3, 2) e D(-2, -4) no plano coordenado.

1.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

A distancia d entre dois pontos P; (X1, Y1) € P2 (X2, Y2) no plano € dada por:

d :\/(Xl_xz)2 +(Y1_Y2)2-

Exemplo 2: Determine a distancia entre os pontos (-4,3) e (3,-2). Resposta: d=v74.

Exemplo 3: Determine as coordenadas do ponto equidistante dos pontos A(5,2), B(-1,2) e C(-1,4).
Resposta: D(2,3).

1.3 PONTO MEDIO

Muitas vezes é til conhecer as coordenadas do ponto médio do segmento que une dois
pontos distintos dados. Se 0s pontos dados séo P1 (X1, Y1) € P2(X2, Y2), € se P (X, y) € o ponto medio,
entdo as coordenadas de P serdo dadas por:

X:X1+X2 y=y1+YZ_
2 2

Exemplo 4: Os pontos (2, -2) e (-6, 5) sdo as extremidades do didmetro de um circulo. Ache o
V113

centro e raio do circulo. Resposta: C(-2,3/2) er =



Lista de Exercicios 1 - Geometria Analitica - Plano Cartesiano

1. Calcule o perimetro do triangulo de vértices A (4,7), B(-1,-8) e C (8,-5).

2. Determine um ponto no eixo das ordenadas equidistante aos pontos A(-1,3) e B(4,-2).
3. Determine um ponto no eixo das abscissas equidistante aos pontos A(-2,2) e B(4,4).
4. Encontre y tal que a distancia aos pontos C(5,1) e D(5, y) seja 8.

5. O ponto M tem coordenadas iguais e fica distante 5 unidades do ponto E(2,3). Determine as
coordenadas de M.

6. Considere o tridangulo ABC sendo A(-3/2, 6), B(7/2, -1) e C(-2,-3).

a) Determine as coordenadas dos pontos médios dos lados AB e BC.
b) Calcule a distancia entre os pontos A e B.

7. Encontre x tal que a distancia entre (x,3) e (2, -1) seja 5.
8. Mostre gque os pontos A(1, -3), B(3,2) e C(-2,4) sdo vértices de triangulo isosceles.
9. Ache o ponto equidistante dos pontos P(1,7), Q(8,6) e R(7,-1).

10. Uma circunferéncia com centro em C(-4,1), tem a extremidade de um didametro em B(2,6).
Determine as coordenadas da outra extremidade.

11. Mostre que os pontos A(7,5), B(2,3) e C(6,-7) sdo vértices de um triangulo retangulo.

Respostas Lista 1:

1) V250 + /160 ++/90=1210
2) P(0,-1)

3) P(2,0)

4) y=9ouy=-7

5) M(6,6) ou M(-1,-1)

6) a) (1,5/2) e (3/4,-2) b) 74
7) x=5o0ux=-1

9) (4,3)

10) (-10,-4).

2 VETORES
2.1 SEGMENTO DE RETA ORIENTADO
Um segmento de reta orientado AB €é determinado por um par ordenado de pontos AB,

onde A € chamado de origem e B de extremidade. Geometricamente € representado por uma reta
que caracteriza visualmente o sentido do segmento.

A —"4
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Médulo ou Norma de um vetor

Modulo, norma ou comprimento € o numero real ndo negativo que é a medida do
segmento.

Direcéo e Sentido

Dois segmentos orientados ndo nulos AB e CD tém a mesma diregédo se as retas suportes
desses segmentos séo paralelas ou coincidentes.

Sé se pode comparar os sentidos de dois segmentos orientados se eles tém a mesma
direcdo. Dois segmentos de sentidos orientados opostos tém sentidos contrarios.

2.2 SEGMENTOS EQUIPOLENTES
Dois segmentos orientados AB e CD que tenham a mesma dire¢cdo, 0 mesmo sentido e 0

mesmo madulo sdo chamados de equipolentes.
Representacdo: AB~CD.

2.3 VETOR

Vetor € a colecdo de todos os segmentos orientados equipolentes a um dado segmento
orientado AB. Representacéo: v=AB ouB-A

O vetor e caracterizado por seu modulo, por sua direcdo e sentido. O modulo de v &
indicado por Mou ainda M

Vetores lguais

Dois vetores AB e CD sio iguais se e somente se AB -~ CD.



Vetor Nulo

Os segmentos nulos, por serem equipolentes entre si, determinam um Unico vetor,
chamado vetor nulo ou vetor zero, que € indicado por 0.

Vetores Opostos

-

O vetor BA é oposto ao vetor v=AB e ¢ indicado por —AB ou por —v

Vetor Unitario
Um vetor v é unitério se |v|=

Versor
Versor de um vetor ndo nulo v é o vetor unitario de mesma direcdo e sentido de v.

Vetores Colineares

Dois vetores u e v sdo colineares se tiverem a mesma direcdo. Isto €, u e v sdo colineares
se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou a retas paralelas.

2%

e

Vetores Coplanares

Os vetores ndo nulos u, v e w sao ditos coplanares se possuem representantes AB, CD e
EF pertencentes a um mesmo plano.

=P
' v
*"——._—_———'D

C -> F
B w
s
u
A E :

Observacdo: Dois vetores quaisquer U e v sdo sempre coplanares, p0|s sempre podemos tomar um

ponto no espago e, com origem nele, imaginar dois representantes de u e v pertencendo a um plano
(ue passa por este ponto. Trés vetores poderdo ou néo ser coplanares.




2.4 OPERACOES COM VETORES

2.4.1 Adicéo

Dados 0s vetores u e v representados pelos segmentos AB e BC.
Os pontos A e C determinam um vetor s que €, por definicdo, a soma dos vetores ue v
isto €, S=U+ V. B

No caso de ue v ndo serem vetores paralelos, ha outra maneira de encontrarmos o vetor

s. Representa-se U=AB e v=AD por segmentos orientados com origem em A. Completa-se o
paralelogramo ABCD e o segmento orientado de origem A, que corresponde a diagonal do

paralelogramo é o vetor s=u+ v
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Propriedades da Adigéo

1) Comutativa: U+ v= \7+ u

I) Associativa: (u+ v)+ W= U+ (\7+ Vv)
I11) Elemento Neutro: v+0=0+v=v

IV) Elemento Oposto: v+(—v):\7—\7 =0

2.4.2 Diferenca

Dados os vetores U e v representados pelos segmentos AB e AC, respectivamente, e
construido o paralelogramo ABCD, verifica-se que a soma s U+ v é representada pelo segmento

orientado AC ( uma das diagonais) e que a diferenga d=u-v é representada pelo segmento DB ( a
outra diagonal).

2.4.3 Multiplicacio de um vetor por um numero real

Dado um vetor v = 0 e um numero real k=0, chama-se produto do ndmero real k pelo vetor
v o vetor p =kv tal que:
2) médulo: [p| = kv| =[]V

b) direcdo: a mesma de v



c) sentido: 0 mesmo de vse k>0, e o contrario se k<O.

Observagoes:
a) Sek=0ou v=0, 0 produto é o vetor nulo.
b) Seja um vetor kv, com v=0. Se fizermos com que o nimero real k percorra o0 conjunto dos

nameros reais, obteremos todos os infinitos vetores colineares a v, e portanto, colineares entre
si, isto é, qualquer um deles é sempre mdltiplo escalar do outro. Reuprocamente dados dois

vetores colineares U e v sempre existe ke IR tal que u=kv.
/
u
v

e P g =
C) O versor de um vetor v=0 é o vetor unitario u =‘7V ou U=
V‘ V

Propriedades da Multiplicacdo de um vetor por um nimero real

) Associativa: a(b\7)= (ab)v

I1) Distributiva em relacdo a adicao de escalares: (a + b)\? —av+bv
I11) Distributiva em relacéo a adi¢éo de vetores: a(ﬁ +\7): au +av
1V) Identidade: 1.v=v

2.5 ANGULO ENTRE VETORES

O angulo entre dois vetores ndo nulos u e v é o angulo 6 formado pelas semi-retas
paralelas aos vetores tal que 0 <6 < x.

Observagoes:
a) SeO=m, ue v ttmamesma direcdo e sentidos contrarios.

b) Se6=0, u e v ttm a mesma direcdo e 0 mesmo sentido.
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c) Seb= 2 Jue v sio ortogonais, isto é, uLlv. Neste caso, ‘u +V

d) O vetor nulo é considerado ortogonal a qualquer vetor.

Exemplo 1 Sabendo que o angulo entre Ueveéde 60°, determine o angulo formado pelos vetores:
a) ue —v
b) —uev

C) —ue-v
d) 2u e 3v

Resposta: (a) e (b) 120° (c) e (d) 60°.



Exercicios:

1. Encontre a soma dos vetores indicados na figura.

F E
2. Dados os vetores u e v da figura ao lado, represente graficamente os vetores:

a) u—v

b) —u +v
c) —u -V
d) 2u- 3v

<\

<

Lista de Exercicios 2 - Vetores | - Resolva os exercicios pares da lista de exercicios 2, pagina
14 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

3 VETORES NO ESPACO E NO PLANO
3.1 VETORES NO PLANO

Consideremos dois vetores v, e v, néo paralelos, representados com origem no mesmo
ponto O, sendo ry e r, as retas contendo estes representantes:




—_ > — > —

Dados dois vetores quaisquer v, e v, nao paralelos, para cada vetor v representado no mesmo plano

de v, e v, , existe uma so dupla de nimeros reais a, e a,tais que v=a,v, +a,V, .

Quando um vetor v € expresso como V=a,V, +a,V,, diz-se que v é uma combinacéo

linear de v, e v, . O conjunto B={v,, v, } é chamado de base no plano. Qualquer conjunto de dois
vetores ndo paralelos constitui uma base no plano. Os numeros a, e a, sdo chamados componentes

Uma base {e, , e, } é dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais e unitarios, ou seja, e, L e, e

e =[es|=1.

ou coordenadas de v na base B.
As bases mais utilizadas sdo as bases ortonormais.

Uma base importante € a base que determina o sistema cartesiano ortogonal. Os vetores
ortogonais e unitarios, neste caso, sdo simbolizados por ie j, ambos com origem em O e

extremidades em (1, 0) e (0, 1), respectivamente, sendo a base C={i, ]} chamada de candnica.

¥

Expressdo Analitica de um Vetor

Dado um vetor v qualquer do plano, existe uma sO dupla de nimeros x e y tais que
V=Xi+Yyj.

Os ndmeros x e y sdo as componentes de v na base candnica. A primeira componente € a
abscissade v e a segunda componente é a ordenada de V.

O vetor v também pode ser representado por V= (x,y). O par ordenado (X, y) também é

chamado de expressao analitica de v .




Exemplo 1: Expresse os vetores abaixo em forma de par ordenado:
a)v, =i —j b) v, =2i —3; C) v; =—6i
Respostas: a) (1,-1)  b) (2,-3)  c¢) (-6,0).

Observagéo: A cada ponto P(x, y) do plano xy corresponde um vetor G:OP:x7+y]'. Isto &, as
coordenadas do ponto P sdo as proprias componentes do vetor OP na base candnica.

Igualdade de Vetores

Dois vetores u =(x,,y,) e v=(x,,y,) sdo iguais se e somente se x, =X, € y, = y,. Escreve-se u=v.

Exemplo 2: Determine os valores de X e y para 0s quais os vetores U =(x—3,2) e v =(4,y+6)
sejam iguais. Resposta: Xx=7 e y=-4.

Operacdes com Vetores
Sejam os vetores u=(x,,y,), v=(x,,y,) €um namero o €IR. Definimos:

a) a+:/:(x1+xz’y1+>/2)

b) au :(a X, 0 yl)

Exemplo 3: Dados os vetores v = (- 25) e w=(34), calcule os vetores:
a) %\7 b) w—v C) 2W+V

Respostas: a) (-1,5/2) ; b) (5,-1) ; ¢) (4,13).

Exemplo 4: Dados os vetores U=(—25) e v=(34), determine o vetor x na igualdade
3+ 20 =V

Resposta: (11/4,-4).

10



Exemplo 5: Encontre os valores de a; e a, tais que v=a,v, +a,v, sendo v=(63), v, =(L1) e
v, =(-25).
Resposta: a;=36/7 e a,=-3/7.

Vetor Definido por Dois Pontos

Considere o vetor AB de origem no ponto A(x,, y, ) e extremidade em B(x,,y, ). Entio o

vetor AB em termos das coordenadas dos pontos A e B séo AB = (X, =X, Y, = Y, ).

¥ A
' A
A ¥
MpF-—-—--
]
l
1
B Tl S . Bix;.v)
I 1
1 I
o = | :
1 1
D\ Mo =
Fixa- %, ¥ - %)

Observagdo: Um vetor tem infinitos representantes que sdo segmentos orientados de mesmo

comprimento, mesma direcdo e mesmo sentido. O melhor representante do vetor AB & aquele que
tem origem em O(0, 0) e extremidade em P(x2 — X, Y, — yl). Este vetor é chamado de

representante natural de AB.

Exemplo 6: Dados os pontos A(-1, 2), B(3, -1) e C(-2,4), determine D(xy) tal que CD = %ﬁ?; :
Resposta: D(0,5/2).

Paralelismo de Dois Vetores

Dois vetores u=(x,,y,) € v=(x,,y,) sdo paralelos quando suas componentes sio

o, . , - - X
proporcionais, isto ¢, se existe um ndmero real o tal que u = av. Ou seja, —= = I
X Y2

Exemplo 7: Verifique se os vetores s= (—1, 3) et= (2,—6) sdo paralelos. Resposta: Séo paralelos.

Médulo de um Vetor

-

V=X +y°.

Seja y = (x, y), entdo pelo teorema de Pitagoras:

Exemplo 8: Determine o modulo do vetor V= (-1,3). Resposta: v10.
11



Vetor unitario ou Versor de um Vetor

O vetor unitario de um vetor y, — (x,y) é dado pela expressdao V

M

=)
j] \a"ﬁ .

I

Exemplo 9: Determine o versor do vetor v = (- 23). Resposta: (—

[4%)

W1
Exercicios:

1. Encontre o representante natural do vetor dado na figura abaixo. Isto &, encontre o representante
do vetor que tem origem em (0,0).

(5. 3

—

2. Dados os vetores U =(2,-1) e w=(12), determine:

-

gv-u-2w  b)v-[au+w)

w

Encontre a e b tais que v =au+bw onde u=(12), w=(1-1) e v=(21).
Encontre o médulo do vetor v=-10i +3j .

—_ -

5. Dados ﬁ=(1,%je v=(23), determine FLY .

u+v

-

6. Encontre o vetor v como norma |v

u=(11).

=4 e que tenha a mesma direcdo e sentido do vetor

Respostas:
1) v=(4,2)
2) a) (0,-5); b) (7/2,-1/2)
3) a=b=1
4) /109
5 1
6) (2v2,2v2)

3.2 VETORES NO ESPACO

No espaco, a base candnica C={/, j,k } ird determinar o plano xyz, onde os trés vetores
séo unitarios, ortogonais dois a dois e representados com origem no ponto O. Este ponto e a direcao

12



de cada um dos vetores da base determinam os trés eixos cartesianos: eixo X (das abscissas) que
corresponde ao vetor i, 0 eixo y ( das ordenadas) que corresponde ao vetor j e o eixo z (das cotas)

que corresponde ao vetor K .

Cada dupla de vetores da base e, consequentemente, cada dupla de eixos, determina um
plano coordenado. Portanto, temos trés planos coordenados o plano Xy, o plano xz e o plano yz.

A cada ponto P(X, y, z) de espago correspondera o vetor 55=x7+y}+zﬁ, isto é, as
coordenadas X, y e z do ponto P s&o as componentes do vetor OP na base cannica.

Expressdo Analitica de um Vetor no Espaco
A express&o analitica do vetor v =xi +yj+zk é v=(x,y,z).

Exemplo 10: Escreva a expressdo analitica dos seguintes vetores.
a) v=i +2j—3k by u=j—i c) w=3i —k
d)t=7 e V=] f) s=k

Respostas: a) (1,2,-3) b) (-1,1,0) ¢)(3,0,-1) d)(1,0,0) e)(0,1,0) f)(0,0,1).

Igualdade de Vetores
Dois vetores u=(x,,y,,z,) e v=(x,,y,,Z,) s80 iguais se e somente se X, =X,, y, =Y, €

z,=1,. Escreve-se u=v.

Operacgdes com Vetores
Sejam os vetores U =(x,,Y,,2,) € V=(X,,Y,,2,) €um nimero a €IR. Definimos:

8) UV=(X L%,y +Y,2+7)

b) au = (a X, Y, Zl)

13



Vetor Definido por Dois Pontos

Considere o vetor AB de origem no ponto A(x,,y,,z,) e extremidade em B(X,,Y,,z,).

Entdo o vetor AB em termos das coordenadas dos pontos A e B sdo AB = (X, =X, Y, = V1,2, = 2,).

Paralelismo de Dois Vetores

Dois vetores u =(x,,Y,,z,) € V=(X,,Y,,z,) sdo paralelos quando suas componentes s&o
o : , - - X z
proporcionais, isto 6, se existe um nmero real o tal que U = av. Ou seja, -2 = Y1 = 1.
X2 y2 ZZ
Madulo de um Vetor
O maddulo do vetor v =(x,y,z) é dado por: |v| =

x> +y%+1z% .0 vetor unitarioé V .
v
Exemplo 11: Dados os pontos A(0,1,-1) e B(1,2-1) e os vetores u=(- 2—1,1) —(30—1)

w=(-2.2,2), verifique se existem nimeros a;, a, € as tais que W= aiAB +a2u +a3v Resposta:
8.1:3; ar=1; az=-1.

Observacao: No plano, todo conjunto {v, , v, } de dois vetores ndo paralelos constitui uma de suas

bases, isto e, todo vetor desse plano é combinagéo linear de v, e v, . No espaco, todo conjunto de

trés vetores ndo coplanares constitui uma de suas bases, isto €, todo vetor do espago pode ser escrito
de modo Unico como combinacdo linear dos vetores desta base.

Exemplo 12: Seja o triangulo de vértices A(4,-1,-2), B(2, 5, -6) e C(1, -1, -2). Calcule o
comprimento da mediana do triangulo relativa ao lado AB . Resposta: v/17.

Exemplo 13: Apresente o vetor genérico que satisfaz a condicéo:

=10
a) paralelo ao eixo X; { {y= 0
b) representado no eixo z; x
c) paralelo ao plano xy; #(0,02)
d) paralelo ao plano yz;
e) ortogonal ao eixoy;
f) ortogonal ao eixo z;
g) ortogonal ao plano xy; x =0
h) ortogonal ao plano xz. (Ox.0) = {z =0

Il
E=1

o {0vz)

y=0
o (x,0,2)

Respostas: o (.00
a) (x,0,0) b)(0,0,2) {x.0.0) z=0

0 (xy0) DY)
e) (x02) ) (xy.0) /L::

9) (0,0,z) h) (0,y,0).

Exercicios:

1. Dados os pontos A(2,-2,3), B(1, 1, 5) e o vetor V= (1, 3, -4), calcule:
14



a) (A-B)-v b) 2v +3(B-A)

2. Dados os pontos A(3,-4,-2) e B(-2, 1, 0), determine o ponto N pertencente ao segmento AB tal
que AN =2 AB .

3. Sabendo que 3u-4v=2 Vv, determine a, b e ¢ sendo G:(Z, -1, ¢), \7:(a, b-2, 3), Vv:(4, -1, 0).

4. Quais dos seguintes vetores ﬁ:(4, -6, 2), \7:(-6, 9, -3), Vv:(14, -21, 9) e t =(10, -15,5) séo
paralelos?

5. A reta que passa pelos pontos A(-2,5,1) e B(1, 3, 0) ¢ paralela a reta determinada por C(3,-1,1) e

D(0, m, n). Determine o ponto D.
6. Dado o vetor \7:(2, -1, -3), determine o vetor paralelo a v que tenha:

a) sentido contrario de v e trés vezes o mddulo de v;
b) o mesmo sentido de v e modulo 4;
c) sentido contrario de v e modulo 5.

Respostas:

1) a)(0,-6,2) b) (-1,15,-2)

2) (1,-2,-6/5)

3) a=-1/2 ; b=7/4 ; c=4

4) u é paralelo a v, que é paralelo a .

5) D(0,1,2)

6) a)-3v b)—(2,-1,-3) ¢)—=(-21,3)
14 V14

Lista de Exercicios 3 - Vetores 2 - Resolva 0s exercicios pares da lista de exercicios 3, pagina
40 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

4 PRODUTO ESCALAR

4.1 DEFINICAO

-

O produto escalar de dois vetores u=(x,,y,,z,) e v=(x,,Y,,z,) € um nimero real e é
dado por:
U-V=XX, +Y,Y, +2,2,.

O produto escalar de u por v & também chamado de produto interno e pode ser

A

representado por <u,v> eselé “u escalar v”.

Exemplo 1: Dados os vetores U = (3,21) e v =(-1-4-1), calcule u-v. Resposta: -12.
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Exemplo 2: Dados os vetores u =(3-58) e v =(4,-2,-1), calcule:
a) (0+v)-{2u-v) b) U-u
Respostas: a) 189 b) 98.

4.2 PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR
Para quaisquer vetores U, v e W € 0 nlimero a:

1) u-v=v-u

2) G-(Q+®):G-G+G-Vv; 0+v) w=d-w+v-w

3) a(ﬁ -\7): (aﬁ)-(/ =u- (a(/)

4) u-

|
V
o
wn
D
ey
H
(@)
wn
D
c
|l
Il
o
D
5
—
an
(@]
[empy)
1]
o

5) u-u=

6) lutvlP=hil>+2-u-v+ ¥

Exemplo 3: Sendo H =2, M —leu-v= 3, determine (BG - 2\7)- (—G + 4\7). Resposta: 22.

4.3 DEFINICAO GEOMETRICA DO PRODUTO ESCALAR

Se u e v sdo vetores ndo-nulos e 6 é o angulo entre eles entdo

—

U~V=‘U .

v|cos @

i30is,

0 —v[° =[a]" +v[* - 2[d]|v|cos &

G —v|* =[a —2a-v + [’

pela Lei dos Cossenos e pela propriedade 6, respectivamente.
Igualando as equacGes acima, obtemos a definicdo acima.

=1 e 60° 0 angulo entre u e v, calcule:

c)

Exemplo 4: Sendo H =3e v

a)ﬂw? b) u+v u-—v
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Respostas: a) 3/2 b) 13 ¢)+/7.

Observacéo:

—

1) Na expressdo u-v = ‘u v|cos @, o sinal de u-v serd 0 mesmo sinal de cos 0, logo:

-

a) se u-v>0 , entdo cos(6) >0 logo, 0°<6<90°;
b) se u-v<0, entdo cos(0) <0 logo, 90°<6<180°;
c) seu V=0 , entdo cos(6) =0 logo, 6 = 90°.

Assim, podemos estabelecer que: Dois vetores sdo ortogonais se, e somente se, u-v=0.

2) O vetor nulo é ortogonal a todo vetor, isto é, 0-v=0 para todo vetor V.

Exemplo 5: Verifique se os vetores u=(1-23) e v=(452) sio ortogonais. Resposta: S0
ortogonais.

Exemplo 6: Determine um vetor ortogonal ndo-nulo aos vetores u = (L-10) e v = (1,01). Resposta:
(1,1,-1).

4.4 DETERMINACAO DO ANGULO FORMADO ENTRE DOIS VETORES

|
<\

—

Vimos que u-v =|uj-|v

cosé, logo, cosd =

c
<

Exemplo 7: Determine o angulo formado entre os vetores u = (114) e v = (~12,2). Resposta: 45°.

4.4.1 Angulos Diretores e Cossenos Diretores de um vetor

= =
vl X

COSU — 5= — 757
[wllzl 1ol
= =

cosf = LA —
ERERE y
-k oz

cosy = ==
15]|k| 7]
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Exemplo 8: Calcule os angulos diretores e cossenos diretores de ¢ = (1,—1,0). Resposta: 45°,
135° e 90°.

4.5 PROJECAO DE UM VETOR SOBRE OUTRO

Sejam os vetores u e v ndo-nulos e 6 o angulo entre eles. Pretendemos decompor um dos
vetores, tal que v =vi +V, sendo que vi//u e que Vol u.

- —* —+
Y

L

| |

_ N I V-u
V, 1=0=>V-0ll)0=0=>V-U-0oi-U=0=>a=—r
G0

O vetor v: é chamado de projecdo ortogonal de v em u e é representado por:

v, = proja\7 = [—Jﬁ

cll<i
ci|lcld

Exemplo 9: Determine o vetor projecio de v = (2,34) sobre u = (1-10). Resposta: (-1/2,1/2,0).

Exercicios:

1. Dados os vetores U =(4,a-1) e v=(a23) e os pontos A(4, -1, 2) e B(3, 2,-1), determine o

valor de a tal que G-(\?+§&)z 5.

2. Mostre que o triangulo de vértices A(2, 3, 1) e B(2, 1, -1) e C(2, 2, -2) é um tridngulo retangulo.

3. Sabendo que o vetor V= (2;L,—1) forma um angulo de 60° com o vetor AB determinado pelos
pontos A(3, 1, -2) e B(4, 0, m), calcule o valor de m.

v| =4, v é ortogonal ao eixo Oz, forma um angulo de 60° com

4. Obtenha o vetor \7, sabendo que
o vetor i e um angulo obtuso com o vetor ] .
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5. Encontre os vetores unitarios paralelos ao plano yz e que sdo ortogonais ao vetor v = (4;[,—2).

6. Seja o vetor v =(2,-11), determine:
a) um vetor ortogonal a V;

b) um vetor unitéario ortogonal a \7;

c) um vetor de médulo 4 ortogonal a V.

Respostas:
1) a=7/3
2) (VI0)* = (V&)* + (v2)?
3) m=—4
4) (2,-24/3,0)
2 1
5) (0.t % +%)

6) @) (1,20) b) (%%,0) O =(120)

Lista de Exercicios 4 - Produto Escalar - Resolva os exercicios pares da lista de exercicios 4,
pagina 66 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

5 PRODUTO VETORIAL

5.1 DEFINICAO

-

O produto vetorial de dois vetores U =(x,,y,,z,) € V=(X,,Y,,Z,), tomados nesta ordem,
é um vetor e é dado por:

i j k
UXV=UAV=X; VY, Z4|.
X, Y, 4y

O produto vetorial de u por v pode ser representado por uxvouu AV e se l1é “u vetorial
v

Exemplo 1: Calcule uxv se u=(5,3,1) e v=(1,1,0). Resposta: (-1,1,2).

Observagoes:

- — -

1. vxu :—(u xv), isto €, 0s vetores uxv e vxu sdo opostos. Logo, o produto vetorial ndo é
comutativo.

-

2. uxv=0 se, e somente se, u// v.Dois casos particulares:
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a) Uxu=0 ( determinante com duas linhas iguais)
b) ux0=0 (determinante com uma linha de zeros)

Exemplo 2: Calcule os seguintes produtos vetoriais:

Resposta: Todos nulos.
52 CARACTERISTICAS DO VETOR uxV

-

Consideremos os vetores U = (x,,Y,,2,) e V=(x,,Y,,Z,).

Direcédo de uxv

O vetor uxv é simultaneamente ortogonala u ea v.

Exemplo 3: Mostre que uxv € ortogonala u ea v.

'

=

<4

Exemplo 4: Sejam os vetores u= 1,-1,-4) e \7:(3, 2, -2). Determine o vetor que seja

a) ortogonal a
b) ortogonal a
c) ortogonal a
d) ortogonal a

eav;
ea v e unitario;

eave que tenha modulo 4;
ea \7_e tenha cota igual a 7.

clcl ol o

Respostas: a) (10,-10,5) b) (2/3,-2/3,1/3) c) (8/3,-8/3,4/3) d) (14,-14,7).

Sentido de uxV

O sentido de uxVv poderd ser determinado utilizando-se a “regra da mao direita”. Sendo 0
0 angulo entre u e v, suponhamos que u (1° vetor) sofra uma rotacdo de angulo 6 até coincidir
com v. Se os dedos da mé&o direita forem dobrados na mesma diregcéo da rotacdo, entdo o polegar

estendido indicard o sentido do vetor uxv .
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¥
r“-;‘:(

u

. Y

Vxd
A figura (b) mostra que o produto vetorial muda de sentido quando a ordem dos vetores €

invertida. SO serd possivel dobrar os dedos na direcdo de v para u se invertermos a posicdo da
méo, quando o dedo polegar estara apontando para baixo.

—-

Observacéo: O produto vetorial dos vetores i, j e k ¢ dado na tabela abaixo:

—.

O XN |e=—.i
1
ey | =

1
=
ol

Comprimentode uxv

Se 6 € 0 angulo entre os vetores u e v ndo-nulos, entdo: ‘u XV visend .

Da identidade de Lagrange:

2112 . -
—(U'V)2=‘U

21-12 21-2 2 2

-

V

-

V

—

u

-

V

-

cos® @ = ‘u

-

\Y

-

uxv, = V

- =2 - 2 2 - 2 2
‘ ‘ (1—cos 6’)=‘u sen<g

Interpretacdo Geométrica do Modulo do Produto Vetorial

No paralelogramo determinado pelos vetores ndo nulos u

e v, a medida da base é ‘u‘ e da altura M send , entdo a

area deste paralelogramo é:
uxyv

A = (base)- (altura)= ‘GH\?‘ sené, ou seja, A=

Desta forma, podemos dizer que: “a area do paralelogramo determinado pelos vetores U e
v € numericamente igual ao modulo do vetor uxv ”.

Exemplo 5: Seja o tridngulo equilatero ABC de lado 10. Calcule ‘Né X A_C" . Resposta: 50/3 u.a.

Exemplo 6: Dados os vetores u= 1,-1,De \7:(2, -3, 4), calcule:
a) aarea do paralelogramo determinado por u e v;
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b) aaltura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor u.

Respostas: a) +/6 u.a. b) ~2u.c.

Propriedades

- - —

)] O produto vetorial ndo é comutativo, pois, UXV#VxU.
i) O produto vetorial ndo é associativo, pois, (ﬁ X \7)>< W U (\7 X Vv).
1)  Para quaisquer vetores u v e w eoescalar o

a) GX(Q+VV)= (ﬁx\?)+(ﬁx®)

b) (ﬁ+\7)x®= (GxVV)—F(\?xW)

C) a(a x \7) (aa)x(/ Ux (a\?)

d) G-(wa) (va)

Exemplo 7: Determine o vetor X, tal que X seja ortogonal ao eixo y e u= ;<><\7, sendo u = 11,-
1)e v=(2,-1,1). Resposta: (1,0,1).

Exemplo 8: Determine a distancia do ponto P(5, 1, 2) a reta r que passa pelos pontos A(3, 1,3) e B

(4, -1,1). Resposta: @ u.c.

Exemplo 9: Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e C(4, 2, -2), determine:
a) aéareado tridangulo ABC
b) aaltura do triangulo relativa ao vértice C.

53 5\/_

Respostas: a) - ua. b) — u.c.

Exercicios:

1. Seu=(3,-1,2), v=(2,4,-1) e w=(-1, 0, 1), determine:

) ‘Gxﬁ‘ c) (Gx(/)+(§v’x§v’) ) (GXT/)x\Tv
b) (2v)x(3v) d) (uxv )+ (vxu ) f (axv ) w
2. Efetue:

a) i xk C) 37 x 2k e) (ij)xE
b) jx27 d) 37 -2] f) 7 x(jxj)

3. Determine um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores U+2v e v—u, sendo u= (-3, 2,
0)e v=(0, -1, -2).
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4. Sendo ‘ﬁ‘ =242, M =4 e 45° o0 angulo entre ue \7, calcule:

a) ‘ZG XV

5. Dados 0s vetores U = (3,-1,2) e \7:(-2, 2, 1), calcule:
a) a érea do paralelogramo determinado por ue v;
b) aaltura do tridngulo relativa a base definida pelo vetor v.

Respostas:
1) a)0 h) 0 c¢)(-7,7,14) d)(0,0,0) e)(7,-7,7) f)21
2) a)—j b)-2k c)-6 d)0 e)0 O
3) (-12,-18,9)
4) a)16 b)8/5
5) a) 3vJ10u.a. b) V10 u.c.

Lista de Exercicios 5 - Produto Vetorial - Resolva os exercicios pares da lista de exercicios 5,
pagina 86 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

6 PRODUTO MISTO

6.1 DEFINICAO

—

O produto misto dos vetores U=(x,,y,,z), V=(X,,¥,,2,) € W=(x;,Y,.Z,) tomados

nesta ordem, é o nimero real u -(VXW) e € dado por:

Xl yl Zl
U-(VXW): X, Yo Zy.
X3 y3 23

—

O produto misto de G, vew pode ser indicado por (u,Q,\Tv).

Exemplo 1: Calcule o produto misto dos vetores u=(2,35), v=(-1,3,3) e w=(4,-3,2).
Resposta: 27.

6.2 PROPRIEDADES DO PRODUTO MISTO

1. O produto misto (ﬁ,\?,@) muda de sinal ao trocarmos a posicao de dois vetores.
Se forem duas permutacdes, ndo ha alteracdo de valor do produto misto.

u -(VXW)Z (u XV)-W: w- (u xv): (W,U,V): (u,v,w)

2. (u + x,v,w): (u,v,w)+ (x,v,w)
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(U,V—I— X,W)= (U,V,W)-i— (U,X,W)
(U,V,W—I— X)= (U,V,W)-l— (U,V,X)

A W): (U,O{V W) (U \' aW) (U \" W)
W)= 0 se e somente se, 0s trés vetores forem coplanares.

Casos particulares:

—

a) Se pelo menos um dos vetores é nulo, (u Vv w)

> —

b) Se dois vetores forem paralelos: (ﬁ V,W)=

Exemplo 2: Verifique se os vetores u = (2,-1,1), v=(10,-1) e w=(2,-1,4) sio coplanares.
Resposta: N&o.

Exemplo 3: Qual deve ser o valor de m para que os vetores u =(2,m,0), v=(1-1,2) e
= (—13,-1) sejam coplanares? Resposta: -10.

6.3 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO MODULO DO PRODUTO MISTO

Volume do Paralelepipedo

Geometricamente, o produto misto u ~(v>< W) é igual, em modulo, ao volume do

paralelepipedo de arestas determinadas pelos vetores ndo coplanares u, v e w.
Portanto, V= A.h=| (u,v,w)|.

Exemplo 4: Sejam os vetores U = (3,m,-2), v =(1-1,0) e w=(2-1, 2). Calcule o valor de m para
que o volume do paralelepipedo determinado por estes vetores seja 16 u.v. Resposta: m=-12 ou
m=4.,
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Volume do Tetraedro

Sejam A, B, C e D pontos ndo-coplanares. Portanto, os vetores AB, AC e AD também
ndo séo coplanares. Em consequéncia, esses vetores determinam um paralelepipedo cujo volume é:

V= |(AB,AC,AD)|.

Este paralelepipedo pode ser dividido em dois prismas
triangulares de mesmo tamanho e, portanto, o volume de cada
prisma triangular V, é a metade do volume V do
paralelepipedo. O prisma, por sua vez, pode ser dividido em
trés piramides de mesmo volume. Assim, o volume do
tetraedro V; € um terco do volume do prisma, isto &,

—.—>—.)

Vi= %|(AB,AC,AD

Exemplo 5: Sejam A(1, 2, -1), B(5, 0, 1), C(2, -1, 1) e D(6, 1, -3) vértices de um tetraedro. Calcule:
a) o volume do tetraedro;
b) aaltura do tetraedro relativa ao vértice D.

Respostas: a) 6 u.v.; b) 18 u.c.

V35

Exercicios:

1. Dados os vetores u = (3,-11), v=(122) e w=(2,0,-3), calcule:

a) 0,v.w) b) (w,u,v)
2. Sabendo que (G,Q,Vv):-S, calcule:
2) (w.v.u) b) (v,u.w) 0) (w,u.v) d) v-(wxu)

—

3. Verifique se os vetores sio coplanares: U =(L,-12), v=(221) e w=(=20,-4).

4. Um paralelepipedo ¢é formado pelo vetores u = (3,-1,4), v=(201) e w=(-215). Calcule:
a) 0 seuvolume;
b) aaltura relativa a base definida pelos vetores uev.

5. Os pontos A(2, 0, 0), B(2, 4, 0), C(0, 3, 0) e P(2, -2, 9) formam um tetraedro de base ABC e
vertice P, calcule:

a) 0 volume deste tetraedro;

b) aaltura relativa ao vértice P.

Respostas:
1) a)-29 b)-29.
2) a5 b)5 c¢)-5 d)-5.
3) Nao sdo coplanares.
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17
9 917 b .
5) a)12 b)o.

Lista de Exercicios 6 - Produto Misto - Resolva os exercicios pares da lista de exercicios 6,
pagina 99 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

7 EQUACOES DA RETA

7.1 EQUACAO VETORIAL DA RETA

Consideremos um ponto A(X1, Y1, 1) € um vetor ndo-nulo v = (a,b,c). S6 existe uma reta

que passa por A e tem a direcdo de v.Um ponto P(x, y z) pertence a r, Se e somente se, 0 vetor AP
é paralelo a v, isto é, AP =tv para algum real t.
De AP =tv, temos que P—A= tv ou P = A+tv, ou ainda, em coordenadas,

(x,y,z) = (Xl’yl’zl)+t(a'b’c)'

Qualquer uma das equacgdes acima pode ser chamada
de equacdo vetorial daretar.

O vetor v é chamado vetor diretor dareta re té de-
nominado parametro.

Exemplo 1: Determine a equacdo vetorial da reta r que passa por A(1, -1, 4) e tem a direcdo de
v =(232). Resposta: (x,y,2)=(1,-1,4)+(2,3,2).

7.2 EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Da equagdo vetorial da reta (x,y,z)=(x,,y,,z,)+t(a,b,c), obtém-se:

X=X, +at
y=y, +bt
zZ=12,+ct

Estas sdo as equacdes paramétricas da reta.

Exemplo 2: Determine as equacgdes parametricas da reta que passa pelo ponto A(3, -4, 2) e é

X=3+2t
paralela ao vetor v = (2]1,-3). Resposta: {y =y —4 +t.
z=2-3t

Exemplo 3: Dado o ponto A(2, 3, —4) e 0 vetor v = (1-2,3), determine:
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a) As equacOes paramétricas da reta r que passa por A e tem a direcdo de v.
b) Os dois pontos B e C de r de parametros t=1 e t=4, respectivamente.

c) O ponto de r cuja abscissa € 4.

d) Se os pontos D(4, -1, 2) e E(5, —4, 3) pertencem ar.

e) Para quais valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence ar.

X=2+t
Respostas: a) 1y =3-2t
z2=-4+3t

b) (3,1,-1) e (6,-5,8) c¢) (4,-1,2) d)D pertenceare E ndo pertencear €)m=1en=-7.

7.2.1 Reta definida por dois pontos

A reta definida pelos pontos A e B € reta que passa por A ( ou B) e tem a direcao do vetor
v=AB édadapor P=A+t(B—A)ou P=B+t(B-A).

Exemplo 4: Escreva as equacOes paramétricas da reta r que passa por A(3, —1, -2) e B(1, 2, 4).

X=3-2t
Resposta: <y =—-1+3t.
z=-2+6t

7.3 EQUACOES SIMETRICAS DA RETA

X=X, +at
Das equag0es paramétricas <y =y, + bt supondo a, b, ¢ #0, vem:
z=1, +cCt
t=X_X1’ t=y_yl, t:z_zl_
a b c

Como para cada ponto da reta corresponde um so valor para t, obtemos:

Estas equacdes sdo denominadas equacdes simétricas da reta que passa pelo ponto
A(x1,y121) e tem a diregdo do vetor v = (a,b,c).

Exemplo 5: Escreva as equagdes simétricas da reta s que passa pelo ponto A(3, 0, -5) etem a
direcdo do vetor v=(2, 2, —1). Resposta: t = XT_3 = % = Z—+15

7.4 EQUACOES REDUZIDAS DA RETA

A equacdo y=mx+b que é conhecida como equacdo reduzida da reta. O valor b é
chamado de coeficiente linear e m é chamado coeficiente angular da reta.
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Exemplo 6: A partir das equacdes simétricas da reta s do exemplo 5, obtenha suas equacées
reduzidas. Resposta: y=x-3 e z=(-x-7)/2.
Exemplo 7: Determine a equacdo reduzida da reta r abaixo na variavel x.

r_x—2_y+4 _Z+3
1 2 -3

Resposta: y=2x-8 e z=-3x+3.

7.5 ANGULO ENTRE RETAS

Sejam r e s duas retas com direcdes vi e V-.
O angulo entre as retas r e s € 0 menor angulo entre
0s vetores diretores de r e de s.

- -

Assim, cosf = ,com0<0<90°.

- |-

Exemplo 8: Calcule o angulo entre as retas

X=3+t ) 3
sdy=t e u 2r2_Y=°_Z pogposta: 60 graus.
-2 1 1
z=-1-2t

Exemplo 9: Verifique se as retas s e u sdo concorrentes e, em caso afirmativo, determine seu ponto
de interseccdo:

x=3+h X=5+3t
S:3y=1+2h u:qy=-3-2t.
z=2-h z=4+t

Resposta: 1(2,-1,3).
Exercicios:

1. Determine uma equacdo vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, -3, 4) e B(1, -1, 2).
Verifique se o ponto C=(-1, 3, 4) pertence ar.

X=2+t
2. Dadaaretar: < y=3-t ,determine o ponto de r tal que:
z=-4+2t
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a) aordenada seja 6;
b) aabscissa seja igual a ordenada;
c) acota seja o quadruplo da abscissa.

3. Determine as equagOes paramétricas da reta que passa pelos pontos A(1, -1, 2) e B(2, 1, 0).

4. Determine as equacOes paramétricas das retas que passam por
a) A(3,-2,4) e é paralela ao eixo dos x;

b) A(2, 2, 4) e é perpendicular ao plano xz;

c) A(-2, 3, 4) e € ortogonal ao mesmo tempo aos eixos X e'y.

X=-2-1
5. Determine o &ngulo entre asretasr: y =t e s: g = I °_ ZT_l
z=3-2t
6. Sabendo que as retas r e s sdo ortogonais, determine o valor de m:
X=2mt-3
Xx=2y-1
rray=1+3t S: .
Z=-y+4
z=-4

7. Encontre as equacgdes paramétricas da reta que passa por A(3, 2, —1) e é simultaneamente

. y=x-3 X=3
ortogonal as retas s: e u :
Z=-2Xx+3 y=-1

8. Verifique se as retas r e s sdo concorrentes, em caso afirmativo, encontre seu ponto de
intersecgéo:
y=2x-3 y=-3x+7

r: s: :
Z=—-X+5 z=Xx+1

Respostas:

1) (x,y,2)=(2,-3,4)+t(-1,2,-2). C ndo pertence a retar.
2) a) (-1,6,-10); b) (5/2,5/2,-3); ¢) (-4, 9,-16).
X=1+t
3) Jy——1+2t
z=2-—-2t
X=3+t X =2 X =-2
4) a)Jy=—-2 ;b jy=2+t;0qy=3
z=4 z=4 z=4+t
5) 60
6) m=-7/4
7 [x=t+3
y=2-—t
z=-1
8) 1(2,1,3).
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Lista de Exercicios 7 — Reta - Resolva o0s exercicios pares da lista de exercicios 7, pagina 118
do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

8 O PLANO

8.1 EQUACAO GERAL DO PLANO

Consideremos um plano 7 e uma reta n=(a,b,c), n=0, onde n ¢ ortogonal ao plano 7.
Seja A(X,, Yo, Z,) Um ponto de 7. Observemos a figura:

-
n

[ :

A/P

Um ponto P(X,Y,z) esta sobre o plano 7 se, e somente se, 0 vetor AP é ortogonal a n,ou
seja, n-(P—A)=0.
Notemos que AP = P-A=(X-Xy,Y—VY,2—2,) € ﬁ:(a,b,c), logo:
n-(P-A)=0
(a,b,C)- (X=X, Y= ¥5,2-2,) =0
a-(Xx=X%)+b-(y—Yyo)+c-(z-2) =0
ax—ax, +by—by, +cz—-cz, =0
Escrevendo d =—ax, —by, —cz,, obtemos:

ax+by+cz+d =0,
que é a equacdo geral do plano .

Exemplo 1: Obtenha uma equacdo geral do plano 7 que passe pelo ponto A(2,—1,3) e tenha
n= (3,2,—4) como um vetor normal. Resposta: 3x+2y-4z+8=0.

Casos Particulares
Se um ou mais coeficientes na equagdo geral do plano for nulo, fard com que o plano ocupe
um posicionamento particular em relacéo aos eixos coordenados.

Na equacdo ax +by+cz+d =0, se:

1° caso:
se d=0—-»>ax+by+cz=0, com a,b,c =0, o plano contém a origem.

2° caso:
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a)se a=0—>by+cz+d=0,com b,c,d=0, o plano é paralelo ao eixo x.
b)se b=0—>ax+cz+d=0, com a,c,d=0, o plano ¢ paralelo ao eixo y.
c)sec=0—>ax+by+d=0,com a,b,d=0, oplano é paralelo ao eixo z.

3° caso:
a)sea=d=0—->by+cz=0,com b,c=0, o plano contera o eixo x.
b) se b=d=0—>ax+cz=0, com a,c#0, 0 plano contera o eixo y.
c) sec=d=0—>ax+by=0,com a,b=0, oplano contera o eixo z.

4° caso:
a)sea=b=0-—>cz+d=0, com c,d =0, oplano é paralelo ao plano xy.
b)ysea=c=0—>by+d=0, com a,c=0, o plano € paralelo ao plano xz.
c)se b=c=0—ax+d=0,com a,d =0, oplano é paralelo ao plano yz.

8.2 EQUACAO VETORIAL E EQUACOES PARAMETRICAS DO PLANO

Consideremos um plano 7 e um ponto A(X,, Y,,Z,) € 7 . Sejam dois vetores u= (a,b,,c,)) e

v=(a,,b,,c,) ndo paralelos, mas paralelos ao plano 7.
Observemos a figura:

B B
A/
TR
u -
hu

Para todo ponto Pex, 0s vetores AP, u e v sdo coplanares. Ainda, um ponto P(x,Y,z)
pertence ao plano se, e somente se, existem nimeros reais h e t tais que

AP = hu +tv
P—A=hu+tv

P=A+hu+ t\?, esta é a equacdo vetorial de .

Em coordenadas, temos:
(% ¥:2) = (%01 Yo, Z9) +h-(a;,b,,¢) +t-(a,,b,,¢,)
X y,2)=(x, +a,h+a,t,y, +bh+b,t,z, +c,h+c,t)
que, pela condicéo de igualdade:
X=X, +a,h+a,t
y=Y,+bh+b,t
z=1,+Ch+c,t

Essas equacdes sdo chamadas equacOes paramétricas de =z, onde h e t sdo varidveis
auxiliares denominadas parametros.
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Exemplo 2: Seja o plano 7 que passa pelo ponto A(2,2,1) e € paralelo aos vetores u= (2,—-31 e

V= (-1,5,—3) . Obtenha uma equacdo vetorial, um sistema de equacGes paramétricas e a equacgado
geral de 7. Resposta: 4x+5y+7z-25=0.

Observacao (exemplo 2): A equacdo geral do plano 7 também pode ser obtida por meio do

produto misto dos vetores AP, u e v, pois como P(X,Y,z) representa um ponto qualquer do
plano, estes vetores sdo coplanares (estdo no mesmo plano) e, consequentemente, o produto misto

deles € nulo. Assim, ao desenvolver a igualdade (AP,u,v) =0, podemos encontrar a equacao geral
do plano 7.

8.3 ANGULO DE DOIS PLANOS

Sejam os planos 7z, e z, com vetores normais n, e n,, respectivamente, conforme a figura
abaixo.

Denominaremos angulo de dois planos 7, e z,, 0 menor angulo que um vetor normal a 7,
forma com um vetor normal a 7, . Considerando-se & este angulo, obtemos:

—_ —

n,-n,

cosé =

,com 0393%

Ny,

Exemplo 3: Determine o angulo entre os planos 7, : 2x+y—-z+3=0¢€ 7, :X+y—-4=0.
Resposta: 30 graus.

8.4 PLANOS PERPENDICULARES

Sejam os planos n; € m, com vetores normais n, e n,, respectivamente, conforme a figura
abaixo, podemos concluir que:
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/ T lny>niln2<ni.n2=0

—

Exemplo 4: Verificar se ny e mp séo planos perpendiculares:
a) M :3X+y—-4z+2=0¢e my:2X+6y+3z=0

X=2-h+2t
b)nl:x+y—4:0 emy:s y=h+t
z=1

Resposta: a) Sim b) Néo.

8.5 PARALELISMO E PERPENDICULARISMO ENTRE RETA E PLANO

Sejam a reta r com a direcdo do vetor ve um plano w, sendo num vetor normal a n. Pelas
figuras abaixo, podemos concluir que:

—.ﬁ'—- r
I '“T T _ _ o
e T l rllt<v.inov.n=0 (Fig.(a)
J ‘ i)r Lt <> viinev=an (Fig(b))
{a) (bl
X=1+2t
Exemplo 5: Areta r:q y=-3t éparalelaao plano ©t=5x+2y—-4z-1=0. Resposta: Sim, pois
z=t

= (2-31) e fi=(52,-4)

v
Veli=2x5+(-3)x2+1x(-4)=0

8.6 RETA CONTIDA EM PLANO

Uma reta r esta contida em um plano m se:
i)  dois pontos A e B de r forem também de © ou
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i)  v.n=0,onde veéum vetor diretor de re num vetor normala n e Aer.

-

p

X=3+t1
Exemplo 6: Determinar os valores de me n para que areta r:<y = —1—t esteja contida no plano

z=-2-t
7:2x+my+nz—5=0. Resposta: m=3 e n=-1, pois
v=>1-1-1) e n=(2,m,n)
Venn=1x2+(-)xm+(-1)xn=0=>m+n=2

m+n=2
ABB-1-2), 7:2x3+(-1)xm+(-2)xn-5=0 =
-m-2n=-1

Resolvendo o sistema, temos m=3 e n= -1.

8.7 INTERSECCAO ENTRE DOIS PLANOS

A interseccdo de dois planos ndo-paralelos é uma reta r cujas equacgdes se deseja determinar.

Exemplo 7: Consideremos os planos ndo paralelos nt; :5x—y+z—-5=0¢€ ny :X+y+2z—-7=0.

Entre os varios procedimentos, apresentaremos dois.
1) Como r esta contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto (x,y,z)e r devem

satisfazer simultaneamente as equac¢des dos dois planos. Logo, 0s pontos de r constituem a

solucgéo do sistema:
[5X-y+z-5=0
r'{x+y+22—7:0
. L . . y=3x-1 .
O sistema tem infinitas solugdes e, em termos de x, sua solugdo é r :{z C ogid que sdo

equac0es reduzidas de r.

2) Outra maneira de obter as equacfes de r é determinar um de seus pontos e um vetor diretor.
Fazendo x =0 nas equagdes do sistema, obtemos:

-y+z-5=0
y cuja solugdo é y=-1 e z=4. Logo, temos um ponto, que chamaremos de A(O,-
y+2z2-7=0
1,4).
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Como um vetor diretor v de r é simultaneamente ortogonal a n1 = (5-11) e nz =(11,2),
normais aos planos m; € m,, respectivamente, o vetor v pode ser dado por

> —

i j k
v=n;xnz=5 -1 1/=(-3-96)ou —%(—3,—9,6)=(1,3,—2).
1 1 2
X=t
Escrevendo a equacdo paramétrica de r, temos r:<{y =-1+3t.
z=4-2t
8.8 INTERSECCAO DE RETA COM PLANO
X=-1+2t
Exemplo 8: Determinar o ponto de interseccdo da reta r com o plano w, onde r:< y=5+3t e
z=3-t

T:2x—y+3z—-4=0.

Solucéo:

Qualauer ponto de r é da forma (x,y,z)=(~1+2t,5+3t,3—t). Se um deles é comum ao plano ~,
suas coordenadas verificam a equacédo de m:

2(~1+2t)—(5+3t)+3(3—t)—4=0, resultando em t=-1.

Substituindo este valor nas equacdes de r obtém-se

X=-1+2(-1)=-3

y=5+3-1)=2

z=3-(-1)=4

Logo, a intersecgdo de re © é 0 ponto (—3,2,4).

Exercicios:

1. Dado o plano 7 determinado pelos pontos A=(1,-1,2), B=(21-3) e C=(-1-2,6), obtenha
um sistema de equacgdes parametricas e uma equacéo geral de .

2. Determine o angulo entre os planos 7z, :2x -3y +5z—-8=0 e 7z, :3x+2y+5z—-4=0.
3. Qual a interseccéo dos planos a: 2x —3y +z=2ef:x—2y —z=1?

Respostas:
x=1+h-2t
1) 7:iy=-1+2h-t
z=2-5h+4t
2) 48,8 graus.
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Lista de Exercicios 8 — Plano - Resolva os exercicios pares até o 48 da lista de exercicios 8,
pagina 141 do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora Makron Books.

9. SECOES CONICAS E SUPERCICIES QUADRICAS
9.1 INTRODUCAO AS SECOES CONICAS

Os gregos descobriram as se¢Oes conicas em algum momento entre 600 e 300 a.C. No
inicio do periodo alexandrino, sabia-se o suficiente sobre conicas para Apolénio (262-190 a.C.)
produzir um trabalho de oito volumes sobre o0 assunto. Os gregos se preocupavam basicamente com
as propriedades geométricas das cénicas. SO mais tarde, no inicio do século XVII é que se tornou
aparente a grande aplicabilidade das conicas que tiveram um papel relevante no desenvolvimento
do célculo.

Cada sec¢do conica € obtida cortando-se um cone por um plano que nao passa pelo vértice.

—a.

Q:__ﬁﬁ/f-'

9.2 PARABOLA

Uma parabola é o conjunto de todos os pontos (x,y) equidistantes de uma reta fixa d (a
diretriz) e de um ponto fixo F ( 0 foco) que ndo pertence a reta.

O ponto medio entre a diretriz (d) e o foco (F) € chamado de vértice (V), e a reta que passa
pelo foco e pelo vértice é o eixo da pardbola. Uma parabola é simétrica em relacéo ao seu eixo.
A forma padréo para a equacao reduzida de uma parabola com vertice (h, k) e diretriz
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y=k-p €
(x—h)* =4p(y—k) eixo vertical
(y—k)* =4p(x—h) eixo horizontal
O foco (F) pertence ao eixo e estd a p unidades do vértice.

9.2.1 Orientacdes das parabolas

= k¥ = dpiy — k) ¥ — k) = dpix - iy

i
Eixo vertical Eixo horizontal

Exemplo 1: Encontre a equacdo da parabola com vértice em (2,1) e foco em (2,4). Esboce a
parabola. Resposta: x?-4x-12y+16=0.

Exemplo 2: Determine as coordenadas do vértice e do foco de cada parabola. Encontre a direcéo
nas quais elas estdo abertas. Ache também a equacéo de sua diretriz. Esboce cada parabola.

a) yz—%xz—x+% b) (y+1)2=—12(x—2) c) X* +4x-10y+34=0

Respostas: a) V(-1,1), F(-1,1/2), d: y=3/2, equacdo: (x+1)?=-2(y-1).
b)V(2,-1), F(-1,-1), d: x=5.
¢) V(-2, 3), F(-2,11/2), d: y=1/2, equacdo: (x+2)*=10(y-3).

Exemplo 3: Ache as equacOes das seguintes parabolas.
a) vértice (0,0) e foco (-3,0) Resposta: y*=-12x.
b) diretriz x=2 e foco (-4,0) Resposta: y*=-12(x+1).

Lista de Exercicios 9:

1. Encontre o foco, o vértice e a diretriz de cada uma das seguintes parabolas. Esboce-as.
a) 2x*+5y=0
b) y®+8y-16x=16
C) X*+2x+29=7y
d) 4x-y*-2y-33=0
Respostas: a) F(0,-5/8), V(0,0), d: y=5/8
b)F(2,-4), V(-2,-4), d: x=-6
c) F(-1,23/4), V(-1,4), d: y=9/4
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a)
b)
c)
d)

d) F(9,-1), V(8,-1), d: x=7

Encontre a equacdo de cada pardbola especificada. Esboce a parabola.
vértice (3,2) e foco (1,2)

diretriz x=—2 e foco (2,2)

vértice (-2,1) e diretriz: y=—2

vértice (—1,2) e foco (-1,0)

Respostas: a) (y-2)°=-8(x-3)

b)(y-2)°=8x

c) (x+2)*=12(y-1)

d) (x+1)*= - 8(y-2)

Encontre a equacdo da parabola com eixo paralelo ao eixo dos y e que contém os pontos (0,3),
(3,4) e (4,11). Ache as coordenadas do foco e do vértice. Escreva a equacao de sua diretriz.

1
Resposta: y =§x2 —?4x+3.

Resolva os exercicios impares de 1 a 40, pag. 172 do livro texto.

9.3 ELIPSE

Uma elipse € o conjunto de todos os pontos (x, y) tal que a soma das distancias a dois

pontos fixos (os focos) é constante.

P

Uma curiosidade é que vocé também pode construir um canteiro de flores no seu jardim utilizando
0 mesmo procedimento.

A reta contendo os dois focos intercepta a elipse em dois pontos chamados vértices. A

corda unindo os dois vertices é 0 eixo maior, e 0 seu ponto médio é o centro da elipse. A corda
perpendicular ao eixo maior contendo o centro € o eixo menor da elipse.
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Para encontrar a forma padrédo para a equacao de uma elipse, consideramos a figura abaixo
da elipse que contém os pontos:
centro (h, k)  vértices (h#a, k) focos: (h#c, k)

A forma padrdo para a equacao reduzida de uma elipse centrada em (h, k) e com eixos
maior e menor 2a e 2b, respectivamente, onde a>b é:

2 2
(X ;zh) + (y gzk) =1 eixo maior é horizontal
2 2
(X —2h) + (y —2k) =1 eixo maior é vertical
b a

Os focos estdo no eixo maior a ¢ unidades do centro onde a®=b?+c?.

9.3.1 Orientacdes das elipses
¥

e el

al (5

v Ia

9.3.2 Excentricidade

- . < c
Excentricidade e é dada pela razéo e = —.
a

O conceito de excentricidade é usado para medir o quao oval € a elipse.
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Note que como os focos estdo no eixo maior entre 0s centros e os veértices entdo 0<c<a. Para
. . x L. ~ C
uma elipse quase circular, os focos estdo proximos do centro e a razdo — é pequena. Para uma
a

elipse alongada, os focos estdo proximos dos vértices e a excentricidade esta perto de 1.

oo

Faacos

e

[a) :—; € peyuen. (o r:::.ul;l pertode 1.

Exemplo 4: Determine as coordenadas do centro, dos vertices, dos focos da conica
25x* +9y? —100x —54y = 44,

Esboce o gréfico.

Resposta: Centro: C(2,3), Focos: (2,7) e (2,-1), Vértices: (2,8),(2,-2), (5,3) e (-1,3).

Exemplo 5: Escreva a equagdo da elipse cujos veértices sdo os pontos (-5, 1), (1, 1), (-2, 3) e (-2,
—1). Determine os focos e esboce o gréfico.
Resposta: 4x2+9y?+16x-18y-11=0. Centro C(-2,1), Focos (—2++/51).

Exemplo 6: Escreva a equacéo da elipse com focos (0,1) e (4,1) e eixo maior de comprimento 6.

(2" (-1F
9

Resposta:
P 5

Aplicacdes para Elipses

A determinacdo das Orbitas planetarias foi efetuada entre 1601 e 1619 pelo astrébnomo aleméao
Johannes Kepler (1571-1630), usando o volumoso e cuidadoso conjunto de dados astronémicos
obtido por Tycho Brahe, e cujo trabalho durou cerca de 16 anos. Entre seus estudos, Kepler
descobriu que a orbita de Marte podia ser descrita com precisdo através de uma elipse. Kepler entéo
generalizou este conceito para os outros planetas e a analise completa se resume em trés
enunciados, que sdo conhecidos com as Leis de Kepler do movimento planetario. Convém
esclarecer que estas leis se aplicam ndo somente aos planetas que orbitam em torno do Sol, mas
igualmente para satélites naturais e artificiais em Orbita ao redor da Terra ou de qualquer corpo
celeste cuja massa seja consideravel. A seguir enunciaremos e discutiremos a primeira lei empirica
de Kepler.

1 — Cada planeta se move numa Orbita eliptica de modo que o Sol ocupa um dos focos desta
elipse (lei das orbitas).

A figura abaixo ilustra um planeta de massa m que esta se movendo numa Orbita eliptica ao redor do

Sol, de massa M. Faremos a suposic¢do de que M >> m, de modo que o centro de massa do sistema
formado pelo planeta e pelo Sol esteja localizado aproximadamente no centro do Sol.
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s e

Na figura, o planeta de massa m move-se numa Orbita eliptica ao redor do Sol, de massa M. O semi-
eixo maior, representado por r é considerado, para efeito de calculos, como sendo raio médio da
Orbita.

O semi-eixo maior, representado por r, é considerado, para efeito de calculos, como sendo raio

médio da Orbita.

Lista de Exercicios 10:

1.

Encontre todos os elementos de cada uma das seguintes elipses.

8) 5x°+9y°—80x+18y+9=0 R (C(3-1)A(6,-1), As(0-1),F1(5,-1), Fo(1,-1),e=2/3.

b) 25X +16y" +50x +64y ~311=0g . 0(.1,.2), Ay(-1,3), Ao(-L,-7),Fi(-L,1), Fo(-1,-5),6=3/5
€) 9x° +16y° —36x+96y+36=0 R . C(2.-3), Ay(6.-3), Ao(-2-3),B1(2.0), Bo(2,-6).

Encontre a equacéo de cada elipse especificada.

2 2

a) eixo maior mede 10 e focos (+4,0). Resposta: )2(—5+y? =1.

(y—-4)
7

=1.

2
b) centro (2,4), um foco (5,4) e excentricidade %. Resposta: x 162) +

2 2
c) Vértices em (0, -8) e (0, 8) e contendo o ponto (6, 0). Resposta: %Jr;j =1

d) extremos do eixo maior em (-3, 2), (5, 2) e 0 comprimento do eixo menor é 4 unidades.

(=17 y=2P
16

Resposta:
P 4

Determine a equacédo da elipse de centro na origem e focos no eixo das abscissas, sabendo que

(— 2\/5,2) é um ponto da elipse e que seu eixo menor tem comprimento 6 unidades. Resposta:
2 2
X Yy

3 9

Obtenha as equacdes reduzidas das elipses de equacdes:
2

2 2 X 2
X" T4y =4 Resposta: , Y =1

2 2 (x+7)2 y2 _
(x+7) +y* =7 Resposta: —% +=1
XZ (y_3)2
4x* +9y* —-54y +45=0 Resposta: g+~ =1
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5. Resolva os exercicios impares de 1 a 32, pag. 189 do livro texto.

9.4 HIPERBOLE

E o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que a diferenca das distancias a dois pontos
fixos (os focos) é constante.

N

\ Ceniio

Eixo focal

Wéice

dz — dl ¢ constanie

A reta contendo os dois focos intercepta a hipérbole em dois pontos, 0s vértices. A reta
contendo os focos é chamada de eixo focal, e 0 ponto médio do segmento unindo os vertices é o

centro da hipérbole.
A forma padrdo para a equacdo de uma hipérbole com centro em (h, k)

2 2
(X ;zh) - (y gzk) =1 eixo focal & horizontal
2 2
(y ;zk) - (X gzh) =1 eixo focal é vertical

A distancia entre o centro e os vértices é de a unidades e os focos estdo a ¢ unidades do
centro. Além disso, ¢= a+b?.

9.4.1 OrientacOes das Hipérboles

Eixo Focal horizontal Eixo Focal vertical
N L O M )
at A a »
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Cada hipérbole tem duas assintotas que se interceptam no centro. As assintotas contém os
vértices de um retangulo de dimensfes 2a por 2b centrado em (h, k). A reta unindo os pontos (h,
k+b) e (h, k—b) é chamada de eixo transverso.

Y
Fay
. Assintota
Bx
‘\' 14
Assintota

Para uma hipérbole de eixo focal horizontal, as equacdes das assintotas sao:
b b
—k==(x=h —k=-==(x=h).
y—k=—(x=h) y ~(x=h)

_Assintota
. L7 m=0

" Assintota
m=0

Para uma hipérbole de eixo focal vertical, as equacdes das assintotas séo:

a a
—k=3(x-nh —k=-3(x—n).
y b@ ) y b& )
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9.4.2 Excentricidade da Hipérbole

- _ . « C
A excentricidade e da hipérbole e dada pela razdo e = —. Como c>a, temos e>1. Quanto
a

maior a excentricidade, mais abertos sdo os ramos da hipérbole. Se a excentricidade for préxima de
1, os ramos da hipérbole sdo achatados e pontudos.

oo Foco
' Vértice i
S - & > ‘--_ - ‘.—’—-h—‘-"_;»:—:\ «
== e
e = < « 50
- ]
L2 a - ]
L 1
—,——J

«

Excentricidade grande Excentricidade préxima de 1

Exemplo 7: Determine as coordenadas do centro, dos vértices, dos focos e as equacles das
assintotas da hipérbole 4x* —9y* —24x—90y —225=0. Resposta: Centro: C(3,-5), Vértices: (O,-

. 2 2
5), (6,-5), Focos: (3J_r\/ﬁ,—5), assintotas: y=§X—7 e y=—§x—3.

Exemplo 8: Encontre a equacgdo reduzida da hipérbole y* —4x* —8x—4y—4=0. Determine as
coordenadas do centro, dos focos e dos Vértices da hipérbole. Determine as equacfes das assintotas

2 2
. -2 X+1 i~
e eshoce o grafico. Resposta: (y 2 ) —( +1 ) =1, Centro: C(-1,2), Vértices: (-1,0), (-1,4),

Focos: (— 1,2++/5 ) Assintotas: y=2x+4 e y=-2x.

Exemplo 9: Determine a equacdo da hipérbole cujos focos estdo em (3, 4) e (3, —2) e cuja
Ay-1)° 4(x-3) _
9 27

excentricidade é 2. Resposta: 1.

9.5 CLASSIFICACAO DE CONICAS ATRAVES DO DETERMINANTE

O gréafico da equacio Ax® +Bxy +Cy’ + Dx+Ey+F =0 ¢é determinado pelo discriminante
da seguinte maneira:
1. Elipse: B>~4AC<0
2. Parébola: B>4AC=0
3. Hipérbole: B>~4AC>0

Lista de Exercicios 11:

1. Encontre todos os elementos de cada uma das seguintes hipérboles.
2 2 —
a) Ox"—25y" +72x-100y +269=0 R . \/,(.4.1), Vy(-4,-5), y=(3x+2)/5 e y=(-3x-22)/5
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b) 16x* —9y* +180y =612 R . o=5/4  y=+4x/3+10.

2 2
C) 16x°-9y" -256x-90y+223=0 R. C(8-5), Ay(14,-5), As(25)F1(18,-5), Fa(-2,5),
e=5/3, y=(4x-47)/3, y=(-4x+17)/3.

2. Encontre a equacéo de cada hipérbole especificada.
a) Vveértices em (+4,0), focos em (+6,0)
b) vértices em (£4,0) e as equacdes das assintotas sdo y = +(5/4)x
c) focosem (1,-1) e (7,—1) e o comprimento do eixo transverso é 2
d) centroem (2, 3), um vértice em (2, 8) e um foco em (2, -3).

3. Determine a equagdo da hipérbole que tem vértices em (2,+3)e que passa pelo ponto (05).
4. Obtenha as equacdes reduzidas das hipérboles de equacao:

a) x*-y’=1

b) 9x*—-16y*+1=0

¢) 9x? —25y? —18x—50y — 241=0

5. Associe a cada grafico a sua equacéo.

DV 4w (x=2)° y*_ (x-2)° y*_

) (y -1 =4(x-2) L T T N
(x—2)° (y+17 _ 2 Al (x—2)  (y+1° _
d) T =1 ) (y-1)=-4(x-2) f) FRERT: -1

-4 1

—H

R.: (a), (b), (d).

6. Classifique cada uma das conicas abaixo e encontre todos 0s seus elementos.
8) y°+6y+8x+25=0 R paranola

2 2
b) 9" +25y” ~36x-50y+61=0 R . Nao & um lugar geométrico.
¢) 9x* -y’ +54x+10y+55=0 R . Hinerhole.

7. Resolva os exercicios impares de 1 a 42, pag. 204 do livro texto.
Aplicac6es das conicas

Direcione uma lanterna para uma parede, veja que o feixe de luz emitido desenhara nessa parede
uma curva cénica. Isto acontece porque o feixe de luz emitido pela lanterna forma um cone, e
também porque a parede funciona como um plano que corta o cone formado. Dependendo da
inclinacdo da lanterna relativamente a parede, poderemos obter uma circunferéncia, uma elipse,
uma paradbola ou uma hipérbole. Tente realizar este experimento!
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Certos abajures de cabeceira, cuja clpula é aberta segundo uma circunferéncia, desenham na parede
uma hipérbole e no teto uma elipse. Este fato € utilizado na area da iluminacgéo para construcao de
abajures, lanternas, etc.

O som emitido por um avido a jato supersénico tem a forma de um cone, assim ao chocar-se com a
Terra ira formar uma curva conica. Logo, dependendo da inclinacdo do avido relativamente a Terra,
podemos obter elipses, pardbolas ou hipérboles. A audiometria usa este fato, entre outros, para saber
a que distancia da Terra o0 avido pode ultrapassar a velocidade do som.

Existem cometas que percorrem trajetdrias hiperbolicas, os quais ao passarem perto de algum
planeta com grande densidade, alteram a sua trajetdria para outra hipérbole com um foco situado
nesse planeta. Como a parabola é um caso de equilibrio entre a elipse e a hipérbole (lembrem-se que
a excentricidade da parabola é igual a um), a probabilidade de existir algum satélite com Orbita
parabdlica é quase nula. Mas isso ndo impede a existéncia de satélites com esta trajetoria.

Também as trajetorias dos projéteis, num ambiente sob a acdo da forca da gravidade, sdo
parabdlicas. Ja no ambiente terrestre, onde existe a resisténcia do ar, essas trajetorias sdo elipticas,
mais propriamente, arcos de elipses. No entanto, por vezes, as diferencas entre as trajetérias
elipticas e as parabolicas sdo quase imperceptiveis. A balistica (ciéncia que estuda as trajetérias de
projéteis) faz uso deste fato para determinarem o local da queda de um projétil.

Fazendo uso da propriedade refletora da parabola, Arquimedes construiu espelhos parabolicos, os
quais por refletirem a luz solar para um s6 ponto, foram usados para incendiar 0s barcos romanos
nas invasodes de Siracusa. Lembre-se que a concentragéo de energia gera calor!
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Sabemos que os raios de luz vindos do espaco chegam a terra por feixes paralelos e vimos nesta
semana que um espelho parabdlico direciona estes raios para o seu foco.

/
\.\\ ;’r;
\ /
] ol
\\'\ zj{-'
\ 7
e
NIRF Y
f-ﬁ_’_ -a_—u-_?
N

Isto gera um problema, pois para observar a imagem formada no foco, o olho do observador teria
que estar posicionado sobre ele, o que na préatica se torna impossivel, pois 0 mesmo funcionaria
como uma barreira para 0s raios luminosos.

A solucdo dada a este problema por Isaac Newton foi posicionar um espelho plano entre a
superficie parabdlica concava e o foco, de tal forma que os raios fossem direcionados para fora da
parte interna do espelho. Por outro lado, a invencdo de Newton gerou um problema similar, pois,
para que a convergéncia do foco alternativo ficasse fora do cilindro telescopico a dimensdo deste
espelho deveria ser bem consideravel, bloqueando grande parte dos raios incidentes prejudicando

destarte a formacdo da imagem, observe a ilustracdo a seguir.
\
N\

espelho plano

A solucdo para este problema foi dada em 1672 pelo astrénomo francés Cassegrain utilizando um
espelho hiperbdlico, a figura abaixo ilustra a propriedade das hipérboles.
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F1 ' F2

Com essa associagéo de espelhos a flexibilidade da montagem ficou bem maior e as possibilidades
de variacdo das distancias entre os focos e da distancia do foco da parabola ao espelho também. Isto
faz com que o telescdpio se ajuste perfeitamente a necessidade das observagdes. Hoje os telescopios
modernos como os radiotelescopios utilizam-se desta tecnologia, que levou um século para serem
implementadas desde sua idealizacdo. Neste texto pudemos verificar que as propriedades refletoras
das conicas tém contribuido para a construcao de telescdpios, antenas, radares, faréis, lanternas, etc.

Fonte: http://fatosmatematicos.blogspot.com.br/2012/01/propriedade-refletora-da-hiperbole.html

Foi a partir da propriedade refletora das parabolas que os engenheiros civis construiram pontes de
suspensdo parabdlica. Se imaginarmos os cabos que prendem o tabuleiro da ponte como raios de
luz, facilmente verificamos que o cabo principal, aquele que passa pelos pilares da ponte, tem forma
de uma parébola.

Outra aplicacdo destas curvas estudadas por Apolénio é o sistema de localizacdo de barcos
denominado por LORAN (LOng RAnge Navigation), que faz uso das hipérboles confocais, onde os
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radares estdo nos focos. A ideia é baseada na diferenca de tempo de recepcdo dos sinais emitidos
simultaneamente pelos dois pares de radares, sendo um dos radares comum aos dois pares. O mapa
assim construido apresenta curvas hiperbolicas. Esta técnica foi usada na Il Guerra Mundial, para
detectar barcos japoneses.

Lista de Exercicios 12: Exercicios de revisao

1. Associe a cada grafico a sua equacao.

1) (x+37 =—2(y-2) 2 ¥ +42)2 N (VZSZ)Z -1
X _42)2 LU ;52)2 =1 5) (y—2)° =—2(x+3)
A L] b}

L
-
-

Resposta: 6, 2, 1

2. Classifique cada uma das conicas abaixo. Obtenha sua equacdo reduzida e determine todos 0s
seus elementos.

a) y2—4y+Xx+7=0 d) y*> —x*+12y+4x+31=0
b) 25x* +4y? +100x—16y+16=0 e) 9x* +25y? +150y +18x+9=0
c) 16y? —9x* +128y —18x+391=0

3. Determine a equacdo reduzida de uma parabola cujo vertice é (-2,1) e a equacgéo de sua diretriz
é dada pela equacdo x=1. Esboce a parabola e encontre as coordenadas de seu foco.

4. Determine a equacdo reduzida de uma hipérbole cujos vértices sdo (2,3) e (2, —3) e os focos (2,
-5) e (2,5). Esboce a hipérbole e encontre as equacdes de suas assintotas.

5. Determine a equacéo de uma elipse centrada na origem com excentricidade e = 2/3 e semi-eixo
maior a=6.

6. Considere no plano xy a elipse de focos F1= (-1,1) e F2=(1,1) e de semi-eixo menor igual a

1/2.
a) Calcule o outro semi-eixo da elipse.
b) Determine a intersec¢do da elipse com a reta de equacao x=1.

7. Determine a distancia focal e a excentricidade de uma hipérbole com eixo real 8cm e eixo
imaginario 6¢cm.
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8. A excentricidade de uma hipérbole centrada na origem é e = 272 e a distancia focal vale 12.
Determine a equacéo desta hipérbole.

9. Marque com um X a alternativa correta.
a) A equagdo da elipse que tem focos nos pontos (~1,0) e (0,0) e contém o ponto (1,15/4) é:

2 2 2 2 2 2
a) Y o1 ) AR A 0 L4 o1
8 1 16 15 15 16
2 2 2 2
d) 64x +64y 1 &) 12x er_:1
17 81 16 1
b) A equagio da reta que passa pela origem e pelo vértice da pardbola y = —x? +4x —3 é:
a) y=2x d) y:—%x
1
b) y=3x e) y:§x
1
C ==X
) V=5

9.6 INTRODUCAO AS SUPERFICIES QUADRICAS

A partir da equagéo geral do 2° grau nas trés variaveis x,y € z
ax® +by® +cz? +2dxy + 2exz + 2fyz + mx+ny + pz+q=0
é possivel representar uma superficie quadrica.

Além disso, se a superficie dada pela equacdo acima for cortada pelos planos coordenados
ou por planos paralelos a eles, a curva de intersecdo serd uma coOnica. A intersecdo de uma
superficie com um plano é chamada traco da superficie no plano.

Assim, por exemplo, o traco da superficie quadrica no plano z = 0 € a conica
ax® +by? +2dxy + mx+ny +q =0 contida no plano xOy, podendo representar uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola visto que suas equacfes gerais sdo desse tipo.

A reducdo da equacdo geral das quadricas as suas formas mais simples exige calculos
trabalhosos, 0 que ndo sera nosso objetivo. Enfatizaremos o estudo das quédricas representadas por
equacdes candnicas, as quais estdo intimamente relacionadas as formas reduzidas das conicas.

9.7 SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Uma superficie de revolucdo é a superficie gerada por uma curva plana (chamada geratriz)
que gira 360° em torno de uma reta (denominada eixo) situada no plano da curva. Desta forma, o
traco da superficie num plano perpendicular ao eixo é uma circunferéncia e a equacéo da superficie

de revolucdo ¢ obtida através da equacgéo da geratriz.
2

Exemplo 10: Seja a superficie gerada pela revolucdo da parabola {Z em torno do eixo dos y,

observe a figura abaixo:
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Considere P =(x,y,z) um ponto qualquer da superficie e C =(0,y,0) o centro da circunferéncia

que é o traco da superficie no plano que passa por P e € perpendicular ao eixo dos y (eixo de
revolucéo). A intersecdo desta circunferéncia com a parabola é o ponto Q =(0,y, z,) .

Seja R o pé da perpendicular tracada de P ao plano xy. Ainda, CP = CQ = r, por serem raios da
mesma circunferéncia.

Como o tridngulo CRP ¢é retangulo em R, vem CP=./(CR)>+(RP)’ =+/x*+2z?. Mas,

CQ=1z= \/Z_y pois Q é ponto da parabola. Portanto, v/ x* +z° = \/Z_y ou x>+z*=2y,que éa
equacdo desta superficie.

Notemos que a equacdo vx*+z? =.,/2y contida no exemplo acima pode ser obtida

imediatamente ao substituirmos z por vx? +z? , na equacdo z° =2y (geratriz). Este método sera
utilizado para todos os casos de superficie de revolucao.

Entdo, se a geratriz estiver contida num dos planos coordenados e girar 360° em torno de
um dos eixos desse plano, a equacdo da superficie assim gerada sera obtida da seguinte maneira:
a) Se a curva gira em torno do eixo dos X, substitui-se y ou z na equagdo da curva por

Jy2+22;

b) Se a curva gira em torno do eixo dos y, substitui-se x ou z na equagdo da curva por
VX2 +27;

c) Se a curva gira em torno do eixo dos z, substitui-se X ou y na equacdo da curva por

Observacdo: Quando da substituicio de z por +x*+2z> na equagio z° =2y para resultar
x> +12z° =2y, considerou-se z>0. Para se ter a superficie completa devemos substituir z por

++x?+2%, 0 que ndo vai alterar em nada a equagdo x°+z” =2y da superficie. A mesma
observacao vale para as outras substitui¢des acima descritas.

Agora, passaremos a estudar as superficies quadricas denominadas elipséides,
hiperboloides e paraboloides.

9.8 ELIPSOIDES
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2 2
Consideremos no plano yz a elipse de equacdes E)/—z + (Z:—Z =1, x=0. Vejaa figura abaixo:

z
I

C

O
o

X

Ao girarmos essa elipse em torno do eixo Oy, obtemos o elipsoide de revolucao (conforme

a imagem a seguir) cuja equacdo serd obtida da equacdo da elipse, substituindo-se z por
2 2 2
X2 +12° y X +z’ —10u5—+z—+5—=1

c? c? b? c?

De maneira analoga se obtém o elipsdide de revolucdo em torno de Oz. Neste caso sua

2 2 2
equacio é obtida da equacio da elipse, substituindo-se y por ++/x* +y* : :3(—2 + Z—Z +(Z:—2 =1.
De uma maneira mais geral, o elipséide (figura ao lado) é
2 2 2
representado pela equacéo X—2+g—2+z—2=1, onde a,b e c sdo reais
a C

positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipsoide.

Observemos ainda que os pontos (+a,0,0), (0,£b,0) e
2 2 2

(0,0,£c) séo solugdes da equacdo % +g—2 + (Z:—z =1, chamada forma

candnica do elipsoide.

O traco no plano xy € a elipse —+E)’_2
a

> =1, z=0 e os tracos nos planos xz e yz séo as

: x*  z? y? z° :
elipses —+—=1y=0e b—z +— =1, x=0, respectivamente.
a~ ¢ c
Observemos também que as intersecgdes do elipsoide com planos x =k,y =kouz =k (k=

constante), resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio.
2 2 2

2
X zZ zZ

No caso de a = b = ¢, a equacéo —+y—+——1tomaaf0rma—2 y_2 +—=1ou
a® b* ¢ a®~ a° a

x* +y? +1z% =a? e representa uma superficie esférica de centro C = (0,0,0) e raio a.

Notemos que esta superficie também € de revolugdo e obtida pela revolucdo de uma
circunferéncia em torno de um de seus diametros.
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Se o centro do elipsoide € o ponto (h,k,1) e seus eixos forem paralelos aos eixos

2 2 2 2 2 2
coordenados, a equacgao X—2+Z—2+Z—2 =1 assume a forma (x Zh) + (ybzk) + (2 21) =1 obtida
a c a c

por uma translacéo de eixos.

Exemplo 11: Dada a equagdo da superficie esférica x* +y® +z? +6x—4y—12=0, determine o
centro e o raio.
Solucéo:
Comecamos escrevendo a equacdo na forma
(X* +6X)+(y* —4y)+z? =12
e completamos os quadrados
(X*+6x+9)+(y> —4y+4)+2>=12+9+4
ndo esquecendo de somar 9 ¢ 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma feita ao primeiro
membro.
Logo, a equagao torna-se:
(x+3)? +(y—2)°+(z-0)*=5°
E, portanto, C =(-3,2,0) er =5.

9.9 HIPERBOLOIDES

y2 72
2

Consideremos no plano yz a hipérbole de equacdes reae =1, x =0, conforme a figura
c

abaixo:

Obteremos os hiperboldides de revolugdo ao efetuarmos rotagcGes em torno de um de seus
eixos.

9.9.1 Hiperboldides de uma Folha

A rotacdo da hipérbole, apresentada na figura acima, em torno do eixo Oz resulta no

hiperboloide de uma folha (figura abaixo), cuja equacdo serd obtida da equagdo da hipérbole
2 2 2 2

2 2
substituindo-se y por +y/x2 +y? : 2 t;y —2—2:1 ou ;(—2+;/—2—Z_2:1.
c c
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Generalizando, um hiperboldide de uma folha é representado pela equacao
2 2

2
X zZ ~ - . ;. .
—2+g—2——2 =1 chamada forma candnica do hiperboloide de uma folha ao longo do eixo Oz. As
a C
X2 y2 ZZ XZ y2 22
outras duas formas séo — —-—+—=1¢€ —— + = +— =1, que representam hiperboloides de
a® b®> ¢ a® b c¢?
uma folha ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

2 2 2

Atraveés da equacéo X—2+g—2——2 =1 vemos que o trago do hiperboldide no plano xy é a
a C

) 2 2 2
_ « « o X* z
elipse _2+y—2:1, z=0 e os tragos nos planos xz e yz sdo as hipérboles — —— =1, y=0 e
2 b a® ¢
2 2
Z -
E)’_Z ~ %=1, x=0, respectivamente.

o

Um traco no plano z = k é uma elipse que aumenta de tamanho a medida que o plano se
afasta do plano xy. Os tracos nos planos x = k e y = k sdo hipérboles.

Observacdo: E importante frisar que, apesar da imagem mostrar um hiperboldide limitado ao longo
do eixo Oz, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos que se restrinja z
a um intervalo limitado). Estenderemos esta observacdo para todas as superficies que serdo ainda
estudadas.

9.9.2 Hiperboloides de duas Folhas

A rotacdo da hipérbole que foi apresentada no item 9.9 em torno do eixo Oy resulta no
hiperboloide de duas folhas (figura abaixo), cuja equacdo sera obtida da equacdo dessa hipérbole

2 2 2

o, x> +2 X z
substituindo-se z por £+/x? +22: ¥ — y _
b*> ¢ ¢ b? ¢?
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De forma mais geral, um hiperboléide de duas folhas é representado pela equacéo

2 2 2
X z o : . .
——2+Z—2——2 =1 chamada forma candnica do hiperboloide de duas folhas ao longo do eixo Oy.
a c
X2 y2 Z2 2 y2 ZZ
As outras duas formas sdo0 — - —— =1 e —— — == +— =1, e representam hiperboloides de
a® b* c? a® b? c?

duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente.
Observemos ainda que os tracos desses hiperboldides nos planos x =k, y =kouz =k (k =
constante), resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio.

RESUMO

2 2 2
. . . . . X z
As equac0es dos elipsoides e hiperboloides podem ser reunidas em J_r—zJ_ry—zJ_r—2 =le

QD
(o
(@]

conforme os sinais dos termos do 1° membro, apresentados nesta ordem, temos o seguinte quadro:

sinais ao longo do eixo
Elipsdide ++ + | e
Hiperboléide de YR 8"
uma folha pheulf y
+ + - Oz
Hiperbol6ide de sl 8"
duas folhas RE Y.
- -+ Oz
9.10 PARABOLOIDES
9.10.1 Paraboléide Eliptico
yz
Consideremos no plano yz a paradbola de equagbes z = =, x = 0, conforme mostra a
p yzap quag >
figura abaixo:
: A rotacdo dessa parabola em A
torno do eixo Oz resulta no T
paraboléide de revolucdo (fig. a gh___ |
direita), cuja equacdo serd obtida da \ T P
parébola, substituindo-se 'y por S
o[22, Ny
X" +Yy" ! 7”4 .,
2 2
X
Z=—++ y— ¥
b2 b2

Ja um paraboldide mais geral, denominado paraboléide eliptico, é representado pela
equacéo na forma candnica.

55



Exemplo 12: A Figura ao lado,
representa o paraboldide eliptico de equacéo

2 2
x? z
y=4x2 +2z% ou y ="+ a0 longo do
4

eixo Qy.
Podemos observar que no plano y=4
2

Cx z ,
esta a elipse X +T=1e as parabolas nos
planos x = 0 e z = 0 séo
y:zz,x:O e y:4x2,z:0,
respectivamente.

9.10.2 Paraboldéide Hiperbolico

y2 X2

A superficie dada por uma equacdo do tipo =" é denominada paraboloide

b a

hiperbdlico e esta equacdo é chamada forma canénica do parabol6ide hiperbolico ao longo do eixo

Oz.

. 72
As outras formas sdo y=—-—

2

C a

X2

2

z

72 y2
e X=—-—==que representam paraboldides

c2 p?

hiperbdlicos ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.

9.11 SUPERFICIES CONICAS

Consideremos no plano yz a reta g de equagbesz=my, x =0
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’ A rotagdo desta reta :
em torno do eixo Oz resulta na

superficie conica circular (Fig.
a direta) cuja equacéo é obtida
da equacéo da reta onde y €

o ¢ substituido por ++/x? +y? :
4 , X2 2

22X 4
* )

a2

A reta g é chamada geratriz da superficie e o ponto O, que separa as duas folhas € o vértice
da superficie. Uma superficie conica mais geral, denominada superficie conica eliptica é

2 2
~ 2 X Yy ~ p e A
representada pela equacdo z“ = —2+—2chamada forma candnica da superficie conica ao longo do
a b
_ ) ) x2 72 ) y2 ,2
eixo Oz. As outras formas sdo: y“=—+— e X“ ==—+— que representam superficies
a’? c? b? c?

conica elipticas ao longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente.
Exemplo 13: se areta z = 2y, x =0, do plano yz é girada em torno de Oz, a superficie de revolucéao
resultante é a superficie conica circular de vértice na origem e eixo coincidindo com Oz, e cuja

equacdo se obtém de z = 2y substituindo y por + \/x2 + y2 ;

z=+2x>+y* ou 22:4(x2+y2)

Observacao: no caso dos hiperboléides, paraboldides e superficies conicas de centro ou vértice no
ponto (h, k, 1) e eixo paralelo a um eixo coordenado, de forma anéloga ao que foi feito para o
elipsoide, as equacdes serdo obtidas das correspondentes formas candnicas substituindo-se x por x —
h,ypory—kezporz-I.

9.12 SUPERFICIES CILINDRICAS

Seja C uma curva plana (diretriz) e r uma reta fixa ndo-paralela ao plano de C. Uma
superficie cilindrica é a superficie gerada por uma reta g (geratriz) que se move paralelamente a reta
fixa r em contato permanente com a curva plana C. esta superficie pode ser vista como um conjunto
de infinitas retas paralelas que sdo as infinitas posi¢des da geratriz.

--.- '- \
h \




Nos nossos estudos consideraremos apenas superficies cilindricas cuja diretriz € uma curva
que se encontra num dos planos coordenados e a geratriz € uma reta paralela ao eixo perpendicular
ao plano da diretriz.

Exemplo 14: Consideremos a parabola no plano xy dada por x% = 2y,z=0. Como a geratriz é

uma reta paralela ao eixo Oz, a superficie cilindrica esta ao longo deste eixo, como mostra a figura
abaixo.

E importante observar que se tomarmos um ponto da diretriz, por exemplo A(2,2,0), todo
ponto do tipo (2,2,z), para z real qualquer, também satisfaz a equacédo da parabola pois esta pode ser

vista como x? = 2y + 0z, ou seja, a superficie contem o ponto A e toda reta por A é paralela ao
eixo Oz. Isto significa que o valor de z ndo influi no fato de um ponto P(x,y,z) pertencer ou nao a
superficie. Entdo, como para 0 ponto s interessam as varidveis X e y, a propria equacdo da diretriz
é a equacdo da superficie cilindrica. A figura abaixo representa uma superficie cilindrica parabdlica
ao longo do eixo Oz.

e
'Il .

==\
2 22

.-II
. L X e e o o
Assim, a equacdo T+E =1 representa uma superficie cilindrica eliptica (a diretriz é

uma elipse) ao longo do eixo Oy (y é a variavel ausente).

Lista de Exercicios 13 - Superficies Quéadricas - Resolva os exercicios 5 e 9 da lista de
exercicios da pag. 225, do livro Vetores e Geometria Analitica, Paulo Winterle, Editora
Makron Books.

10 MATRIZES E DETERMINANTES

10.1 MATRIZES
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Operando com matrizes estamos utilizando uma forma compacta de fazermos operacGes
com varios nimeros simultaneamente.

Definicdo: Uma matriz A, m x n (m por n), é uma tabela de mn nimeros dispostos em m linhas e n
colunas. Representamos esta matriz de m linhas e n colunas por:

a, 4, a,
a a ... a

Amxn = A # o= [aij]mxn
a a a

mil m2 mn

A ordem de uma matriz é determinada pelo nimero de linhas e colunas, por exemplo:
a) se o numero de linhas for igual ao nimero de colunas (n), dizemos que esta matriz € de ordem n
ou chamamos matriz n x n ('n por n);
b) se o nimero de linhas for m e o nimero de colunas for n, dizemos que esta matriz é de ordem m
x n (lé-se: m por n) ou simplesmente m x n.
Usaremos letras maiusculas para denotar matrizes e quando quisermos especificar a ordem de uma
matriz A (o numero de linhas e colunas) escreveremos Anx,. Para localizar um elemento de uma
matriz, dizemos a linha e a coluna (nesta ordem) em que ele esta.
Os elementos da matriz A sdo indicados por ajjemque: i e {1,2,3,..,.m}eje{1,23, .. n}
O primeiro indice (i) do elemento a; indica a posicdo da linha e o segundo (j) indica a posicéo da
coluna. Assim, temos:
e ay (lé-se: a dois um)— elemento localizado na 2% linha e 1% coluna.
e ag (lé-se: atrés quatro)— elemento localizado na 3% linha e 4° coluna.
Duas matrizes sdo iguais se elas ttm o mesmo nimero de linhas e colunas e todos os seus elementos
correspondentes sao iguais.

Tipos de Matrizes
Consideramos uma matriz com m linhas e n colunas que denotamos por Amxn:
1) Matriz Quadrada € aquela cujo numero de linhas é igual ao nimero de colunas (m=n). Ex:

|F1 2 2l
-1 1 3]

L412J

|f0 0 0 oT|
2) Matriz Nula é aquela em que a;; = 0, paratodoiej.Ex.:lLo 00 0J|.
0 000

i
2.
2]

4) Matriz Linha é aquela que possui uma Unica linha(m=1). Ex.: [1 -2 3 -1].

3) Matriz Coluna é aquela que possui uma Unica coluna (n=1). EX.

5) Matriz Diagonal € uma matriz quadrada (m = n) onde os elementos que nao estdo na diagonal séo

|F2 0 07|
nulos, isto é, a; =0, parai=j. Ex.:.|0 4 0]

0 0 7

Observacao: Isso ndo impede que alguns elementos da diagonal principal sejam iguais a zero. Mas,
cuidado, se todos os elementos (i = j) forem nulos, teremos uma matriz nula ao invés de uma matriz
diagonal.
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|F1007

6) Matriz ldentidade Quadrada (1) e aquelaem que a;; =1 e a; =0, parai=j. Ex.:[0 1 0]

00 1J
7) Matriz Triangular Superior € uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal
2 -1 17|
principal séo nulos, istoe, m=nea;=0,parai>j.Ex.:[0 1 2|
10 0 4
8) Matriz Triangular Inferior € uma matriz quadrada em que todos os elementos acima da diagonal
2 0 0 0]
o N L .. 110 OI
principal sdo nulos, isto ¢, m=ne a; =0, para i <j. Ex.: s 3 4 0 I
4 5 7 2]
|F4 3 —ﬂ|
9) Matriz Simétrica é aquelaondem=nea;=a;. Ex.:| 3 2 0|
L 10 SJ

Operacdes com Matrizes

1) Adicéo: A soma de duas matrizes de mesma ordem Amxn=[aij] € Bmxn=[bjj] € uma matriz mxn,
que denotaremos A + B, cujos elementos sdo somas dos elementos correspondentes de A e B,
isto &,

137|
2 5|

.
.

A adicdo de matrizes tem as mesmas proprledades dos ndmeros reais:

a) A + B =B + A (comutatividade)

b) A+ (B + C) = (A + B) + C (associatividade)

c) A+ 0=A, onde 0 denota a matriz nula mxn.

1 -l lo 47|

2) Multiplicagdo por Escalar: Seja A = [ajj]mxn € k um nimero, entéo definimos uma nova matriz

Fz 10] [-4 -20]
Dadas as matrizes A e B de mesma ordem mxn e 0s numeros k, ki e kp, temos as seguintes
propriedades:
a)k (A+B)=kA +kB
b) (kl + kz) A =kiA + kKA
c) 0. A =[0], isto é, se multiplicarmos por zero qualquer matriz A, obteremos a matriz nula.
d) kl(sz) = (klkz)A

3) Transposi¢do: Dada uma matriz A = [a.,]mxn, podemos obter uma outra matriz A'= [bjj]mxn, CUjas
linhas séo as colunas de A, ou seja, bij=aj;. A (também denotada A”) é denominada transposta de

2 1]
| | [2 0 -1]
Ex:. A=l 0 3] e A'=L .
1 3 4] .
L_l 4J3x2 "
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Propriedades:

a) Uma matriz é simétrica se, e somente se ela € igual a sua transposta, ou seja se, e somente se
A=A"

b) (A')'= A, ou seja, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.

¢)(A+B)=A"+B

d) (kA)' = kA", onde k é qualquer escalar.

4) Multiplicacdo: Sejam A = [aj]mx € B = [bj] nxp. Definimos AB [Cu]mxp, ONde

n
CUV: Zaukbkv = aulblv+...+aunbnv .
k=1

Essa operacdo pode ser melhor entendida na equacdo matricial a seguir

(e ... Up
b
In

b?rz

Cij ' i1 go ... yn

L Bl Tpa . ”-u.'p

Obs.: S6 podemos efetuar o produto de duas matrizes A mxp € B gxn Se 0 nimero de colunas da
primeira for igual ao numero de linhas da segunda (p=q =r). A matriz C = AB serd de ordem m x
n, isto é:
A B AB
mx r rox n= mx n

t Inl.crnnsT

Exlemos

O elemento da linha i e coluna j da matriz A.B (cj;) € obtido multiplicando-se os elementos da
linha i de A pelos elementos correspondentes na coluna j da matriz B e somando-se todos 0s
resultados.

2 1
-2 -1
Exemplo: Sejam as matrizes A={4 0|e B ={ 6 } calcule, se possivel, AB.
5 3
Solucéo
A é uma matriz 3 x 2 e B € uma matriz 2 x 2, logo o produto AB existe, pois 0 numero de colunas
de A é igual ao numero de linhas de B e a matriz de resultado C e de ordem 3 x 2.

Para encontrar o resultado de cy;, multiplicamos os elementos correspondentes da linha 1 de A e da
coluna 1 de B, somando os resultados:

2 1 [2.(-2) +1.(-3) —7

7 _ — —
70 { } e
-3 62x2

_5 3_3X2 L — —3x2 — —d3x2

O elemento c;, é obtido multiplicando-se os elementos correspondentes da linha 1 de A e da coluna
2 de B, somando-se 0s resultados:

(-7 2(-1)+1.6 -7 4
271 B
{—3 6l |— — T

2x2
L J43x2 L— _— 3x2 — —3x2

i
-

(62 BN N
w O
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O elemento c3, é obtido multiplicando-se os elementos correspondentes da linha 3 de A e da coluna
2 de B, somando-se os resultados:

2 1] -7 4 ~7 4
-2 |-1
A [ I I
3x2 2 _ 5(-D+36 3x2 B 3x2
Assim, seguindo 0 mesmo processo acima o produto completo é :
2 1 5 2.(-2)+1.(-3) 2(-1H+1.6 -7 4
4 0 { 3 } =14.(-2)+0.(-3) 4(-1)+06| =|-8 -4
a 2x2

5 3], 5.(-2)+3.(-3) 5(-1+36) , |-19 13

3x2

Propriedades:
a) Em geral AB = BA (podendo mesmo um deles estar definido e o outro néo).
by Al=IA=A
c) A(B + C) = AB +AC (distributividade a esquerda da multiplicacdo , em relacdo a soma)
d) (A + B)C = AC + BC (distributividade a direita da multiplicacdo, em relacdo a soma)
e) (AB)C = A(BC) (associatividade)
f) (AB)'= B'A" (Nesta ordem)
9)0.A=0eA.0=0

Lista de Exercicios 14:
1) Para encontrar cluster (um agrupamento de objetos que tenham alguma relacdo)de péginas da

web (A, B, C, D e E), um estudante através de alguma férmula encontrou o seguinte grau de
similaridade entre elas, conforme a tabela abaixo:

A B C D E
A 1 0,2 0,3 0,4 0,4
B 0,2 1 0,7 0,3 0,6
C 0,3 0,7 1 0,1 0,8
D 0,4 0,3 0,1 1 0
E 0,4 0,6 0,8 0 1

a) Represente por uma matriz (W) os dados acima.
b) Considerando os tipos de matrizes descritas anteriormente vocé a classificaria como? Por qué?

[_1]
2 Sei A_Fl 2 3WB_F—2 0 ﬂC_I | D =211, Calcule:
) Sejam _LZ . _d, _LS 0 1J’ =| 2 |e D=[2-1]. Calcule:
4
a)A+B b) A.C c)C.D d)2A +B e) -A
|— 2 X2—|
3)SejaA:L2 . 0J.SeAt:A,entétoqualovalordex?
X_

4) Se A é uma matriz triangular superior, entdo A' é

5) Marque V ou F, justificando sua resposta:
a) () (A)=-(A)
b) () (A+B)'=B+A'
c)( )SeAB=0,entio A=0ouB=0.
d)( ) (-A)(-B)=-(AB)
e)( )SeAB=0,entdo B.A=0.
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f) () Se podemos efetuar o produto A.A, entdo A € uma matriz quadrada.
_ 2

6) Se A*=A.A, Calculet . J .

|f2 -3 —57| |f—1 3 57| |F2 2 —4T|
7)DadasA=|-1 4 5|B=|1 -3 5/eC=[-1 3 4|
1 3 4] |la o3 s] |1 2 a3

a) Mostre que AB=BA=0,AC=AeCA=C.
b) Use os resultados de a) para mostrar que ACB = CBA e A?-B?= (A - B) (A + B).

8) Abaixo é apresentada uma tabela com as quantidades por itens que quatro consumidores (Cy, Co,
Cs, C4) desejam comprar e outra contendo o pre¢o por unidade de cada item nos trés supermercados
da cidade (Sy, Sy, S3).

Quantidade desejada por item Preco por unidade no supermercado(R$)
Cy C, Cs Cy Si Sz S3

Batata 3 1 0 1 0,80 0,70 0,80

Pasta de dente |1 0 1 0 255 (2,20 |2,55

Chicletes 10 |0 4 0 0,05 0,10 0,07

Carne moida 0 1 1 0 2,65 (2,70 |3,00

Alface 2 3 0 2 0,50 0,70 0,30

a) Calcule o quanto cada consumidor gastara em cada supermercado.
b) Qual supermercado cada consumidor gastaria a menor quantia?

Respostas:

1 02 03 04 04 . .. ; . .

1)a)lo2 1 07 03 06 b) Matriz simétrica, pois possui mesmo n° de linhas e colunas e aij = ai.
03 0,7 1 01 08

04 03 01 1 0

04 06 08 O 1

-1 2 4] [15] fo 4 7] (1 2 -3

2 b -2 1 d

)a)b 1 oJ )L—4J C){4 _2} ) 7 2 —1J e)L—z -1 1J

8 -4

3)x=1. 4)Triangular inferior. 5)a)V b)V ¢F dF eF gV
6 [7 0] ) Most

) LO 7J ) Mostrar.
8) a) b) C1no S, C2no Sz, C3no S, e C4no S

C, |6,45 [6,70 [6,25
Cp 4,95 [550 [4,70
Cs (540 [5,30 5,83
C, [1,80 [2,10 [140 63




10.2 DETERMINANTES

Chamamos determinante o nimero associado a uma matriz quadrada A=[a;] e
escreveremos det A ou| Al ou det[aj].

Calculo do Determinante:
10.2.1 Matriz 1x1:

det[a]=a
10.2.2 Matriz 2x2:

[a,, a, ]|
Ol an)”

a4
=818,y — 8558y

8y Ayp
10.2.3 Matriz 3x3:

&y 4y 3| |&; 8y G
det Q1 8y Gy | =y 8y Ayg| = 418,853 — &18y585; — 85851833 + 885385) T 1585185, — 81585,85;
83 8gp gz | [Ayy A g3

Meétodo de Sarrus:
Calcula-se o determinante repetindo-se as duas primeiras colunas da matriz.
Gy Gy A |y Gy Bl A
det B 8y 3 |=|dy az;zazs azl 8y = 84185833 1 85848 T 838,185, — (a13a22a31 + 88,58, + a12a21a33)

Y Y A A A

- - - + o+ 4+

Exemplo: Calcule o determinante de A pelo método de Sarrus, onde

3 2 -1
A=l4 1 6
L 2
(3 2 41
det{ 4 1 6 1=3.1.2+26.(-3)+(-1).4.(-1)-((-1).1.(-3) + 3.6.(-1) +(2)4(2)) = -27
3 -1
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Para definir o determinante de matrizes quadradas de ordem superior ou igual a 3, precisamos
definir o que sdo 0os menores de uma matriz.

Dada uma matriz A = (aij)nxn, 0 menor do elemento a;; , denotado por Aij, ou simplesmente Aij é a
submatriz (n x 1) x (n x 1) de A obtida eliminando-se a i- ésima linha e a j- ésima coluna de A,
conforme o esquema mostrado na figura abaixo:

Exemplo: Para uma matriz A = (aj))sxs, @ Matriz menor de Ay é obtida eliminando-se a segunda
linha e terceira coluna da matriz original, ou de forma mais mneménica eliminando a linha e coluna
que contenha o elemento ap3 da matriz original. Assim, a matriz que resta apos esta eliminacdo é a
matriz menor de A para i=2 e j=3, como facilmente vemos abaixo.

NN B I TR

Método de Laplace:
Podemos escrever essa soma COmo: aj;1(az2a8s3-a23a832) - ai2(8z1833-823831) + a13(A21832-322831), OU
ainda:

8y A3 8y 8y ayn ap
83, g3 83 Ag 831 Az
det A = ayl Aul -ard Al +aig Adl,

onde Ajj € a submatriz da inicial, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram retiradas.

Além disso, se chamarmos Ai,-:(-l)i+j| Ai,-| obtemos a expressdo det A = a1A11 + a;pAge + a13A13.

ai1 1o a3 , OU seja,

Exemplo: Calcule o determinante da matriz a abaixo utilizando o metodo de Laplace.

3 2 1
A=|4 1 6
3 -1 2
Solucéo:
3 2 41
det(A)=|A|=[4 1 6
3 -1 2

Para calcular o , devemos escolher uma linha ou uma coluna e usar a formula
definida para o metodo de Laplace. No caso, sem perda de generalidade vamos escolher a linha 1,
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poderia ser escolhida qualquer outra linha ou coluna e o resultado seria igual ao que iremos obter
(vocé pode verificar isso escolhendo outra linha ou coluna e calculando o determinante). Assim, o
valor de i e j para uso na formulasdo i=1 ej € {1,2,3}, isto €:

. =3 j=3 .
i=1, j=1 i=1,j=1
Procedendo a determinacdo da submatriz de A e os pivés aij , seguindo a formula exposta acima

temos:

Aij‘ = ayy (-1 Agg| + ap (1) |Agy |+ ag3 (1)1 A =

: ) 1)1+1

1 6|+z}-11? |4 Gl+f-1f-11 8 1 =
12 -3 41 2 -3 -1

Os valores nos quadrados azuis sao 0s pivos extraidos da linha 1, que escolhemos a priori. Esse
pivé na matriz original é usado para excluir a respectiva linha e coluna que o contem na matriz
original, gerando dessa forma a matrizes menores da matriz original (linha e coluna em vermelho na
figura), isto é:

6 4 6 4
+2(-1 1+2 +(-1)(-1 1+3
RGN R S VS Vil S
Agora, calculando os determinantes 2x2 resultantes do processo acima, utilizando o definicdo de

determinante para matrizes 2x2 tem-se:
=3(1.2-(-1).6) - 2(4.2 - (-3).6) - 1(4.(-1) - (-3).1) =
=24-52+1=-27

O valor -27 é, portanto, o valor do determinante da matriz original A.

1
=3_11+1
(17

10.2.4 Matriz nxn (n linhas e n colunas)
A propriedade acima continua sendo valida para matrizes de ordem n, isto é,

|fa11 ap aln—i
. n
Ann=| "2 ®2 " %0l Assim podemos expressar det Apg= ainAis + ... +8indin = 2agA;;
| : : : | j=1
Lanl anz ann

O ndimero Ajj (que é o determinante afetado pelo sinal (-1)"™ da submatriz Aj;, obtida retirando-se a
i-esima e a j-ésima coluna) é chamado de cofator ou complemento algébrico do elemento a;. O
desenvolvimento acima foi obtido a partir da i-ésima linha. Uma forma anéloga também ¢ valida
para a j-ésima coluna.

Exemplo:
Calcule o determinante de

A=

[ig B T s N O
==
| e
[l St I S U]

Solucéo

Primeiramente, devemos escolher a linha ou coluna com a maior quantidade de zeros, no caso em
questdo a 22, coluna contem 2 zeros, 0 que deve facilitar os calculos para encontrar o determinante.
A seguir, usamos 0s co-fatores para cada um dos elementos da 22 coluna, como pode ser visto a
sequir:
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det

i=4 =4
> ohglagl= T sy

i=1, j=2 El, 2

[ TR T o TR S
w O = O
o= ka0
B % B =R LW

(72 g |+ (177 s |+ agp - 1172 gy |+ aup (1) Ay | =

Cada matriz entre barras acima é uma submatriz da matriz original e é obtida eliminando a
respectiva linha e coluna expressa nos indices destas submatrizes, isto é, para a submatriz Aj
eliminamos a linha 1 e a coluna 2. Para a submatriz Ay, eliminamos a linha 2 e coluna 2, para a
submatriz As; eliminamos a linha 3 e coluna 1 e por fim para a submatriz A4, eliminamos a linha 4
e coluna 2, conforme as linhas vermelhas indicam na expressdo abaixo.

= Ao (- 117 [Ags |+ o (177 gy [+ 335 (- 1777 |y |+ 3y (1% |8y, | =

7 3 2z 2 3 3z 7 3 2
5 7 4 5 7 4 5 7 4
o 11++2 117 7Y -1+ =
)13 12)23 12@[:I +3-1) 3 1 2
5 71 5 71 5 701

Perceba que ao retirar a linha e coluna indicada sobram apenas as demais componentes da matriz
original, que agora formam a respectiva submatriz.

. 2 3 2 2 3 2
= o(-11H +1(-1F72)3 1 2|+ 0(-17*s +3-1*2% s 2 4=
. 502 1 301 2

Note que para os valores zeros, escolhidos da segunda coluna da matriz original, as respectivas
parcela se anulam ficando apenas a segunda e a Gltima parcela, restando calcular o determinante das
duas matrizes 3x3 destas parcelas. Assim, escolhendo as melhores linhas de cada uma delas
podemos utilizar LAPLACE novamente, ou se preferirmos poderemos usar SARRUS, pois todas as
matrizes sdo 3x3. Continuaremos usando LAPLACE para entende-lo melhor. No caso, para a
primeira matriz 3x3 usaremos a primeira linha e para a segunda matriz 3x3 usaremos a segunda
linha (poderiamos usar qualquer linha ou coluna), para obter os pivds e as respectivas submatrizes,
como pode ser visto na expressdo abaixo:

2 3 2 2—5—2
13 1 2|+35 2z 4a|=1|z-1)"*? 1 2|+ 3(-1)**? |3 2+ 213 1
5 2 1 3 1 2 2 1 5 1 5 2
2 2 3
+ 4-1)7 ‘ =
2 31

Apos ter todos os pivos e submatrizes determinadas, passamos ao calculo dos determinantes
destas submatrizes e posterior calculo do determinante original , como pode ser visto na expressao
abaixo.

_1 1)1+1M UMN ngﬂﬂ ”MN WM UMM

2(1.1-2.2y-3(3.1-5.2)+2(3.2 - 52+ 5(3.2-12)+2(22-32)-4(2.1- 33
1[2(-3)-3.(-?]+2.1]+3(-5.-ﬂ+2(-2] 4.0-71= (E+21+2]+3[-2EI-£1+2E|]—1?+12—29

+3 5|:_1:|2+1
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10.2.5 Propriedades do Determinante
1) det A = det A'

2 3 1 2 3 1

A=l-1 0 2 det A=|-1 0 2|=0+6—-1—(0+4+3)=-2
EXx: 1 1 -1 1 1 -
2 -1 1 2 -1 1

A'=|3 0 1 det =3 0 1|=0-1+6—-(0+4+3)=-2
1 2 -1 1 2 —

2) det (A+B) = det A + det B.

Ex.:
2 -3 -1 4 1 1
w2 7] e ] e dee
B B det(A+ B) = det A+ det B
5 _4g 14 6+~-16
det A= =-10 detB= =—6 detA+detB=-10-6=-16
- 1 1 2
3) det (AB) = det A . det B.
Ex.:
-1 1 2 - -1 4 -1 4
A:[Z S}B:L 3} Asz[l 11} det(AB):‘l ljjﬂ
B B B det(AB) = det A.det B
7=7
detAz‘_l 1‘:1 deth‘z ﬂ:? det AdetB=17=7
2 -3 1 3

4) Se uma linha (ou coluna) € igual a zero, o determinante é igual a zero.
1 0 -
EX:detA=[2 0 1|=0
3 0 -
5) Se duas linhas (ou colunas) sdo proporcionais, o determinante é igual a zero.
1 2 —1% * -1 ¢1
EX. geta—|2 4 -2%0 detB=]2 0 2/-0
-1 3 1 3 1 3
6) Se uma linha (ou coluna) pode ser obtida como uma combinacdo de linhas (somadas ou
subtraidas), o determinante é igual a zero.
1 2 -3
EX: detA=|2 -1 0[=3+0-6-(9+0-12)=0
3 1 =3 linhat+linha2

7) Ao trocar duas linhas (ou colunas) de um determinante o sinal dele troca.

T —— 11 0
EXDdetA=|-1 1 O#==17(3%2)= 57 detB=bl 2 -1=2+2-(-1)=5
—2 0 - —2 0 -
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8) Ao multiplicar uma linha (ou coluna) por urpg constante, o determinante fica multiplicado por
essa constante.

1 2 3
EX-IdetAz‘ 3‘=3+2=5 detB:‘

6
‘:9+6:15
3

9) Ao multiplicar uma linha (ou coluna) por uma constante e somar este produto aos elementos
correspondentes de outra linha (ou coluna) o determinante sera igual ao da matriz original.

Ex.:

1 0 3 6 0 3 1+53 0o 3
detA=|2 -1 4|=2+18—-(-3+12)=11 detB=|22 -1 4|=| 2+54 -1 4|=32+198-(27+192)=11
1 3 -2 —9'\3 -2 1+5(-2) 3 -2

colunal+5.coluna3

10.3 MATRIZ ADJUNTA

Dada uma matriz A, podemos obter outra matriz a partir dos cofatores de A, ou seja A=[Ajj].
Chamamos de matriz adjunta de uma matriz quadrada A a matriz transposta da matriz dos
cofatores de A, ouseja, adj A= A",

0O 2 1
A=(3 -1 2
4 0 1
Cofatores: 2= Do i‘z_l ) i‘:s Aa= 0y )=
Am:(fl)z*li ﬂ:fz Azzz(fl)z*zg j:74 A23:(71)2*32 5‘:8
Ag = (12 2 1‘=5 Ag = (12 1‘:3 Agy = (1% 2]J=—e
-1 2 3 2 3 -
-1 5 4 -1 -2 5
A=|-2 -4 8| adjA=(A)=|5 -4 3
5 3 -6 4 8 -6

Propriedade: A. A" = (detA)l,.
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10.4 MATRIZ INVERSA

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de A a uma matriz B tal que

A.B = B.A = I,,, onde I, é a matriz identidade de ordem n. Escreveremos A™ para a matriz inversa
de A.

3
3] :

[2 |
Ex.:SejaA:h . J Entdo A™'= |, pois AA'=l, e ALA=L.

{

|

5 s
q

3 5 2 =5
& omatriz B = [ ] é aitversa de A= [—J }

l 2

Exemplo:

pois,

Observagoes:

a) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis (ou seja, é possivel
encontrar A e B™), entdo A.B é inversivel e (AB)* = B1.A™,

b) Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I, entdo A é inversivel, ou seja

Al existe e, além disso, B = A™. Isso significa que basta verificar uma das condi¢des para a inversa
de uma matriz e esta sera unica.

c) Nem toda matriz tem inversa. Uma matriz quadrada admite inversa se, e somente se det A = 0.
Neste caso, A pode ser determinado por: o= _ 1 adjA -
d

et A
0 2 1 -1 -2 5
A=|(3 -1 2| adjA=|5 -4 3| detA=14
Ex.:

4 8 -6

1 He W Ha
At= ﬁ-ade =% % Y
%% Ha

Lista de Exercicios 15:

_ [1 2] [3 -1]

1) Dadas as matrizes A = L J eB= L J calcule:

10 0 1
a)det A +detB b) det (A + B)

_ 3 5
2) Dadas as matrizesA=|, ,|eB= [2 -3 1} , calcule:
1 4 6

2 1

a) det (AB) b) det (BA)
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|F2 0 -1l
3) Calculedet|3 0 2|
L4 3 7

a) por Sarrus

4) Use quaisquer das propriedades para simplificar e calcular os determinantes abaixo, conforme o

exemplo: Usando a propriedade 8 temos:

b) em relacdo a segunda coluna, usando o desenvolvimento de Laplace.

4 8 12
5 0 —-10 =2
1 2 -3
48 12| 4Q) 4Q2) 4Q) 12 3
5 0 -10/=|5(1) 5.(0) 5.(-2)|=451 0 —2 =45.(12)= 240
12 -3 |1 2 -3 12 -3
3 -7 1 1 o012 ¥y 1
)l 12 18 b)|-1 1 -1 3 Vs o _a
12 —28 4 2 8 2 1 3 6 15
5 1 5 -2

5) Marque V ou F, justificando suas respostas
a) () det(AB) = det(BA)

b) ( ) det A'=det A

c) ( )det(2A)=2det A

d) () det A% = (det A)?

e) () Se A é matriz triangular, entdo det
diagonal principal)

A = ajtaxpt...+ay, (ou seja, soma dos elementos da

f)( ) Se A é matriz triangular, entdo det A = aj; . @ . ... . ann (OU Seja, produto dos elementos da
diagonal principal)
|F2 3 1 —21|
E 4|
6) Dada A = | |, calcule
|0 2|
13 -1 2 4]
a) Aus b) | A3l C) Aas d) det A
lrz 1 —37|
7) DadaamatrizA=|0 2 1 |, calcule
5 1 3
a) adj A b) det A c) At

8) Encontre A, onde:
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(4 -1 2 -2
1 0 1] | |
13 -1 0 0|
a)A=[1 2 1| b)A:| |
12 3 1 0|
0 20
lo 7 1 1]
9) Calcule o valor do determinante das matrizes abaixo pelo método que achar mais conveniente.
» o a3 -5 6 0 O
a) |8 ° b) o 1 -1 2
2 —4 -1 1 3 4 -5 1
2 -2 1
1 6 0 3
10) Encontre, se possivel, A™:
1 4 6
a) 2 6 b) 2 o 3 C) 3 -9 d) 2 -3 1
3 -6 -1 11 2 -6
2 -2 1 Y -2 -3

11) Use quaisquer das propriedades para simplificar e calcular os determinantes abaixo:
3 6 9 -3

1 0 3 4 8 4 12 8 -12 20
s 0 10 b) B - -3 6 21
2 0 - 5 10200 =5 -10 15 -25
1 -3 0 -1
Respostas:
Nal b)3 2)a) det(AB) =0 b) det(BA) =-231 3)21 4) a) 0 (propr.5)
b) 0 (propr.5) c) 20 (propr.8) 55aF DbV ¢F dV eF fHV
[0 3 -2 s 7 ]
| | \F > 0 7Tl 5 1 a5 |
6)a)|0 1 2| b)36 ¢)-36 d)o 7a)| 5 21 _p| b)detA=45 c)| S 2|
3 -1 4 |10 3 4] I 4@ g i45i
|"25 25 5

1
8) a) Ndo tem inversa. b)|-3 -4 12 6] 9)a)-42 b)6 c)-255

1 1
! 2 1 . _
10)a)|5 3 b)l1 2 5 c) N&o tem inversa d) Néo tem inversa
R 2 3 6
10 15 o 2 1
3 3
11) a) O (propr.4) b) —600 (propr.8) c) 0 (propr.5)

10.5 OPERACOES ELEMENTARES

Sdo trés as operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz.

Permuta das i-ésima linha e j-esima linhas. (Li<>L;)
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|F1 oT| |F1 oT|
Ex..Lyls |4 -1| —>|-3 4|
s o) L4 4

Multiplicacao da i-ésima linha por um escalar ndo nulo K. (Li—>kL;)
INES
4 -1|—>|-12 3|

Ex.: Lo—>-3L, |
[ 4] [ 4
Substituicéo da i-ésima linha pela i-esima linha mais k vezes a j-ésima linha. (Li—L;+kL;)
|F 1 oT| |F 1 07|
Ex.:Ls—>Ls+2L; | 4 -1|—> 4 -1
3 4] | 4
Se A e B sdo matrizes mxn, dizemos que B é linha equivalente a A, se B for obtida de A
através de um numero finito de operacGes elementares sobre as linhas de A.
Notacdes: A—B ou A ~B.

10.6 FORMA ESCADA REDUZIDA POR LINHAS
Uma matriz mxn é linha reduzida a forma escada se:

a) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os seus
elementos iguais a zero.

c) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas (isto €, daquelas que possuem pelo
menos um elemento ndo nulo).

d) Se as linhas 1,..., r sdo linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha i ocorre na
coluna k;, entdo ki<k,<...<k. Esta ultima condi¢do impde a forma escada a matriz, ou seja, 0 nimero
de zeros precedendo o primeiro elemento ndo nulo da uma linha aumenta a cada linha, até que
sobrem somente linhas nulas, se houver.

|ro 1 30 2T|
Ex:l0 0 0 1 2|

oooooJ

10.7 INVERSAO DE MATRIZES UTILIZANDO MATRIZES ELEMENTARES

O célculo da inversa de uma matriz usando determinante ou multiplicacdo de matrizes,
envolve um numero muito grande de operagdes. O processo pratico de inversdo baseado nas
operacdes com as linhas de uma matriz €, em termos de célculos, mais vantajoso.

Aplicar uma operagdo elementar nas linhas de uma matriz € o mesmo que aplicar essa
operacdo elementar na matriz identidade e, em seguida, multiplicar esta nova matriz por A.

EF<.: Se toTarmos a matriz identidade I3 e trocarmos a primeira e a terceira linha, obteremos a

0 0 1

matriz|0 1 0].
Ll 0 OJ
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|F1 2 4T|
Se multiplicarmos esta matriz pela matriz A=|0 1 3 |, teremos
2 1 4
|F 0 ”1 2 47| |F2 1 —4T|
|0 1 of/0 1 3|=|0 1 3]
10 J L 1 4J Ll 2 4J
que € 0 mesmo que a troca da primeira e terceira linha da matriz A.

Uma matriz elementar € uma matriz obtida a partir da identidade, através da aplicacdo de uma
operacdo elementar com linhas. Uma matriz elementar E; é inversivel e sua inversa é a matriz
elementar E,, que corresponde a operacdo com linhas inversa da operacdo efetuada em E;.

10.8 PROCEDIMENTO PARA INVERSAO DE MATRIZES

Se uma matriz A pode ser reduzida a matriz identidade, por uma seqiiéncia de operacbes
elementares com linhas, entdo A é inversivel e a matriz inversa de A é obtida a partir da matriz
identidade, aplicando-se a mesma sequéncia de operagbes com linhas. Na pratica, operamos
simultaneamente com as matrizes A e |, através de operagdes elementares, até chegarmos a matriz |
na posicdo correspondente a matriz A. A matriz obtida no lugar correspondente a matriz | sera a
inversa de A.

|F2 1 0 01|
Ex:SejaA:I1 0 - 1|.
001 1 1
10 0 3]

Cologuemos a matriz junto com a matriz identidade e apliquemos as operacdes com linhas, para
reduzir a parte esquerda (que corresponde a matriz A) a forma escada reduzida por linha, ndo
esquecendo de efetuar cada operagdo na direita também.

(2 1.0 0 1000 1 0-11 0100
1 0-11 0100 2 1 0 1000
01 11 0010 " 730 1 1 1 00 1 0f "2
-1 0 0 3 0001 -10 0 3 0001
10 -1 1 0 1 00 10 -1 1 1 00
01 2 -2 1 -200 01 2 -2 1 =200
—— — s
01 1 1 0 0 1 0 “**2790 0 -1 3 -1 1 0| ‘thtets
L2=L2+2.L3
00 -1 4 0 1 01 00 -1 4 0 1 01 L3=-L3
- L4=L4-L3
100 -2 1 -1 -10 1000 3 -3 -3 2
010 4 -1 2 20 0100 -5 6 6 -4
001 -3 1 -2-10f 57775 (0010 4 -5-43
000 1 1 -1 -1 1| te=ts3sa |0 0 0 1 1 -1 -1 1
Finalmente, obtemos a identidade a esquerda e a inversa de A a direita.
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3 -3 -3 2

1 |-5 6 6 -4
Portanto, A=
4 -5 -4 3
1 -1 -1 1

Lista de Exercicios 16:

1) Utilizando as operacdes elementares sobre linhas, encontre A, onde:
[4 -1 2 -2

(-1 2 -3] | | 2 1 -1
| | |3 -1 0 0| | |
a)A=[2 1 0] b)A=| | c)A=|0 2 1|
L4 2 s 2t 5 2 -3
lo 7 1 1]
2 3 -2
2) Determine o valor de k para que amatriz A={0 k 2 |sejainversivel.
3 -1 4

3) Reduza as matrizes & forma escada reduzida por linhas:

[0 2 2]

L1 3I lrl 3 17| i—l 2 3 —ﬂl
a)i I b)l2 6 2| Ol2 -1 2 2|

3 2 L—l -3 _1J Ls 1 2 3J

l2 -3 1]

4) Escreva todas as possiveis matrizes 2x2 que estdo na forma escada reduzida por linhas.

5) Em que condi¢cdes uma matriz diagonal de ordem 4 € inversivel? Qual sua inversa? E se a matriz
fosse de ordem n?

-z 3 -1 2100
6) Calcule A, onde: Q)A=|1 -3 1 b) A=
3210
-1 2 -1
4321
Respostas:
(-1 -1 4 -2
(5 4 -3] | | '8 -1 -3
| |3 4 12 -6 | |
DA 7 6| b CHL_S 1 zJ
| N |
8 -6 5 10 -1 -4
|10 14 -41 21]
2)k;«t—1—1
7
1 0 2] 100 2
| | 1 3 1] 7
01 1| | 4
3)a)|0 0 0| b)[o 0 0] c)jo 1 0 -—
| | 00 oJ 0
lo o of 001 -




0O O0/|0 1(|1 O 1 k
4) , , e para todo escalar kK,
0O 0||0 0|0 1 00

5) Quando todos os elementos da diagonal principal sdo diferentes de zero. A inversa de uma matriz
diagonal de ordem n € aquela que apresenta os elementos da diagonal inversos ao da matriz
original.

L1 0 1 0 0 O
-2 1 0 0

6)a) At=| 0 -1 -1 b)A™ =
L1 3 -2 1 0
0 1 -21

11 SISTEMAS LINEARES
11.1 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Um sistema de equacBGes com m equacdes e n incognitas € um conjunto de equacdes do tipo:
Ay, Xy + Xy 8y X =Dy

8p1Xy + 8ppXy+..H8y X =D, . . , .
| com a;j, 1< i<m, 1<j < n, nGmeros reais (ou complexos).
b

Lamlxl + a0 X+, X, =0,
Uma solucdo do sistema (*) € uma n-upla de nimeros (Xi,X2,...,.Xn) que satisfaca
simultaneamente estas m equagdes.
Dois sistemas de equacdes lineares sdo equivalentes se, e somente se toda solucdo de qualquer
um dos sistemas também € solucdo do outro.

11.2 SISTEMAS E MATRIZES

Podemos escrever o sistema (*) numa forma matricial:
fay, ap ... agllx ] [b

d
a. - a. |

Iaz1 EPY) asn HX2| |b2| s o . ..
| , | |=[ | ou AL X=BondeA =] | € amatriz dos coeficientes,
| ‘ R I
Laml 8ny aanLXnJ meJ m m

i g
X =| : |amatriz das incognitas e B =| : | amatriz dos teremos independentes.

[, b,

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema é:

I—an A, v gy bl—i
| 8y A8y a;, by | , . . ) . .,
| . ) . |, que € chamada matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é
| -
Laml np ot Ay bmJ

uma representacdo abreviada da equagdo correspondente no sistema. EX.: No sistema
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[ x, +4x, +3x, =1 |F1 4 3T||rxﬂ| M
J2x1+5x2+4x3:4 temos a forma matricial |2 5 4 ||/x,|=|4|. Em termos de matrizes
{x1—3x2—2x3:5 Ll -3 —ZJ{XJ LSJ
lrl 4 3 ﬂl
ampliadas, temos|2 5 4 4]|.
Ll 3 -2 SJ

11.3 METODO DE GAUSS OU ESCALONAMENTO

O método de Gauss ou escalonamento para resolucdo de sistemas € um dos mais utilizados
quando se faz uso do computador, devido ao menor nimero de operagdes que envolve. Ele consiste
em reduzir a matriz ampliada do sistema, utilizando operac6es elementares nas linhas a uma matriz
que s6 é diferente da forma escada reduzida por linha na condicao b) que passa a ser: Cada coluna
que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha, tem todos os elementos abaixo dessa
linha iguais a zero. As outras condicGes a, ¢ e d sdo idénticas. Ap6s o escalonamento da matriz
ampliada, a solucdo final do sistema é obtida por substituicdo.

114 POSTO E NULIDADE DE UMA MATRIZ - GRAU DE LIBERDADE DE UM
SISTEMA

Para 0s conceitos abaixo utilize sempre a matriz escalonada.

N p (posto) n-p
Matriz NuUmero de Colunas Numero del linhas ndo Nulidade
Escalonada nufas
Sistema NUmero de Incdgnitas PC e PA Groau de L[perQadg ou
N" de variaveis livres

e PC (Posto da matriz dos Coeficientes) : é o nimero de linhas ndo nulas da matriz dos
coeficientes apds o escalonamento;

e PA (Posto da matriz Ampliada) : é o nimero de linhas ndo nulas da matriz ampliada ap6s o
escalonamento;

11.5 SOLUCOES DE UM SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Se tivermos um sistema de uma equacéo e uma incognita ax = b existirdo trés possibilidades:

~ L, u b
a) a = 0. Neste caso a equagdo tem uma Unica solugdo x = —.
a

b) a=0e b=0. Entdo temos 0x = 0 e qualquer nimero real sera solucao da equagéo.
c)a=0eb=0. Temos 0x = b. N&o existe solucdo para esta equacao.

11.5.1 Sistemas de duas equaces e duas incognitas.
. . f2x1 +X, =5
Exemplo 1: Dado o sistema linear 1 .
(X, —3x, =6
O conjunto de pontos (x1,X2) € IR X IR, que satisfaz cada equacédo deste sistema, representa uma
reta no plano. Para resolver este sistema devemos entdo encontrar 0s pontos comuns a estas duas
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[2 1 5]
retas. Deste modo (3,1) é a Unica solucdo. A matriz ampliada do sistema é Ll 3 BJ.

[1 0 3]
Transformando-a em matriz escalonada, obtemos LO 1J’ que € a matriz ampliada do sistema
fxl =3 ] . o ] o .
4L . equivalente ao sistema inicial. O sistema tem uma Unica solugéo x;=3 e Xp=-1.
X, =—

Note que esta solu¢do é a mesma solucdo obtida por eliminacdo de Gauss-Jordan, porém com
menos operacgdes elementares.

Como o posto da matriz aumentada ( PA, que corresponde o n° de linhas ndo nulas) é igual ao
Posto da matriz de coeficientes (PC, que é o n° de linhas ndo nulas da matriz de coeficientes) e a
nulidade do sistema (n-p=0) podemos afirmar que o sistema tem solucdo Unica.

Neste caso dizemos que o sistema € possivel (compativel) e determinado. PC=PA e a nulidade ¢
zero (n-p)=0. Graficamente, esta situagdo e representada por duas reta concorrentes

V“
\

e

-~ N\

><V

. . ( 2X, +X, =5

Exemplo 2: Dado o sistema linear 1 :
(6%, +3x, =15

As duas retas que formam este sistema séo coincidentes. Neste caso, qualquer ponto de uma das

1 5]

[2
retas é solucdo deste sistema. A matriz ampliada do sistema e a matriz escalonada s&o: L6 3 1

[ 1 5]
= |Ll o EJ. Portanto a segunda equacéo é verdadeira para quaisquer nUmeros X; e X,. O conjunto
0 0 O

de solugdes sera dado atribuindo-se valores arbitréarios para X, e substituindo-o na equacéo. Logo,
esse sistema admite infinitas solugdes. Neste caso, PC = PA = 1 e o grau de liberdade 2-1 = 1, ou
seja o sistema apresenta uma variavel livre.

Graficamente, isto é representado por _
y4 r=r;

yd

L X

[
»

. . ( 2X; +X, =5
Exemplo 3: Dado o sistema linear 1 .
(6%, +3x, =10
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Geometricamente, temos duas retas no plano que ndo possuem nenhum ponto em comum, pois séo

[2 1 5]
paralelas, portanto o sistema nao tem solucdo. A matriz ampliada LG 3 10J é equivalente a matriz
Fl 1 OT
escalonada |L 2 J N&o existe valor de x; ou X, capaz de satisfazer a segunda equacéo
0 0 1

(0x3+0x,= 1). Logo, o sistema ndo tem solucdo. Podemos observar que o posto da matriz dos
coeficientes (PC) do sistema inicial é 1 e o posto da matriz ampliada (PA) é 2.

yA

NOh

11.5.2 Caso Geral: Sistema de m equagdes e n incégnitas Xy, ..., Xn

( Ay Xy + Xy oAy X, = Dby

Seja J cujos coeficientes a;j e termos constantes b; sdo nimeros reais (ou
Ay Xy + 80Xy + 2 X, = b

complexos). Este sistema podera ter:
a) uma Unica solucdo x; = Ky, ..., Xn = Kk,. Neste caso o sistema é possivel (compativel) e
determinado.
b) infinitas solu¢bes. Neste caso o sistema € possivel e indeterminado.
c¢) nenhuma solucdo. Neste caso o sistema é impossivel (incompativel).

Consideremos a matriz ampliada do sistema e sua matriz escalonada;

Cy
I—an a1 b11| Cx
| s . E | e [
Laml SRR bm mx(n-1) 00 -0 Cra1
o0 - 0 Cm “mx(n+1)

Observagoes:

Um sistema de m equac@es e n incognitas admite solucdo se, e somente se 0 posto da matriz
ampliada (PA) é igual ao posto da matriz dos coeficientes (PC):

a) Se as duas matrizes ttm o mesmo posto p e o grau de liberdade zero, a solugéo seré Unica.

b) Se as duas matrizes tém o0 mesmo posto p e o grau de liberdade € maior que zero, admite infinitas
solugdes.

Exemplo:
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Resolver o sistema

2%, —3X, +2X, =14

X, +2X, +3%X, =6
3% +1x, —1x; =2

Solucéo:

Transformando o sistema acima na sua forma matricial, tem-se

1 2 3% 6
2 -3 2||x|=|14
31 -1)|x -2

Em termos de matriz ampliada, temos

3 1 -1 -2

1 2 3 6
2 -3 2 14

Procedendo as etapas de uma Eliminacdo Gausssiana tem-se:

1 2 3 6 1 2 3 6 1 2 3 6

2 3 2 14 0 -7 -4 2 0 -7 -4 2 :
B - . =L ->L

3 1 -1 -2|L=L-20|3 1 -1 -2|L=L-3|0 -5 -10 -20|%=L-7k

1 2 3 6

0 -7 -4 2 1 2 3 6
50 - —=— |0 -7 -4 2

0 o 50 -150 7

77 |57 pklo 0 5 15

Como PC=3 e PA= 3 o sistema tem solucéo Unica e ela pode ser obtida por retro-substituicdo como
segue:

o 0x, +0x, +5%, =15 ..5%, =15 ..|x, =3
e 32 Equacdo: Ar e TN :
. 2% Equacio: 0%, — 7%, =A%, =2 -.=T%, —4(3)=2 ~.=Tx, =2+12 -.-Tx, =14 ..[x, =2

e 15 Equacio: X +2% +3% =6 -.x +2(-2)+3(3)=6 . x,=6+4-9..|x =1

Logo, o sistema tem uma Unica solucéo (1, -2, 3).

Lista de Exercicios 17:
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1)Resolva os sistemas abaixo, indicando os postos das matrizes dos coeficientes e das matrizes
ampliadas e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade.

(x +2y+3z=0
X+y+z=4 J
b) y2x+y+3z=0
2X+5by—-2z=3
X+2y+z=0
( X+y+kz=2
2)Determine os valores de k para os quais o sistema J3x+4y+2z =k, nasincognitas X, y e z tenha:
2X+3y—-z=1
a) Solucdo Gnica.  b) Nenhuma solucéo. ¢) mais do que uma solucéo.

3)Resolva os sistemas abaixo, indicando os postos das matrizes dos coeficientes e das matrizes
ampliadas e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade.

[1 2 0 -1][x] [2] f2x—y+32:1
Il 0 2 —1Hy| IZI 4x -3y +2z=0
a)Il 2 2 —1Hz|:|4| | X+y+z=6
L3 4 4 —3JLWJ L8J X+y+z=4
(x+2y—32=a
4) Determine a condicdo em a, b e ¢ para que o sistema J 3x-y+2z=b deincdgnitas x, y e z tenha
X—-5y+8z=c
solucéo.
Respostas:
1
a) x:ﬂ—zz ;y:—§+iz i PC=PA=2; GL=1
3 3 3 3
b) x=y=z=0; PC=PA=3; GL=0
2)
a) k=3 b) k =3 e k = 3= impossivel, portanto, o sistema sempre tera solucdo
¢ k=3
3)

a X=w; y=z=1; PC=PA=3; GL=1
b) Sistema lmpossivel (PC = PA)
4) 2a-b+c=0

11.6 SISTEMA LINEAR HOMOGENEO

Chamamos de sistema homogéneo de n equagfes e m incognitas aquele sistema cujos
termos independentes sdo todos nulos. Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugéo
(x1=0,x2=0,..., Xn=0), que é chamada trivial.

Apds o escalonamento da matriz ampliada,

e Sem =n, entdo o sistema tem somente a solugdo zero (ou trivial).
e Sen<m,entdo o sistema tem uma solugdo ndo nula (ou diferente da trivial).
Exemplo
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3% +2X, + X, =0
X +2X, +3%, =0

Considere 0 sistema homogéneo, 2% + X +3%,=0

3 21.0
1 2 3:0
2 1 300
Utilizando o método de eliminagdo Gaussiana temos:

e sua a matriz ampliada dada por

3 2 1 0 1 2 3 ¢
1 2 3 o 3 02 1 0
Lol L,=L, 2L,
5 1 3 0 2 1 3 ©
L9 3 g 1 2 3 0
o -4 -8 0o 3
o 4 8 0 — -
L=L-2L L=lo= ) s
s 1 3 o o0 3 3 0 4
12 30 x +2x,+ 3x, =0 xI 0
o 4 8 0 — Ox —4x, —8x, =0 — | 42 |= 0
0 0 3 0 Ox, + 0x, +3x, =0

x3 0

Podemos observar que PC=3 e n=3, logo existe somente a solucéo trivial (X=0,Y = Ogz= 0.

Exemplo
X + X, +X+X,=0 11110
X +X,=0 100110
X, +2%, + % =0 12100

Dado , € a matriz ampliada deste sistema é dada por '

Aplicando eliminacdo de Gauss-Jordan, temos

11110 L=t,— 1 1 1 10 1 1 1 10 Lol -L,
1001 0[———|0 -1 -1 0O 01 0 10
1210 0j,=-,/0 1 0 1 0j]LeL|0 -1 -10 0jL=L+L
10 1 00 101 0 O] 100 1 0

01 0 10 010 1 0 010 10

00 -1 1 0j=-1, 0 01 -1 0|L=L-1, 001 -10

Podemos observar que p=PC=3 e n=4, logo existe solucdes além da solucéo trivial (X =0 y= 0¢
Z20) e como os graus de liberdade sdo dados por (n-p), no caso particular deste exemplo

("-P :4'3:1), tem-se um grau de liberdade, entdo as solu¢bes podem ser dadas em fungdo de uma
variavel. Se fixarmos a variavel x,=k (variavel livre), temos:
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100 1 0
0 10 1 00y Lox +0x,+1x, =0
001 -10

< <0x, +1x, + 0%, +1x, =0
0x, +0x, +1x,-1x, =0

e 3% Equagdo: 0% +0%, +1% ~1(k) =0
o 22 Equacio: 0x, +1x, + 0%, +1(k) =0 H
e 12 Equacdo: Ix +0x, + 0%, +1(k) =0 .. % +k=0 ..

Logo a solugdo pretendida € dada por (-k,-k,k,k), onde K& um namero real qualquer. Assim, este
sistema tem infinitas solugdes (uma solucdo para cada k que fixarmos). Ademais, se k=0 temos a
solugéo trivial.

11.7 APLICACAO

Trés pessoas lancharam da seguinte maneira: a primeira tomou 1 refrigerante, comeu 4
pastéis e 5 balas, a segunda, 2 refrigerantes, 1 pastel e 6 balas e a terceira, 1 pastel e 2 balas. Quais
os precos do refrigerante, do pastel e da bala, se a primeira gastou R$ 4,00; a segunda gastou R$
2,20 e a terceira gastou R$ 0,90?

Solucgéo: X = preco do refrigerante
y = preco do pastel
z = prego da bala

X+4y+52=4 1 4 5 4
2% + y+ 67 = 2’2 matriz ampliada do sistema inicial N 2 1 6 2’2
Ox+y+2z=09 01 2 09
Apds o escalonamento, encontra-se, por exemplo:
1 45 4 X+4y+5z2=4
01 2 09 sistema da mariz ampliada escalonada _, y+2z=09
0 0 1 005 z=0,05

Podemos observar que o sistema é possivel (PC = PA = 3) e determinado (GL = 3-3 = 0).
Resolvendo por substituicdo o sistema resultante da matriz ampliada escalonada, teremos:

preco do refrigerante (x) igual a R$ 0,55; preco do pastel (y) igual a R$ 0,80 e preco da bala (z)
igual a R$ 0,05.

Lista de Exercicios 18:

1. Determine se cada sistema tem solucéo ndo-nula:

[ x+2y-z=0
X—-2y+3z-2w=0
2X+5y+2z=0
a)13x—7y—-2z+4w=0
| Xx+4y+7z2=0
4x+3y+5z2+2w=0 {
X+3y+3z=0
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2. Suponha que vocé vai fazer um lanche, constando de iogurte, pastel e chocolate e que tem R$
1,80 disponivel. Segundo os nutricionistas, um lanche deve conter 1350 calorias e 66 gramas de

proteinas.

Para cada 100g dos alimentos acima, temos:

100g Calorias | Proteinas (g) | Custo (R$)
logurte 50 4 0,20
Chocolate 600 24 0,60
Pastel 200 28 0,80

Quais as quantidades de cada alimento?

( X+2y—-32=6

3. Dado o sistema J 2x -y +4z=2 , calcule o posto da matriz dos coeficientes, o posto da matriz
4x+3y—-2z=14

ampliada e descreva a solucdo desse sistema.

X—2y+4z=a
4. Determine a condigdo em a, b e ¢ para que o sistema < 2x+3y—z=b de incognitas X,y e z
3X+y+2z=cC
tenha solucao.
Respostas:
1)
a) sim, o sistema tem solucdo diferente da trivial.
PC=PA=3 GL=1 variavel livre: w
b) sim, o sistema tem solucéo diferente da trivial.
PC=PA=2 GL=1 variavel livre:z  x=9z y=-4z

2) pastel : 50 g
chocolate : 200 g
iogurte : 100 g
3) PC =PA =2 Sistema Possivel
GL = 1 infinitas solugdes -> sistema possivel e indeterminado
Variavel Livre : z
X=2-2 y=2+2z

4) Para um sistema ter solucdo € necessario que PC = PA, e para PC ser igual a PA ndo importa o
valordea, bouc.

12 ESPACOS VETORIAIS

Um conjunto V munido com duas operagdes M+N=......, rM=.... VM,N e V, Vre IR é
chamado de ESPACO VETORIAL REAL, e usamos a notagéo (V, +, .), se valem:

84



1V # ¢

2)M +N eV VM, N eV
M +N=N+M VM,N eV
4H(M +N)+P=N+(M +P) VM,N,P eV
530 eV talqueM +0=M VM eV
6) Paracada M €V existe -M eV talque -M +M =0
r-M eV vrelR vM eV
8)1-M =M VM eV
Nr-(M+N)=r-M+r-N vrelR VM,NeV
10)(r+s)-M =r-M +s-M  Vvr,selR VM eV
1)(r-s)-M =r-(s-M) vr,se IR VM eV

Observacao: Se (V, +,.) é um Espaco Vetorial Real, entdo:

a) os elementos de V séo ditos VETORES;

b) o elemento O é dito VETOR ZERO;

c) Se na definicdo acima, ao invés de termos como escalares, nimeros reais, tivermos nameros
complexos, V sera um ESPACO VETORIAL COMPLEXO.

Exemplo 1: (R, +, .), onde + e . sdo a soma e multiplicacdo usuais em IR, € um espaco vetorial.

Exemplo 2: (Msx2(R), +, .), onde + e . sdo operacOes usuais em matrizes, &€ um espaco vetorial onde

00 -a -b a b
O=|0 0} e —-M=|-¢c -d se M=|c d
00 —e -—f e f

Exemplo 3: Prove que V = IR? com as operacdes: M+N = (a+u , b+w) e r.M = (ra , rb) é um espaco

vetorial.

Solucéo:

Para os vetores M, N, P e escalar r, devemos verificar se as 11 propriedades acima sdo validas.

1) IR? = ¢, pois (1,2) e IR?

SejamM=(a,b),N=(u,w),P=(c,d) e IR? e re IR.

2M +N =(a+u,b+w)eIR? poisa+uelR e b+welR

3 M+N =(a+u,b+w)=(Uu+a,w+b)=(u,w)+(a,b)=N+M

£(M +N)+P=(@+ub+w)+(cd)=(@a+ru+cb+w+d)=(ab)+u+c,w+d)=M +(N +P)

5M +0=(a,b)+(0,0)=(a,b)=M sendo O =(0,0)

6)M +(-M) =(a,b) + (-a,—b) =(a—a,b—b) =(0,0) =0

rM =r.(ab)=(rarb)elIR? poisraclR e rbelR

8)1L.M =1.(a,b)=(a,b0=M

Ir. (M+N)=r.(a+u,b+w)=(r.(a+u),r.(b+w))=(ra+ru,rb+rw)=(rarb)+ (ru,rw) =
r(a,b)+r(u,w)=r.M+r.N
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10)(r +s).M = (r+s).(a,b) = ((r +s).a,(r +s).b) = (ra + sa, rb + sb) = (ra, rb) + (sa,sh) =
r.(a,b)+s.(a,b) =r.M+s.M

11)(r.s).M = (r.s).(a,b) = ((r.s).a,(r.s).b) = (r.s.a,r.s.b) = (r.(s.a),r.(s.b)) = r.(s.(a,b)) =r.(s.M)

Logo, IR? com as operacdes acima é um espaco vetorial

12.1 SUBESPACOS VETORIAIS

Seja (V, +, .) um espaco vetorial e seja WcV. Se (W, +, .) satisfaz:

DHW = ¢
2) A+BeW VA,BeW
ArAe W VrelR VAeW

entdo W é um SUBESPACO de V.

Observacao: Se (V, +, .) é um espaco vetorial entdo:
a) W =V é um subespaco de V;
b) W ={0} é um subespaco de V;

Ex%mplo 4: Prove que W = {(u,v)eIR? : u+v = 0}, ou seja, W = {(u,-u): ueIR} é um subespaco de
(IR, +, ).

1) W= ¢, pois (2,-2) e W

Sejamu=(x,-X),v=(y,-y) eWer IR

2) utv = (X, -X)H(Y, -y) = (xty,-x-y) = ((x+y),-(x+y)) eW

3) r.A=r.(x,-x)=(rx, -rx) = (rx, -(rx)) eW

Logo, W é subespaco vetorial de (IR? +, .)

12.2 COMBINACAO LINEAR

Sejam (V, +, .) um espaco vetorial e sejam v,V»,..., v, € V. Qualquer vetor v € V do formato
V=aVi+asVot...+anvy, (onde ap,ay,...,a, € IR) é dito COMBINAGAO LINEAR dos Vetores Vi, Va,...,Vn.

Exemplo 5: Escreva o vetor v= (1, -2, 5) como combinacao linear dos vetores v;=(1, 1, 1), v.=(1, 2,
3)evs=(2,-1,1).

Solucgéo:
Queremos expressar v COMo v=a;Vi+ayVp+asvs, onde aj,azas sdo escalares a determinar. Sendo
assim, temos:
(1,-2,5) =a1.(1, 1, D+ay. (1, 2, 3)+as.(2, -1, 1)
(1, -2, 5) = (8.1, ai, 3.1) + (3.2, 23y, 38.2) + (28.3, -ags, 8.3)
(1,-2,5)=(a; +a, + 2a3, a1 + 2a, - a3, a; + 3a, + az)
Igualando os vetores, encontramos o sistema:
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2 1 11 2 1

matriz  ampliada

1
2 _1 _ 2 escalonada N 0 1 _3 _3
3 1 5 0 0 1 2

a, +a,+2a;, =1
matriz ampliada

1
a +2a,-a;,=-2 > (1
a, +3a,+a; =5 1

a +a,+2a, =1 o .
) porsubstituicdo, encontrado depois do escalonamento, temos :
Resolvendo osistema<0 +a, -3a, =-3,
a,=-6, a,=3, a;=2

0 +0 + a;=2
Portanto, v = -6v+3vy+2Va.

1 L )
i como combinacdo linear das matrizes

; 3
Exemplo 6: E possivel escrever a matriz E :(1

ol e eelt )

Solugdo: E=a;.A +a,.B +a3.C

3 1 {1 —j (0 Oj [0 2)
=8, +a, +a,

1 -1 1 0 11 0 -1

3 1 (al —a1j+£o 0) (O 2a3J

1 -1 a, O a, a, 0 —ag

3 1 a; —a, +2a,

1 -1 _(al+a2 a, —a, j

a =3

—a; +2a;=1

a+a,=1

a—ag=-1

Sistema impossivel! Portanto, a matriz E ndo pode ser escrita como combinacg&o linear das matrizes
A, BeC.

12.3 SUBESPACO GERADO E GERADORES

O subespago gerado por um subconjunto NAO VAZIO S de um espaco vetorial V (ScV A S #
$) € o conjunto de todas as combinac@es lineares em S.

Exemplo 7: Mostre que os vetores u = (1, 2, 3), v=(0, 1, 2) ew = (0, 0, 1) geram R®.
Solucéo:

Precisamos mostrar que um vetor arbitrario (X, y, z) € R* é combinac&o linear de u, v e w.
(x,y,z)=a,0+a,V+a,w

(xy,z)=a,.(123)+4a,(012)+4a,.(0,0,1)

(xy.z) =(a,,2a,3a,)+(0,a,,2a,) + (0,0,a,)

(xy,z) =(a,, 2a, +a,, 3a, +2a, +a,)
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Igualando os vetores, temos:

a; =X az+2a,+3a, =2 matriz ampliada [+ 2 3 Z
2a,+a, =Yy ou a,+2a, =y —ccxalond 012y
3a; +2a, +a; =12 a; =X 0 01 x

Podemos verificar que o sistema € possivel e temos como solucdo: a; =X , a;=y-2X € ag=X-
2y +12z
Logo, os vetores u, v e w geram R

124 DEPENDENCIA LINEAR

Os vetores v1,V2 ...,V pertencentes ao espago V, séo ditos Linearmente Dependente (L.D) ou
simplesmente Dependentes se existir escalares aj, ay, ..., a, pertencentes aos R , nem todos nulos,
tais que:

ai.vitax.Vo+...+a,.v, =0 (combinacdo linear deles igual a zero)

Do contréario, quando todos os escalares a;, ay,...,a, s80 nulos, dizemos que os vetores séo

Linearmente Independentes (L.I).

Dica: Para determinar os escalares aj, ay,...,a, € necessario avaliar um sistema homogéneo, ou seja,
verificar se o sistema é:

a) S.P.D. entdo os vetores v1,Va,...,Vy Sdo L.1I.

b) S.P.l. entdo os vetores vi,Va,..., vV, séo L.D.

Exemplo 8: Determine se os vetores (1, -2, 1), (2, 1, -1), (7, -4,1) e R® é linearmente dependentes
ou nao.

Solucgéo:
Fazer uma combinacao linear dos vetores igual ao vetor nulo, usando incdgnitas escalares as, ay, as.

a,(1,-21)+a,(21,-1)+a,(7,-4,1)=(0,0,0)
(a;,~2a,,a,)+(2a,,a,,—a,)+(7a5,~4a,,a;)=(0,0,0)
(a, +2a, +7a5,~2a, +a, —4az,a, —a, +a;)=(0,0,0)

_2a1 +3.2 —48.3 =0 matriz ampliada N 1 —4 0 e escalonada sS’0 1 2 0
PC=PA=2|_. , i
Sistema Possivel e Indeterminado (S.P.1.)
GL=3-2=1

Logo, os vetores (1, -2, 1), (2, 1, -1), (7, -4,1) € R® sdo LINEARMENTE DEPENDENTES.

Exemplo 9: Seja V o espaco vetorial das matrizes 2x2 sobre R. Determine se as matrizes

11 10 11 5
A= , B= , C= € V sdo dependentes.
11 01 00

Solugéo:
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Fazer uma combinacéo linear das matrizes A, B e C igual a matriz nula, usando incégnitas escalares

11 10 11 0 0
a, +a, +aj =
(1 J [0 J {0 Oj (O O]

a, a a 0 a, a 00
di, do, ds. ! 1 + 2 + 3 3 =
a; a, 0 a, 0 O 0 0

a;+a,+a; a;+a, 00
a, a;+a,) (0 0

a; +0a,+a;=0

a, +a, =0
Como o sistema é Possivel e Determinado (S.P. D.),

As matrizes A. Be Cséo LINEARMENTE INDEPENDENTES.

Observagcdes:

a)
b)

c)
d)

e)

O conjunto {v1,v2, ...,vn} € chamada dependente ou independente se 0s vetores vi,Vs, ...,Vn S0
dependentes ou independentes. Também definimos que o conjunto vazio ¢ € independente.

Se dois dos vetores vi,Vs, ...,V, S80 iguais, digamos Vi = V,, entdo os vetores sdo dependentes.
Pois v;-v,+0vs+...+0v, = 0 e o coeficiente de v ndo é zero.

Dois vetores v; e v, sdo dependentes se, e somente se, um deles é multiplo de outro.

Um conjunto que contém um subconjunto dependente é também dependente. Portanto, qualquer
subconjunto independente é independente.

No espaco real R® a dependéncia de vetores pode ser descrita geometricamente como segue:
dois vetores quaisquer u e v sdo dependentes se, e somente se, estdo na mesma reta passando
pela origem; trés vetores quaisquer u , v e w sdo dependentes se, e somente se, estio no mesmo
plano passando pela origem.

Lista de Exercicios 19:

1)

2)

3)
a)

4)

5)

6)

Escreva o vetor v = (2, -5, 3) em IR® como combinacdo linear dos vetores v; = (1, -3, 2), V> = (2,
-4,-1)evs=(1,-5,7).

Paraqual valor de k o vetor u=(1, -2, k) de IR®, ser4 combinacdo linear dos vetores v = (3,
0,2) e w=(2,-1,-5)?

Considere os vetores u = (1,-3,2) e v = (2, -1,1) em IR®;
Escreva (1,7,-4) como combinacéo linear de u e v.
Para que valores de k (1, k, 5) € uma combinacéo linear de u e v?

Mostre que (1, 1, 1), (0, 1, 1) e (0, 1, -1) geram IR®, isto &, que qualquer vetor (x, y, z) é
combinagéo linear dos vetores dados.

Encontre condicdes em X, y, z de modo que (X, y, z) € R® pertenca ao espaco gerado por u =
(2,1,0),v=(1-1,2)ew=(0, 3, -4).

Qual dos conjuntos de vetores abaixo de IR* sdo Linearmente Dependentes? No caso dos
vetores que forem L.D. escreva um dos vetores como uma combinacéo linear dos restantes.

89



a)

b) Vj_:(l,l,l,l), V2:(2,3,1,2), V3:(3,1,2,1), V4:(2,2,1,1)
7) Mostre que o plano yz W = {(0,b,c)} em IR® é gerado por
a) (0,1,1) e (0,2,-1)
b) (0,1,2),(0,2,3) e (0,3,1)
8) Determine se u e v sdo linearmente dependentes onde:
a) u=(1,0,0), v =(0,0,-3)
b) u=t?+3t+4 v=1t>+4t+3
_ . 1 1)(0 0)(1 0)(0 1)
9) Determine se as matrizes , , : sao L.l. ou L.D.
0 0/{1 1){0 1)1 1
Respostas:
1. ndo é possivel
2. k=-12
3. a)—-3u+2v b)k=-8
—-2X+Yy+2 y—-z
4, 3, =X a,=—— Qy="—
1 2 2 3 2
5. 2x-4y-3z=0
6. a)L.D. V3=3V1+V+V, b) L.L
7. a) a=" 222 a, = % b) nfo gera
8. a)ndo b) néo
9. L.I
125 BASE

v1=(1,1,2,1), v»=(1,0,0,2), vs=(4,6,8,6), v4=(0,3,2,1)

Uma base de V € a sequéncia de vetores X={xi, Xa, ..., Xn} que sdo vetores Linearmente

Independentes (L.1.) e que geram V.

Observacdes:

a)

b) Embora um espaco vetorial tenha muitas bases, todas elas tém um mesmo nimero de vetores.
Exemplo 10: Determine se os vetores u = (1,1,1) , v =(1,2,3) e w = (2,-1,1) formam base do espaco
IR®,

Solucgéo:

Os vetores e;=(1, 0) e e,=(0,1) formam uma base para IR?, os vetores e;=(1,0, 0) , €,=(0,1, 0) e
es=(0, 0, 1) formam base para IR® e, em geral 0s vetores ey, e, ..., €, formam uma base para IR".
Cada um desses conjuntos de vetores é chamado de uma base natural ou candnica de IR? IR

e IR" respectivamente.

1% verificar se os vetores sdo geradores
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a,(111)+a,(1,2,3)+a5(2,-11) = (x,y,2)
(8;,a1,8,)+ (85,22, .32, )+ (285,-23,85) = (x,y,2)
(a, +a, +2a5,a, +2a, —as,a, +3a, +a;)=(X,y,2)

a +ap+ 28‘3 =X matriz 11 2 X matriz ampliada (1 1 2 X

a1+2a2 —83 =y ampliada 1 2 -1 y e escalonada S0 1 -3 y—X

a,+3a, +a; =2 13 1 z LO 0 1 XZ2y+z
5

Resolvendo por substituicdo, temos:

a, = X+y—2 azzw a3:¢

Logo, como foi possivel determinar os escalares aj, a, € as , 05 vetores u, v e w geram R®.

2°) verificar se os vetores sdo L.I.
a,(111)+a,(12,3)+a,(2,-11)=(0,0,0)

(al’ a, al)+ (az 28, ,38, )+ (Zas 83,8, ) = (0'0’0)
(a, +a, +2a,,a +2a, —a,,a, +3a, +a,)=(0,0,0)

al + 3.2 + 2a3 =0 matriz 11 2 0 matriz ampliada ( 2 0
a, +2a,—a, =0 el 1] 2 1 Q| —fewmd 9 1 -3 0
a, +3a, +a, =0 13 10 Lo 0 1

Discussdo do sistema:
PC.=P.A=3
G.L.=3-3=0
Portanto, os vetores u = (1,1,1) , v = (1,2,3) e w = (2,-1,1) formam base do espaco IR®.

}Sistema Possivel e Determinado — Linearmente Independentes

12.6  DIMENSAO

A dimensdo de um espaco vetorial V, denotado dim V, é o nimero de elementos de uma base
V. Por exemplo, a dimenséao de V para o exemplo anterior é dimV = 3.

Observagoes:

a) A dimensdo de IR? é 2; a dimenséo de IR® é 3; e, em geral, a dimenséo de IR" é n.

b) A dimensdo de um polinémio do 2° grau (P,) é 3; a dimens&o de um polinémio do 3° grau (Ps) é
4; e, em geral, a dimensdo de um polindmio de graun (P,) é n + 1.

c) A dimensdo de Ay € 4; a dimensdo de Asx, € 6; a dimensdo de Asyx; € 5; e, em geral, a
dimensdo de Amxn € M X n.

Dica: Seja V um espaco vetorial de dimenséo n (dim V = n) e X={xy, Xz, ..., Xn} Um conjunto de n
vetores em V. para verificar se os vetores de X formam uma base de V, basta verificar uma da duas
condigdes;

a) se os vetores de X geram V;

b) se os vetores de X séo L. I.
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Espaco Linha
djp 8 v gy X1=(311,312,“',aln)

) ) X, =las,ap 2,
uma matriz m x n. As linhas de A, . ( ' n)

) a a
Seja A=| & %
Am amp Amn X :(aml’amZ,""amn)

consideradas como vetores em [0 ", geram um subespaco de 0 " chamado espaco - linha de A.

Observacoes:

a) Se A e B séo duas matrizes mxn equivalentes por linhas, entdo os espacos - linha de A e B sdo
iguais.

b) Se escalonarmos uma matriz A encontrando uma matriz equivalente B, entdo os espagos - linha
de A e B sdo iguais.

c) Os vetores NAO NULOS de uma matriz na forma escalonada sdo uma base para seu espago -
linha.

d) A dimensdo do espaco - linha de A é chamada de POSTO - LINHA de A.

Exemplo 1: Seja V 0 espago das matrizes 2x2 sobre os R e seja W 0 subespaco gerado por

1 -5 11 2 -4 1 -7 : «
X1 = (_4 2]’)(2 = [_1 SJ,X3 = (_5 7] e X4 = [_5 1) . Encontre uma base e a dimenséo de W.

Resolucdo: Como as matrizes sdo geradoras do subespaco W, para encontrar uma base é preciso
encontrar quais dessas matrizes sdo L.I. Para isso, utilizaremos o processo de espaco - linha. Isto é,
devemos ver cada matriz acima como uma linha em uma nova matriz, conforme esquema abaixo,

apos o escalonamento o posto resultante indicara 0 numero de vetores, ou no caso, matrizes L.1.
Posto - Linha =2

1 5 4 2 15 -4 2 T o

matriz ampliada dim A = posto - linha = 2

1115 escalonada J0 1 }/ I L s 0 1

2 4 57 00 0 O ( je( ]
4 2

17 51 00 0 o ¥ ¥

é abase deW

Exemplo 2:
Encontre uma base para R* que contenha os vetores X;= (1,0, 1,0) e X, =(-1, 1, -1, 0).

Resolucgéo:

X,>(1 0 1 0 101 0)«X

Xp—>-11 -10 0 10 01X A base paraR? sio

g —>|1 0 0 0 "IETER® 10 0 1 0|<«g 0s F\J/etoreS'

e,>| 0 1 0 0 000 1|«e, '
X, X,,6, € €4

eg—>| 0 0 1 0 0 0 0 Of<«e;

e, >0 0 0 1 000 0)«e

Observe que, além do vetores X; e X, foram inseridos 0s vetores unitarios e;, €, €3 € e4. Ap0os 0
processo de escalonamento as posigdes relativas aos vetores e,, e; foram zeradas ficando apenas a
linhas relativas aos vetores X; , Xy, €; € e4. Logo, uma base para este espaco vetorial € dado pelo
conjunto formado destes vetores, isto &, {Xi, Xy, €1, €4}

Lista de Exercicios 20:
1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores s&o base de IR??
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a) (1,3),(1,-1)
b) (0,0),(1,2),((24)
c) (1,2),(2,-3),(3,2)
d) (1,3), (-2, -6)

2. Considere o seguinte subconjunto de P3 : (polindmio do 3° grau)
W={t+t-2t+1, ?+1, t2-2t, 2t + 3t - 4t + 3}. Ache uma base para o subespaco W.
Determine a dimensédo de W.

3. Ache uma base para IR* que contenha os vetores x;= (1, 0, 1, 0) e x, = (0, 1, -1, 0).

4. Ache a dimens&o dos subespacos de IR* gerados pelos vetores:

a) (1,0,0,1),(0,1,0,0),(2,1,1,1)e(0,1,1,1)

by (1,-1,0,2),(3,-1,2,1) e (1,0,0,1)

c) (-2,4,6,4),(0,1,2,0),(1,2,3,2),(-3,2,5,6) e (-2,-1,0, 4)
d (0,0,1,1),(-1,1,1,2),(1,1,0,00e (2, 1,2, 1)

5. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sao bases de Ps ( polindmio do 3° grau)
a) t+28+3t, 268+1, 62+ 82 +6t+4 e L+ 20+t +1
by +t+1, -1 et?+t%+t
. 11 00 10 01
6. Mostre que as matrizes X, = X, = Xy = e X, = formam uma
00 11 01 11
base para o espaco vetorial de todas as matrizes 2x2.

7. Seja X ={ Xy, X2, X3, Xayemque x; = (1, 2,2),x2=(3,2,1),x3=(11, 10, 7) e x4 = (7, 6, 4).
Ache uma base para o subespaco W de IR®. Qual a dimensao de W?

Respostas:

1.a) 2. X={t+t*-2t+1,+1} dimw=2

3. X ={Xq, Xz, €1, €4} 4.a)dimW=4  b)dimW=3 ¢)dimW=3 d)dimW=4
5. nenhum 7. X={X1, %2} dimW =2

13 TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam (V,+,.) e (U,+,.) espacos vetoriais.
. |T:V>UuU L )
Uma funcgéo é dita uma Transformacédo Linear ou Operador Linear em V
A->T(A)
se:
a) T(A+B)=T(A)+T(B)
b) T(r.A)=rT(A) VABeVereR

Em outras palavras, T: V — U E LINEAR se "preserva" as duas operacdes basicas de um
espaco vetorial, isto €, adicdo de vetores e multiplicacdo por escalar.

Observacgdo: Se substituirmos r pelo escalar zero (r = 0) obtemos T(0) = 0. Isto &, toda

transformacéo leva o vetor zero no vetor zero, mas nem toda transformagéo que leva o vetor zero
no vetor zero é linear.

93



Exemplo 1: Seja F : IR® - IR® a transformacdo "projecdo” no plano xy : F(x, V, z) = (x,y,0).
Mostraremos que F € linear.

Solucéo:

Seja A= (X1, y1,21) € B=(X Vs 22) € IR®

a) F(A+B) = F(X1+X2, Y1t Y2, Z1+25) = (X1+Xg, Y1t Y2, 0) = (X1, Y1, 0) + (X2, Y2, 0) = F(A) + F(B)

b) F(r.A) = F(r. (X1, Y1, 1)) = F(r.Xa, 1.y, r.z1) = (r.Xg, r.y1, 0) = r.(Xg, y1, 0) =r.F(A) , paratodo r
IR.

Logo, F é linear.

Exemplo 2: Seja F : R* —» R? a transformacéo "translacdo" definida por F(x, y) = (x+1, y+2).
Observe que F(0) = (0,0) = (1,2) = 0. Isto ¢, o vetor zero NAO E transformado no vetor zero.
Portanto F NAO E LINEAR.

Exemplo 3: Seja F : V — U a transformacéo que associa o vetor 0 (zero) € U atodo A € V. Entéo
para qualquer A, B € V e qualquer r € IR, temos:

a) F(A+B)=0=0+0=F(A)+F(B)

b) F(r.A)=0=r.F(A)

Assim, F € linear. Chamamos F a transformacao zero e, usualmente, anotaremos 0.

Exemplo 4: Seja T : IR> - IR a transformacéo linear para a qual T(1,1) = 3 e T(0,1) = -2. Encontre
T(x.y).

Solucéo:

Escrever (x,y) como combinacdo linear de (1,1) e (0,1), usando incdgnitas escalares a; e a,.
(x,y)=ai(1,1) +ax(0,1) = (az, a1) + (0, ap) = (a3, ay+ ap) .. a1 =X € a = y-X

(x,y) =x(1, 1) + (y-x)(0,1)

T)(zngl) = T[x(1, 1) + (y-)(0.1)] = T(x(1, 1)) + T((y-x)(0,1)) = xT(1,1) + (y-x)T(0,1) = x(3) + (y-
X -

T(x,y) = 3x -2y +2x

T(x,y) =5x -2y

Lista de Exercicios 21:

1) Mostre que as seguintes transformacoes sao lineares:

a) F : IR - IR? definida por F(x,y) = (x+y, X)

b) F: IR® - IR definida por F(x, y, z) = 2x-3y+4z

2) Mostre que as seguintes transformagdes ndo séo lineares:

a) F: R > R definida por F(x, y) = xy

b) F : R? > R® definida por F(x,y) = (x+1, y, X+y)

3) Encontre T(x,y) onde T : R> - R® é definida por T(1,2) = (3,-1, 5) e T(0,1) = (2, 1, -1)
4) Encontre T(x,y,z) onde T : R* - R é definida por T(1,1,1) =3, T(0,1,-2) = 1e T(0,0,1) = -2
Respostas:

2a) F(A+B) = F(A)+F(B) 2b) F(0,0) = (1,0, 0) = (0, 0, 0)
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3) T(X,y)=(-x+2y,-3x+Yy, 7X—Y)
4)T(X,y,2)=8x—-3y—2z

13.1 TRANSFORMACOES LINEARES E MATRIZES

: , . T,:R">R" . Xy
Seja A uma matriz m x n, definimos: "4~ onde v € tomado como vetor coluna  _
v—> A-v
Xn
X Y1
Logo, Ta(v) =A. | : | =] : |. Utilizando operagdes com matrizes temos:
X Ym

Ta(u+v) = A(u+v) = Au+ Av=Ta(u) + Ta(v) e  Ta(ku) = k(Au) = KTa(u).
Logo Ta € uma transformacéo linear.

2 0
Exemplo 5: Sejam A= |0 0|e La: IR* > IR?

11

2 0 2%,
Xl 1

{ } 0 0 { }: 0
XZ 1 1 2

X, + X,

Entdo, La(X1,X2) = (2X1, 0, X1+X2).
13.2 TRANSFORMAQ()ES DO PLANO NO PLANO
O que iremos apresentar ¢ uma visdo geométrica das transformacdes lineares, trabalhando

T,:R">R"
v—o A-v

com transformacdes do plano (R?) no plano (R?), pois todas tem a forma ,onde A é

Vl
uma matriz de ordem m x n e v é o vetor coluna
Vv

Exemplo 6: Dada a fungdo F: IR>>IR?, o € IR
V> oV
a) Expresse graficamente essa fungdo quando o = 2, denominada Expansao
F: IR IR?
V— 2.,
ou seja, T(x,y) = 2(X,y).

Esta funcéo leva cada vetor do plano num vetor de mesma direcéo e sentido de v, mas de modulo
maior.
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F(v)

b) Expresse —a na forma de vetores coluna:
V. 2 0 2
2| ou hls N
v, v, v, 0 2| |v,| |2v,

c) Verifique se F € uma Transformacéo Linear.
Fa: IR IR?

o v [2lo 2l

1 : ~
Se toméssemos F: IR>— IR? tal que F(x,y) = E(x,y), F seria uma contracao.

Exemplo 7: (outra solucéo para o exemplo 4) Seja T : R > R a transformacéo linear para a qual
T(1,1) =3 e T(0,1) = -2. Encontre T(x,y).

Resolucdo: (Matricial)

[a b].{ 1J:B [a b].[ O}:—Z
T(L,1) = 1 T(0,1) = 1

la+1b=3 Oa+1b=-2
a+b=3 1 1 3 . LoL
b=-=2 o 1 2 1< 1" 221 1

Para um vetor qualquer [ y } usando a matriz de transformacao [a b] a transformacao é dada por:

5 -7 [ ; }=[5x—2y]

Logo, T(x,y)= (5x-2y)
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Exemplo 8: Encontre uma transformacéo linear T: R* — R? tal que: T(1, 2) =(3,~1) e T(0, 1) = (1,
2).

Resolucéo 1: (usando linearidade) Escrevendo (x,y) como combinacao linear de (1, 2) e (0, 1).
Temos:

(x,y) =x(1, 2) + (y — 2x)(0, 1). Deste modo, a transformagao T deve satisfazer
T(x, y) =T(x(1, 2) + (y — 2x)(0, 1)) =xT(1, 2) + (y — 2x)T(0, 1)
=x(3,-1) + (y —2x)(1,2) = (x + y, 2y — 5x%).

Verifica-se facilmente que a transformagao T definida como acima, isto é, T(x, y) =(x +y, 2y — 5X).

Resolucdo 2: (usando matrizes)
T(1,2)=3,-1)e T(0, 1) = (1, 2).

T(12)= [i SM ;H ﬂ T(o,1)=[i1 3” Cl)H ﬂ

la+2b=3 Oa+1lb=1
lc+2d=-1 Oc+1d =2

Juntando as equacdes para as mesmas variaveis temos:

la+2b=3 123 [10]
Oa+lb=1 = |0 1 1|2SH720p 11
logoa=1e b=1

le+2d=-1 1 24] o [10[5
Oc+id=2 |0 1 2|20 12
logo c=-5e d=2

X

M o olis o
Para um vetor qualquer L Y | usando a matriz de transformacdo L© d 5 2 entdo,

T(x.y)= [é ﬂ [ ; }Z[—SxxiyZy}

Logo, T(x,y)= (X +V, 2y — 5x).

Obs:

Perceba que a matriz de coeficientes em ambos os sistemas € igual, logo poderiamos resolver esses
sistemas de uma Unica vez, isto é:

1 2 3-1 1 01 -5
; Ly « Ly -2L, a bj[11
0 1"12 |/———=0 112 e dll-s 2 .
e por fim , que é a transposta da

submatriz presente na matriz aumentada unica.
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Lista de Exercicios 22:

1) Dada a funcéo F: IR*>IR?
(X, y) = (X, -y)
a) Expresse graficamente essa reflexdo em torno do eixo X.
b) Expresse-a na forma de vetores-coluna.
c) Verifique se F é uma transformacéo linear.

2) Seja T: IR>> IR?
V-V,
ou seja, T(X, y) = (X, -y).
a) Expresse graficamente essa reflexdo na origem.
b) Expresse-a na forma de vetores-coluna.
d) Verifique se T é uma transformac&o linear.

3) Rotacdo em um angulo 6 (no sentido anti-horério)

A A

Ro(V)

x’=r cos (a+6) =r cosa. cosO - r senca. send
Mas r cosa. = x e r sena. = y. Entdo, x’=x cos0 -y seno.

Analogamente, sen(a + 6) =sena -cos @+ CoS « - Send
y’=rsen (a+0) =Yy cosb + x senb.

Logo, Ry (Xx,y) = ( x cos6 - y senf, y cosO + x send),
ou na forma matricial:

X Xcosd — ysend cosd —senf| | x
—> =
y ycosé + xsené send cosf y
Considere o caso particular 6 = 2:

a) Expresse graficamente essa rotacdo de 90° no sentido anti-horario.
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b) Expresse-a na forma de vetores-coluna.

c) Verifique se Ry € uma transformacéo linear.

4) Seja T: IR>> IR?
T(x,y) = (x+a, y+b)
a) Expresse graficamente essa translacao do plano segundo o vetor (a, b).
b) Expresse-a na forma matricial.
c) Mostre que T ndo € linear, amenos quea=b =0.

5) Seja T: IR - IR?
T(x,y) = (x+2y,y)
a) Expresse graficamente esse cisalhamento horizontal
b) Expresse-a na forma de vetores-coluna.
c) Verifique se T é uma transformacéo linear.

Respostas:
1. a) | 4
L
1 0]_ F:R? 5> R? A 21
b)[X y]— [x V] =[x -y] c) Como a transformacao € linear.
0 -1 Vo V-A
2. a T I
b) [x y]— [X V] =[x -y] c) Como a transformacao € linear.
0 -1 VoV-A
3. a) ¢4 Re
> }‘ >
0 1|_ R,:R? 5> R? X L1
b)[x y] > [X V] =[-y X] ¢) Como ° a transformacao é linear.
-1 0 VoV-A

A

* a) ; i — /

v
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b) X y] >[X V] E ﬂ+[a b] = [x+a y+b] c) Como T(0,0) = (a,b) = (0,0) a transformacéo ndo

é linear.
A T A
5.8) | . s S
1 0]_ T:R? 5> R? x4l
b) [x y]— [X V] = [x+2y V] c) Como a transformacao € linear.
2 1 Vo VA

13.3 NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMAGCAO LINEAR

Definicdo: Sejam V e W espacos vetoriais e seja T:V—W uma transformacao linear.

(i) O ndcleo de T, denotado por Nu(T), € o conjunto de todos os vetores de V que tém imagem nula.
Nu(T) ={v e V; T(v) =0}

Observacgao: O nucleo de T é também chamado kernel de T ( ker(T) ).

(ii) A imagem de T, denotada por Im(T), é o conjunto de todos os vetores weW que sdo imagem
dos vetores de V.

Im(T) ={w € W; w =T(v) para algum veV}.
Observacao: Nu(T) nunca € vazio, pois contém, pelo menos, o vetor nulo do espaco dominio.

De fato, T(0) =0, pois T linear. Assim, 0 € Nu(T).
Note que T(0y) = Ow, onde Oy e Ow indicam o vetor nulo de V e W, respectivamente.

Propriedades do Nucleo e da Imagem.

Se T:V—>W é uma transformacéo linear entdo:
Propriedade 1. Nu(T) é um subespaco vetorial de V;

Propriedade 2. Im(T) é um subespaco vetorial de W.

Exemplo 7: Nucleo e imagem da transformacéo nula,

T:V->W,; T(v) =0.
a) Ndcleo de T:
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Pela definicdo, os vetores que pertencem ao nucleo de uma transformacdo sdo os que tém o vetor
nulo como imagem. Considerando a transformacéo T dada, qualquer vetor v € V tem como imagem
o vetor 0 € W. Dessa forma,

Nu(T) =V
b) Imagem de T:

Se todos os vetores v € V tem como imagem o vetor nulo, entdo ele é o Unico vetor que pertence a
imagem de T. Assim,
Im(T) ={0}. ¢

Exemplo 8: Ndcleo e imagem da transformagao identidade
TV-oV; T(v)=v

a) Nucleo de T:

A transformacdo identidade caracteriza-se pelo fato de que a imagem de cada vetor v € V
(dominio) é o préprio vetor v € V (contra-dominio). Ainda, como o nicleo contém todos os vetores
de V cuja imagem €é o vetor nulo, temos que o Unico vetor pertencente ao nucleo de T é o vetor 0,
ou seja

Nu(T) = {0};
b) Imagem de T:
Como todo vetor v € V é imagem de si mesmo, temos

Im(T) = V.o

Exemplo 9: Ndcleo e imagem do operador projecéo:
Ty RZ5R% Tu(x, y) = (x, 0)

Vi
_______ _T(X: Y)
i
(0, y')% |
|
i
|
TOY)0.0]  Tey0)
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*Nu(T1) ={(0,y);y € R} *Im(Ty) = {(x, 0); x € R}

* Uma base do Nu(T,): B ={(0, 1)}, * Uma base da Im(T1): B = {(1, 0)},
pois (0, y) =y(0, 1) pois (x, 0) = x(1, 0)
*dim Nu(Ty) =1 *dim Im(T,) =1

Observacgdo: Outra propriedade, que ndo demonstraremos aqui, mas que pode ser Util na
conferéncia de resultados é a seguinte:

Se T:V—W é uma transformacdo linear entao

|dim Nu(T) + dim Im(T) = dim V|

i

0 3
a) 1| € Im(L)? b){ 4] e Im(L)? c) Encontre Im(L).
—4

Confira esse resultado nos exemplos anteriores.

X 1
Exemplo 10: Seja L: IR* - IR® {y] > {1
1

z

N B O
N N -

d) |1] € Nu(L)? e) Encontre Nu(L).

Solucéo:

1 0 1)|x X+2Z
a) Temos [1 1 2||y|=| x+y+2z | como o vetor generico de Im(L).
1 2 2|z X+ 2y +2z

0 X+1Z 0
Se H e Im(L), entdo { X+ y+2z]H para algum X, y, z. Resolvendo a equacgdo obtemos
3

3 X+2Yy+22
X 1]
yl=| 2
z -1]
0] 1 0
Logo, |1| € Im(L) pois existe v=| 2|e R*tal que L(v)=|1].
3 -1 3
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3 X+1Z 3 X -6
b) Do mesmo modo, se | 4|e Im(L),entdo | x+y+2z|=| 4|=|y|=|-8]|.
-4 X+2y+2z2 -4 z 9

-6 3 3
Assim, L||-8||=| 4|e| 4|eIml).
9 -4 |-4

X+1Z 1 0 1
c) O vetor genérico da Im(L) | x+y+2z |pode ser escrito assim: x|{1|+vy|1|+z 2].
X+2y+2z 1 2 2

1 0 1
Portanto, Im(L) = [wy, Wy, ws], onde w, = H W, = H e Wy { } .
1 2 2

1] [o] 1
Além disso, os vetores geradores de Im(L) sdo L.i. (verifique), e, portanto, H H H é uma base
1| (2] ]2

de Im(L). Sendo essa base de Im(L) um conjunto de 3 vetores Li. do IR®, temos que Im(L) = IR®.

2 1 0 1|2 2 2
dLi|1]|=|1 1 2||1l|=L||1]||=]3].
0 1 2 2]1|0 0 4

[2 0 2
Como L 1] # H, concluimos que H ¢ Nu(L).
0 0 0

X+1Z 0
e) Sabendo que veNu(L) se e somente se L(v) = 0, temos que | x+y+2z|=[0|, cuja Unica
X+2y+2z 0
0
0
0

solucgéo é o vetor | 0|. Assim, Nu(L) ={0}. ¢

Exemplo 11: Seja L:P,—>P1; L(at? + bt + ¢) = (a + b)t + (b + c).

a) 2t +2 e Im(L)? b)  —t+ 1 e Nu(L)?
¢) Encontre uma base para Im(L); d) Encontre uma base para Nu(L).
Solucéo:

a)2t+2elIm(L) = 3p(t)=at’®+ bt+ctal que L[p(t)] =2t + 2
=S (@+bt+(b+c)=2t+2
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b+c=2
—a=ceb=2-c
Portanto, 2t + 2 € Im(L), pois L(ct® + (2 — c)t + ¢) = 2t + 2, V¢ € R.

{a+b=2

b) Devemos verificar se L(t? —t + 1) = 0.
LP—t+1)=(1-1)t+(-1+1)=0t+0=0, portanto t* — t + 1 e Nu(L).

c) Sendo L[p(t)] = (a + b)t + (b + ¢), vamos associar o vetor (a + b, b + ¢) ao polindmio L[p(t)].
Assim, o vetor genérico da imagem € (a + b, b +¢) = a(1, 0) + b(1, 1) + ¢(0, 1). Buscando o0s
vetores L.i. no conjunto gerador {(1, 0), (1, 1), (0, 1)} obtemos {(1, 0), (0, 1)} como um conjunto
gerador L.i.

Associando, a cada um desses vetores, um polinémio p(t), temos que 1 = {t, 1}, € uma base de
Im(L). Outra base de Im(L) poderia ser, por exemplo, ;' = {t, t + 1}.

d) Sabemos que p(t) € Nu(L) se e somente se L[p(t)] = 0.
Dessa forma, L[p(t)] = L(at® + bt + ¢) = (@ + b)t + (b + ¢) = 0. Ou seja, (a + b)t + (b + ¢) =0t + 0; 0

. . a+c=0 . ~
gue nos permite escrever o sistema b 0 Ccuja solugao éa=—bec=-h.
+C=

Portanto, L(— bt* + bt —b) = 0, VbeR.

Para obter uma base do Nu(L) associamos o polindmio p(t) = at® + bt + ¢ ao vetor v = (a, b, c).
Entdo, v € Nu(L) se e somente se v = (- b, b, — b), que é o vetor genérico do subespaco Nu(L) e, de
(= b, b, —b) =b(-1, 1, — 1) e podemos afirmar que Nu(L) = [(~ 1, 1, — 1)]. Como 0 conjunto
gerador é L.i, uma base de Nu(L) é B, = {~ ? + t— 1}.

Exemplo 12: Seja L: My, — My, a transformagéo linear definida por

[2aHe e
L = :
c d 0 c

Verifique que dim Nu(L) + dim Im(L) = dim Mp,.

Solucéo:
e Nu(L):

Se A é um vetor do nucleo de L, temos L(A) = 0. Assim,

qa bD {o o} {a o} {o 0}
L = = = =a=0ec=0.
c d 00 0 ¢ 00
- . 0 b : . |[o b][o 0

Logo, o vetor genérico do subespaco Nu(L) é A{O d} e dim Nu(L) = 2, pois {o 0}, {o d}}’
com b e d ndo nulos, é uma base de Nu(L);
e Im(L):

L ) a o .|la 0|0 O
O vetor genérico do subespaco Im(L) é B {0 c}e uma base para Im(L) e{o o} [0 C} para a #
Oec=0.Logo,adimIm(L) =2.
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Assim, dim Nu(L) + dim Im(L) = 2 + 2 = 4 = dim M. (Lembre que o0 espago vetorial M, esta em
correspondéncia com R?).

Lista de Exercicios 23:

1. Seja T:R? - R? a transformacéo linear definida por T(as, a2) = (as, 0).

a) (0, 2) € Nu(T)? b) (2, 2) € Nu(T)?
c) (3,0) € Im(T)? d) (3, 2) € Im(T)?
e) Encontre Nu(T). f) Encontre Im(T).

2. Seja L:R? > R?
m i {2Xx124yy} '
) H e Nu(L)? b) {_ﬂ eNulL)? ¢ me Im(L)? d) m e Im(L)?

e) Encontre Nu(L) e ) Ache uma base para Nu(L) e uma base para Im(L). Verifique as
Im(L). dimensoes.

3. Seja f: R* — R® definida por f (X, y, z, W) = (X + Y, Z + W, X + 2).

a) Verifique se os vetores v1 = (0, 0,0,0), v = (1, 2, 2, — 1), v3 = (3, — 3, — 3, 3) pertencem ao
nucleo de f.

b) Encontre Nu(f ).

c) Encontre dois vetores w; e w; pertencentes a Im(f).

d) Verifique se dim Nu(f ) + dim Im(f) =dim V.

4. Seja L:P3 — P3 a transformagdo linear definida por L(at® + bt? + ct +d) = (a— b)t* + (c — d)t.

a) P+t +t—1 e Nu(L)? byt —t?+t—1 e Nu(L)?
) 3t —t e Im(L)? d) Encontre uma base para Nu(L) e uma base
para Im(L).

5. Seja T:Myp — M)
ab a+b b+c
'_)
c d a+d b+d
Escreva o conjunto nucleo de T e dois vetores pertencentes a imagem de T.

6. Seja uma transformacao linear L: IR* — IR®,

a) Se fosse dim Nu(L) = 2, quanto seria dim b) Se fosse dim Im(L) = 3, quanto seria dim
Im(L)? Nu(L)?
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7. Encontre o subespago imagem da transformacao linear T(x,y,z) = (X+y— z, X +VY,y +2).

Respostas:
1 a) (0, 2) € Nu(T)
d) (3,2) ¢ Im(T)

2 a) B} ¢ Nu(L)

Q)w e Im(L) = W:[HZV}

2x+4y
{x+2y} {{
= = X=3-2y
2X+4y 6
Logo, m elm(L).
e) Ndcleo:

|2x+4y| |0

Imagem:

1 2 a 1 2 a

f) Uma base para Nu(L): B1 :{_ ZJ} e uma base para Im(L): B2 :{H}

v o]

b) (2, 2) ¢ Nu(T) c) (3,0) € Im(T)

e) Nu(T) ={(0,y);y € R} f) Im(T) = {(a, 0); a € R}.

b) [_ﬂ e Nu(L)

d) [ x+2y 2 X+2y=2
= =
| 2x+4y 3 2X+4y =3
que € um sistema impossivel, portanto

E g Im(L).

_X+2y_:ﬂ = Xx=-2y .. Nu(L)={_2§:;yeR}-

2 4 bi=/0 0 b-2a|Assimb-2a=0 = b=2a. .. Im(L):{;}aeR}.

2

3. a)vi e Nu(f); vo & Nu(f); vz e Nu(f).
b) Nu(f) = {(w, —w, —w, w); w € R}
c) Im(f) = [(1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1)] = R% w4 e w, podem ser quaisquer vetores do R®.
d) dim Nu(f) =1 edim Im(f) =3. Temos dim Nu(f) + dimIm(f) =1+ 3=4=dim V.

4. L +t+t-1)=(1, -1+ @+ 1t=2t

B+ +t-1 ¢ Nu(l)

D LE -t +t-1)=(1+ 1)+ (1 + 1)t =26+ 2t

LB +t—1¢ Nu(L)

OL@t+btt+ct+d)=3-t = (a-b+(c—-dt=3-t =

=
c-d=-1 c=d-1
3t —teIm(L).

{a—b:B a=3+b

d) Ndcleo:
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a-b=0 a=>b
=
c-d=0 c=d
- Nu(L) = {bt® + bt? + dt + d; b, d € R} e uma base para Nu(L) é B, = {t + t?, t + 1}

L@ +bt?+ct+d) =0 = (@a-b)t+(Cc-dt=0 = {

Imagem:

(a-b)t*+ (c—d)t=at® + (- b)t® + ct + (- d)t, ou seja,
a(1,0,0,0)+b(-1,0,0,0)+c0,0,1,0)+d(0,0,-1,0).

Assim, Im(L) =[(1, 0,0, 0), (-1,0,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,—1, 0)] e uma base para
Im(L) é B, = {t3, t}.

5. Apenas B 8} e Nu(T). Escolha dois vetores quaisquer de My, e calcule suas imagens, através de T,

para encontrar dois vetores pertencentes a imagem de T.

6. a) dim Im(L) =2 b) dim Nu(L) =1 7. Im(T) =R®

14 AUTOVALOR E AUTOVETOR DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Dado um operador linear T: V — V, estaremos interessados, nesse capitulo, em saber quais vetores sao
levados em um multiplo de si mesmo, isto é, procuraremos um vetor v € V e um escalar A € R tais que

T(V) =Av. (n)

Neste caso T(V) sera um vetor de mesma “dire¢ao” que v, ou melhor, T(v) e v estdo sobre a mesma
reta suporte.

Como v = 0 satisfaz a equagdo ( | ) para todo A, estaremos interessados em determinar v = 0 que
satisfaca a condicdo acima. Tentaremos elucidar o exposto através dos exemplos que seguem.

Exemplo 1: T: IR> - IR? (aplicacéo identidade)
xy) =)
Neste caso, todo v = (x, y) € IR*é tal que I(v)=1.v.e

Exemplo 2: T1: IR? > IR?  (reflex&o no eixo OX)
(X1 y) = (X1 - y)
Agqui,u=(x,0)étalque Ty (u)=1.u e v=(0,y)étalque Ty(v)=-1.v.¢

Ou seja, vetores que possuem uma componente nula séo levados em um multiplo de si mesmo.

Exemplo 3: To: IR? = IR? / Ta(X, y) = (4x + 5y, 2x + ).
a) To(5, 2) = (30, 12) = 6(5, 2) d) T,(10, 4) = (60, 24) = 6(10,4)

b) T2(2, 1) = (13, 5) e) To(-5/2, — 1) = (— 15, — 6) = 6(— 5/2, — 1)
0) To(=5,—2) = (- 30, - 12) = 6(~ 5, 2)

f) Quais vetores dos itens anteriores sdo levados por T, a um multiplo de si mesmo? (a), (c),
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(de(e).¢

A fim de encontrarmos 0s vetores v € V e 0s escalares A € R citados em ( | ), bem como
denominé-los, sequimos com a definicao:

Definicdo: Seja T: V— V um operador linear. Um vetor v € V, v = 0, é um autovetor de T se existe L € R
tal que
T(V) = Av.

O nUmero real A é denominado autovalor de T associado ao autovetor v.

Exemplo 4: No exemplo 2, desse capitulo, um vetor do tipo u = (x, 0) € um autovetor de T; associado ao
autovalor A, = 1, pois Ty(x, 0) = 1. (x, 0). Também ¢é verdade que v = (0, y) € um autovetor de T,
associado ao autovalor A, =—1, pois T1(0,y) =—1.(0,y).e

Observacdo: Sempre que um vetor v é autovetor de um operador linear T associado ao autovalor A, isto, é
T(v) = Av, o0 vetor kv, para qualquer real k = 0, é também um autovalor de T associado ao mesmo A. De fato:
T(kv)=k T(v) =k. (AV) =& (kv).

Isto pode ser visto, por exemplo, nos itens (a), (c), (d) e (e) do exemplo 3.
E comum tomarmos um representante de cada conjunto de autovetores associados a um unico valor

de A. Por exemplo, se temos T(x, 0) = 1. (x, 0), isto é, u = (x, 0) € autovetor associado ao autovalor A; = 1,
tomamos v, = (1, 0) , ou outro, para representar o conjunto W, onde W = {(x, y) € R*/y = 0}.

A interpretacdo geométrica, em IR?, de autovetores de um operador linear T é dada a seguir:

T{v)

T(u) e U éautovetorde T poisdr € IR/ T(u) = Au.
e v ndo é autovetor de T pois A\ € IR/ T(v) = Av.

Y

14.1 DETERMINACAO DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES

Para determinar os autovalores e autovetores de um operador linear T:V— V usamos a sua
representacdo matricial.

Seja A a matriz canbnica de T, de forma que Ta(v) = Av. Entdo, autovalores A de A e autovetores v;,
de V sdo solucdes da equacdo Av = Av. Ou seja:
Av=Lv < Av -Alv=0 < (A-Alv=0,
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onde | é a matriz identidade de mesma ordem que A. Observamos que a Ultima equacdo, (A — Al)v =0,
representa um sistema homogéneo, que € sempre compativel, cuja solucdo desejada, conforme definicdo, é
a ndo-trivial, ou seja, v = 0. Assim, devemos ter o sistema em questdo como compativel e indeterminado, de
forma que

det(A—Al)=0.

As raizes da equacdo det(A — Al) = 0, chamada equacdo caracteristica de A (ou de T), sdo 0s
autovalores de A (ou de T). Para cada autovalor A, corresponde um conjunto W = {v € V/ Av = Av} de
autovetores, que é obtido pela solugédo da equacdo Av = Av ou, equivalentemente, da equacao (A — Al)v =0.

TEOREMA: Se A é uma matriz nxn, o sistema homogéneo
Ax=0 *)

tem uma solucao ndo-trivial se e somente se A € singular.

Demonstracdo: Suponha que A seja invertivel. Entdo, A * existe e multiplicando ambos os lados de (*) por
A1 temos
AlAx=A0
x=0
Portanto, a Unica solucéo para (*) é x=0.
A demonstracdo da reciproca — se A é singular, entdo (*) tem uma solucdo ndo-trivial — é deixada como
exercicio.

Resumindo:

Sendo A a matriz candnica que representa um operador linear T, temos:
e autovalores A de T ou de A: sdo as raizes da equacao
det(A—Al) =0,
e autovetores v de T ou de A: para cada A, sdo as solu¢des da equacao
Av=JLv ou (A-Alv=0.

Exemplo 5: Consideremos o operador linear definido anteriormente:
T: IR* - IR?
(X,y) > (4x + 5y, 2x +y)

4 5 . ..
e autovaloresde A= [2 J , matriz candnica de T.

Resolvemos a equacdo caracteristica det (A —Al) =0:

{4 5} {1 0} {44 5}

A-Al = Y =

2 1 01 2 1-2

det(A-AD)=0=4-2)(1-10)-10 < AM-5L-6=0
= M=-1¢€e Ar=6.

e autovetoresde Aoude T:
Para cada autovalor A encontrado, resolvemos o sistema linear (A — Al)v =0:
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Ao=-1 v-—{x}
o y

S AR vl
2 1-(=Dl|y| |0

5x+5y =0
=
2x+2y=0
S X=-Y
Entdo, v, = (-, y) sendo um de seus representantes o vetor vy = (-1, 1).

Entdo v, = (gy, y) sendo um de seus representantes o vetor v, = (%, 1).
Observe que:
Tv)=TEy ) =-1(wye
5 5
T )=T(ZY, V) =6.(2y,y). ¢

Exemplo 6: Encontre os autovalores e autovetores para A = {‘/15 _1} .

NE

e equacdo caracteristica: det(A —Al) =0.

N |
13-

:2\/§i2i:\/—
2

=0 = (3-2)2+1=0 = 22-2/3r+4=0

A 3+i

e autovalores de A: os valores 4 =+/3+i e 4, =~/3—i ndo s&o reais, e dizemos que A ndo possui
autovalores reais.

e autovetores de A: segundo a definicdo, os autovetores devem estar associados a autovalores reais.
Dizemos que A ndo possui autovetores. ¢

Observacao: Se estivéssemos trabalhando com espagos vetoriais complexos, e ndo somente em espacos

vetoriais reais como definimos no inicio de nosso estudo, todos o0s operadores teriam autovalores e
autovetores, uma vez que todo polindbmio sempre admite raiz.
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30 -4
Exemplo 7: Encontre os autovalores e autovetores para A=|0 3 5

00 -1
e equacao caracteristica: det(A —Al) = 0.

3-» 0 -4

A-M=| 0 3-» 5
0 0 -1-n

Entdo, (3-1)%(-1-2)=0.

e autovalores de A: A3 = 3; A = 3; A3 =— 1. Observe que um autovalor é duplo.
e autovetores de A:

ho=M =3, v=|y|

3-3 0 -4 || x 0
(A-Av=0 = 0 3-3 5 y|=|0
0 0 -1-3|z 0

-4z=0
= 52=0. Dai, x=x, y=ye z=0
-4z2=0

W= (x, y,0) e daqui retiramos dois representantes v, = (1,0,0)ev, = (0,1,0).

A3 =—1; origina o autovetor v, = (z, -%z, z), sendo um de seus representantes o autovetor vz = (1, -% , 1).

e O conjunto dos autovetores {Vvi, V, vs} € L.i. e forma uma base de IR>. ¢

-5 -5 -9
Exemplo 8: Encontre os autovalores e autovetores para A=| 8 9 18
-2 -3 -7

e equacdo caracteristicade Aoude T:

-5-1 -5 -9
A-nl=| 8 9-n 18
2 -3 -7-u

det(A-Al)=0 = (-5-A)(O9—A)(=7—1)+180+216-18(9—A) +54(-5—-1) +40(-7—A) =0
=23 +3%+30+1=0

e autovalores de A: s30 as raizes da equacéo A% + 312 + 3L + 1= 0.
Para resolver tal equacéo e procurando soluc@es inteiras, na expectativa de que existam, usamos um
importante teorema da algebra que diz:

“ Se a equacéo polinomial
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A"+ A"+ L+ Cd + 6o =0,
com coeficientes inteiros e coeficiente do termo de maior grau valendo 1, tem uma raiz inteira entdo
essa raiz € um divisor do termo independente c,.”

Na equacdo em questdo, o coeficiente de A2 é 1 e os divisores do termo independente s&o +1.
Verifiqguemos, por Briot-Ruffini, se um desses valores € solu¢édo da equacdo. Comecemos com A =—1.

| 1 3 3 1
-1 ¢
1 2 1 0
M+ +1=0

A1 =— 1 é uma das raizes e as outras s&o raizes da equacdo A> + 21 +1=0,quesdo A, =—1eAz=—1.Os
valores A1, A, € A3 S80 0s autovalores de A.

e autovetores de A:

AM= A= 7\,3:—1;

[5-(-) -5 -9 x| [0
(A-Allv=0 = 8 9-(-1) 18 y|=10
| 2 -3 —7-(-D ||z 0

—4x-5y-92=0

= 18x+10y+18z=0.

—2x—-3y—-6z=0

3z
= x=—? e y=-3.

= Vi, = (—% -3z, z), com z € R; cujo representante pode ser v ,3 = (-3/2,-3,1).

Observemos que apenas um vetor L.i. é encontrado. Dessa forma, ndo é possivel formar uma base de
autovetores de A (ou de T) para IR>. ¢

Exemplo 9: Dada a transformacéo T: IR® — IR® linear / T(a, b, ¢) = (@ + 2c, —a + ¢, a + b + 2c). Encontre
0s autovalores e autovetores para a matriz canénica desta transformacéo.
e matriz canbnica de T:

10 2
A=|-1 0 1
112

e equacdo caracteristica de A (ou de T):

1-» 0 2
A-Al= -1 -x 1
1 1 2-x

det(A-Al)=0 = —A1-A)(2-A)-2+2A—-(1—A)=0
= 2B-3?-1+3=0.

e autovalores de A (ou de T): sdo as raizes da equacdo A> —3A* — A + 3 = 0.
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TemosAi=—1, A =1eiz=3.

e autovetores de A (ou de T): para cada A, a solucdo da equacdo (A —Al) v=0 fornece

M=-1 v, = (X, 2x, —X); um deles: vi = (1, 2, - 1)
M=1; v, =(-Y,y,0);umdeles: v, =(-1,1,0)
A3=3; v, =(X 0,x);umdeles:v3=(1,0,1). ¢

Observamos que, também nesse caso, é possivel escrever uma base para o R® de autovetores de A (ou de T).

Propriedades de Autovalores e Autovetores

Seja A uma matriz nxn.
» Se A e usdo autovalores distintos de A com autovetores associados X e y, respectivamente, entdo X e
y séo linearmente independentes.
« Ae AT t8m os mesmos autovalores.
« Se A é uma matriz diagonal, triangular superior ou inferior, entdo seus autovalores sao o0s elementos
da sua diagonal principal.
Os autovalores de uma matriz simétrica sdo todos numeros reais.
« Aésingular se e somente se 0 for um autovalor de A.

Revisao:
Exemplo 1:

1 6 6 3
SERRE RN
Sejam . Verifique se u e v sdo autovetores de A .

Resolucéao:

o T
o 0] L[5

Assim, u é um autovetor associado ao autovalor -4, mas v ndo é autovetor de A, pois v.A ndo é multiplo
de v.

Observacéo: Ao invés de autovalor e autovetor, podemos encontrar 0s termos valor caracteristico e vetor
caracteristico ou valor préprio e vetor proprio, respectivamente.

Exemplo 2:

1 3
A=lr 2
Encontre autovalores e autovetores, ndo-nulos, e auto-espacos associados a matriz .

X

et
Resolucdo: Procuramos um escalar A e um vetor ndo-nulo Y1 tais que, Av = AV, oU Seja,
Av.-Av=0 .. (A-Al).v=0, onde | representa a matriz identidade de mesma ordem de A.
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Passol: Escrever a equagéo (A - A.1).v = 0 na forma matricial e encontrar o sistema associado.

[ 2o AR - (2 216 SR
2 e

Passo 2: Encontrar o escalar A.

Como o vetor v deve ser diferente de zero (Vio), e 0 sistema associado é um sistema

homogéneo, é necessario que encontremos uma solucdo diferente da trivial, para isso, basta igualar a

zero o determinante da matriz A - L.l (matriz caracteristica).

1-2 3
2 2-1

‘:0.-.(1—/1).(2—/1)—5:0.-. 12 -3,-4=0 - 1=4 ou A=-1

polin6omio caracteristico

Passo 3: Encontrar 0s autovetores associados aos autovalores encontrados.

Substitua os valores de A no sistema encontrado no passo 1 e determine os valores de x e y.
ParaA =4
{(—7—4)X+3y=0 . {—3x+3y=0

a impl te x—y=0.x=
2x+(2-4)y=0"| 2x-zy=p OV KTy =TS

1
e
Assim, 7 é um autovetor ndo-nulo pertencente ao autovalor A = 4 (ou pertencente ao auto-espago
de 4) e qualquer outro autovetor pertencente a A =4 € um mdltiplo de v.

Parai =-1
(1+1)x+3y=0 2x+3y=0 _ ;
- I t 2 3 :0... - ——
{2X+(2+])y:0 2x+3y=0 ou simplesmente Z2x +3y X 2}’
-3

3

Assim, 2 | & um autovetor néo-nulo pertencente ao autovalor A = -1 (ou pertencente ao auto-espaco
de -1) e qualquer outro autovetor pertencente a A = -1 é um mdltiplo de v.

Logo, os espacos gerados por todos 0s autovetores associados aos autovalores A =4 e A = -1, chamados

Sia :[(—7/—7)} e Sia :[('3,2)]

auto-espacos sao:

Exemplo 3:
3 -1 1
A=|-1 5 -1
Encontre autovalores e autovetores, ndo-nulos, e auto-espacos associados a matriz £ =13
X
=y
z

Resolucdo: Procuramos um escalar A e um vetor ndo-nulo , tais que, A.v = A.v, ou seja

Av.-Av=0 .. (A- Al).v=0, onde | representa a matriz identidade de mesma ordem de
A.

Passol: Escrever a equagéo (A - A.1).v = 0 na forma matricial e encontrar o sistema associado.
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73 -1 1 1 0 0]« 3 -1 17 (» 0 07 x 0
1 5 -1-|a]0 1 ollyllH O -1 5 -1f-[lo A of.ly|lH O
11 3 0 0 1|] z 0 1 -1 3/ (o o ]z 0
B-xr -1 177x 0
1 5-2 -1]|ylH o
1 1 3-a]| z 0

Passo 2: Encontrar o escalar A.

Como o vetor v deve ser diferente de zero (V?&O), e 0 sistema associado é um sistema
homogéneo, é necessario que encontremos uma solucdo diferente da trivial, para isso, basta igualar a
zero o determinante da matriz A - L.l (matriz caracteristica).

3-2 -1 1
DET| -1 -A+5 -1 [|=0
1 -1 3-a . 113°-360+36-2°=0 . (A—6).(-A°+51L—6) .

~(L—6)(A-2) (L -3)=0 . A=2 ou A=3 ou 1=6

Passo 3: Encontrar os autovetores associados aos autovalores encontrados.
Substitua os valores de A no sistema encontrado no passo 1 e determine os valores de x e y.

ParaA =2
(3-2)x-y+z=0 X-y+z=0
X+(5-2)y-2z=0.:{-x+3y-z=0

X=y+(3-2)z=0 | x=y+2=0 o forma matricial temos o mesmo sistema dado por:

1 -1 1 1 110
-1 3-10 0 200
1110 , que usando eliminacdo gaussiana torna-se 0000
Logo temos que 2y=0e x-y+z=0 .. x—(0)+z=0 .. x+z=0 .. x=-z
X —Z -1
y |=| 0 Z 0
v= L Z z |- 1
-1
0
Assim, v= 1] ¢ um autovetor ndo-nulo associado ao autovalor %, = 2 (ou pertencente ao auto-espaco

de 2) e qualquer outro autovetor pertencente a A =2 é um multiplo de v.

ParaA =3
(3-3)x-y+z=0 Ox-y+z=0
X+(5-3)y-z=0..-x+2y-z=0

X-y+(3-3)z=0 [ X-y+02=0 o0 f5rma matricial temos o mesmo sistema dado por:
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0 -1 1 0] 12 10
-1 2 -1 0 0 -1 1 0
1 -1 0 0] , que usando eliminacdo gaussiana torna-se 0 0 00
Logo temos que -y+z=0 y=ze x+2y-z=0 .. x+2(z)-z=0 . -x+z=0 .. x=z
X Z ] 1
y [=]| 2 z 1
v= L Z Z |- 1
1
1
Assim, v= 1] & um autovetor ndo-nulo associado ao autovalor % = 3 (ou pertencente ao auto-espaco

de 3) e qualquer outro autovetor pertencente a A = 3 é um multiplo de v.

ParaiA =6

(3-6)x-y+z=0 “Ix-y+z=0
~Xx+(5-6)y-z=0. . 1-x-1y—-z=0

X-y+(3-6)z=0 x-y-3z=0 em forma matricial temos o mesmo sistema dado por:

-3 -1 10 -3 -1 10
-1 -1 -1 0 0 -2 -4 0
1-1-30 , que usando elimina¢do gaussiana torna-se 0 0 00
Logo temos que 2y-4z=0.y=-2z e 3x-y+z=0. 3x—(-2z)+z=0.. 3x+3z=0 .. x=z
X z 1
y |=|-22 z.| -2
v=LZ z |- 1
1
-2
Assim, v= 1]'¢ um autovetor nao-nulo associado ao autovalor 2 = 6 (ou pertencente ao auto-espaco de

6) e qualquer outro autovetor pertencente a A =6 é um mdltiplo de v.

Logo, os espacos gerados por todos os autovetores associados aos autovalores A =2, A =3 e A = 6,

chamados auto-espacos s&o: Si2=[(-10.1)] ST [@L)] ¢ sis=[22D]

Lista de Exercicios 24:

1. Encontre a transformacéo linear T: IR°— IR? tal que T tenha autovalores — 2 e 3 associados aos
autovetores

(3y,y) e (—2y,y) respectivamente.

2. Ache os autovalores e autovetores da transformacéo linear T:

a) T:IR’> IR% T(X,y) = (X +VY, 2x +);
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b) T:P,—>P,; T(ax? +bx +c) =ax? + bx + c;

C) T:Mpr—Myo; T(A) = At.
3. Seja A{O 2}.
11

a) Ache os autovalores de A e de A™;

b) Quais séo os autovetores correspondentes?

1 2 1 131
4. Considere as matrizes A=|0 -1 1/eB=|0 2 0.
0 0 -1 0 0 3

a) Calcule AB e BA e observe que estes produtos sdo distintos.
b) Encontre os autovalores e autovetores de AB e de BA e compare 0s resultados obtidos.

Solucéo:

1. Sabemos (pela defini¢do) Av = Av, onde A = autovalor de A e v = autovetor associado a A.
Seii=-2¢e v, =(3y,Y), temos:

[Sy} [a b}Fy} {3a+b:—6
-2 = - <«
y| [c dj vy +d=-2
Ser2=3¢e v, =(-2y,Y), temos:
3{—2@: a b} —Zy} - {—2a+b=—6 A
y| [c d] vy -2c+d =3
De < e T, concluimosquea=0; b=—6;c=—1ed=1.

B R R,

2.
a)A:F 1} o Parai =1+v2:
2 1 (A— Alv=0
- -2 1 | _ 1rx1 To
det(A— A1) o:‘ ) 1_x“° [ : —AMZM L2,
(1-2)°-2=0=2-2A-1=0 = 5
2y =142 ' M:[Ty, V}VER*
Ay =1-+/2
e Parai,=1-42
vy, = (%, —/2x), xeR".
a 1 0 Ofla
b) T||b||=/0 1 0]b
c 0 0 1jjc
7\,1:7u2:7\,3:l
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Vi,,.= (@b, c);a b, c e R, ndo simultaneamente nulos.

LM, = at’ + bt +c; a, b, ¢ e R, ndo simultaneamente nulos.

a b a c 1 0] [0 O 01 00
)T = =a +b +C +d
{19 R B R O R IO
10 0 O
A matriz que representa T é M = 0010
0100
0001
det(M —21)=0
A=) 3-A-A+1)=0 = M=h=Az=1;A=—1.

a

e Parad;=A;=Az=1temosv=(a, b, c,d)/[v]= :

d
1-1 0 0 0 |a 0
0 0-1 1 0 |b 0 -b+c=0
0 1 0-1 0 |c 0 b-c=0
0 0 0 1-1jd 0

. a b —
L Vi, =|, &b, deR* ousejaA, :{b d} ;a, b, d e R*, com a, b e c ndo simultaneamente nulos.

—_—
vetoremM ,,

o T T o

e Parali,=-1,temos:

1-(-1) 0 0 0 Jra] [o 2a=0 .

0 0-(-1) 1 0 |b| [0 b+c=0 B

= = = <{b=-c

0 1 0-(-1 0 c 0 b+c=0 d=0

0 0 0 1-(1|d| |o 2d =0 B
0

—C * 0 -c
SV, = ;ceR ou AM:L O};CER*.
C

\—ﬂ/—_d
0 vetoremM ,,

e Para A:
M=2; v, =(XX); X e R*

h=-1; v, =(-2y,y);y € R*.

eParaA™:
M=-1 v, =(-2y,y);y e R*
A= %; v, = (X, X); x € R*.
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4.

1 7 4
a) AB=|0 -2 3
0 0 -3

b) Autovalores e respectivos autovetores:

M=1 v, =(x0,0);xeR*
ha=-2; v, :[—%y, Y, oj;y € R*

A3 =-—3, Vi, :[%z, -3z, zj;z e R*

1 -1 3
a) BA=|0 -2 2
0 0 -3

b) Autovalores e respectivos autovetores:
M=1 v, =(x0,0); x eR*
Aa=-2; v, = (X 3x 0); x eR*

A3 =-3, Vi, :(—gz, -2z, z);z eR*
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Exercicios Extras:

1) A figura abaixo é constituida de 9 quadrados congruentes. Para cada uma das afirmacdes abaixo, cologque
V se ela for verdadeira ou F se ela for falsa.

a) AB=OF () g)JO/LD () m)PNLNB ()

b) AM=PH () h)AJ/FG () n)AMLIBL ()
L M N E e R il

¢) BC=OP () DACHHI () o ACHFP ()
<« e o | @ BL=-MC() HCONGI () p)I_Fan()

e) DE=-ED( ) k) ABLEG () q) AJHAC ()
I H |6 f AO=MG() NPELEC () n[AQ=2NP|()

Figura 1

Respostasa) V, b) V,c)F, d)V, eV, )V, 9F hV, )V pF kV, I) FmV,nV, oV,
p)V,q) F, nV.

2) A figura abaixo representa um paralelepipedo. Para cada uma das afirmacdes abaixo, coloque V se ela for
verdadeira ou F se ela for falsa.

G

H a) DH=BF () d) AFLBC ()

e/ F /). B AB=-HG () ) [AC|=|HF| ()
D ¢) ABICG () fyBG/ED ()

A" Figura 2 B

Respostasa) V, b)F,c)V, d)V, eV, fHF

3) Dada a figura abaixo, determine:

A B C D . .
a) AC+CN g) AK + AN
b) AB+BD h) AO-OE
L M N E ¢ AC+DC i) MO — NP
d) AC+AK j) BC -CB
K P o) F e AC+EO k) LP+ PN + NF
f) AM +BL ) BL + BN + PB
J | H G
Figura 1
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Respostas:

a) AN b) AD c) AB d) AO e) AM f) AK g) AH h) Al i) AC j) AC k) AE )0
Lista Extra:

1) Determine se o conjunto 0 02 | -5 é base para o R°.

2) Nos problemas que seguem determine se W € ou ndo um subespaco do espaco vetorial:
) V=R2 W, = {(x.y)y = 0%

Wa= {(x.y)\y < 0}:

Wi = {(x.y)\y = 2}
b) V=m?* W, =o plano xy;

Wi= {(x,v,2)x =y = z};

Wi = {(x,y,2) =y}

3) Determine se o conjunto de vetores 3 N sdo L.I. Eles formam uma
base para o %37 Justifique:

4) Verifique se o conjunto de vetores (1,1,1),(0,1,1) e (0,0, 1) gera o espago vetorial
V=90,

5) Determine se o conjunto de vetores {(1,2,1,1),(3,0,2,2).(0,4,1,1).(5.0,3,1)} em 9R*é
L.IoulL.D.

6) Encontre uma base para o subespaco S de %4 formado por todos os vetores da forma
(a+b.a+b+2cb.c)onde a,.b,c e N

7) Sejam vy = (1,-2. - 5),v2 = (2,5,6) e Vv = (7,4,-3). Determine se v pode ser escrito
—

8) Sejam v, = (1,0—1).v3 = (2,1,3),

),v3 = (4.2,6) e W = (3.1,2). Determine se W pode ser
escrito como combinagio linear de vi .vie va

1 -3 3
9) Sejam b; = 0 |.b2= 4 e b; = -6 |. Mostre que o conjunto
0 0 3

B = {b,.b>.b3} é uma base para o R°.

10) Encontre todos os valores de @ para os quais {(a% 0,1).(0.a.2).(1,0,1)} é uma base para
o N3,
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