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Temos para o deslocamento:

PL
0=—o
EA
Barra homogénea BC, de comprimento Com variacoes de carga, secdo transversal
L e secio uniforme de area A, ou propriedades dos materiais,

submetida a uma forga axial centrada P

PL,

E,
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Forc¢a e deslocamento sdo positivos se provocarem tracao e alongamento;

e negativos causarao compressao e contracao.

—a +P
: +X

—_—r

»{

+0

+ P -
+X - i

| S

F

+0

Convengao de sinal positivo para P e 0
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Este problema é isostatico, porque apenas as equacdes de equilibrio
disponiveis sao suficientes para determinar as reacoes de apoio.

— 5 Y F,=0:-R,—PF+P=0 Ra=R—P,




Barra sob carga axial fixada nas
duas extremidades:

Neste caso o problema é
hiperestatico, porque apenas as
equacoes de equilibrio nao
suficientes para determinar as
reacoes de apoio.

+TY F, =0: F,+F,-P=0

[

b T
Fy

FA-I-FB =P (1)
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1.3 -Eguagdo de compatibilidade

E preciso criar uma equacao adicional que

A
leva em conta a maneira como a estrutura se ‘ : o A= 0
deforma.

Este tipo de equacgao é chamado de equagao Lac
de compatibilidade (ou condi¢cdao cinematica).

Neste problema como as extremidades A e

B sado fixas, tem-se que o deslocamento o =0
. AB
relativo entre A e B deve ser nulo.




Fi Fy
Equagio de compatibilidade: A T T

5AB - 5AC +5CB =0 Ly
E.A E.A ,, l 2
Ly
Falac , (“Fs)les _,,
E.A E.A :
1]
LAC TFH ;.;HT
Fo =22 Fp (2
B LCB A ( ) FA—I-FB:P (1)

Substituindo (2) em (1): Fp= ﬁ Pe Fg= LA_C P
L L



Procedimento de andlise:
1.

Desenhar um diagrama de corpo livre da
estrutura, indicando todas as reacoes de
apoio e forcas externas.

Aplicar as equacgdes de equilibrio
disponiveis.

Criar uma ou mais equacoes de
compatibilidade adicionais.

Resolver o sistema de equacoes: equilibrio +
compatibilidade.

1
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1)A barra de aco é presa a dois apoios fixos A e B. Determine as reacoes

desses apoios quando se aplica o carregamento indicado. Eqgo = 200 GPa

Respostas: R,=323kNT e Rg=577kN 1




A haste de aco tem diametro de 5 mm e esta presa a parede fixa em A. Antes

de ser carregada, ha uma folga de 1 mm entre a parede 5 e a haste.

Determine as reagcdes em A e B se a haste for submetida a uma forga axial

P =20 kN. Despreze o tamanho do colar em C. (£,., = 200 GPa)

¢co

- P=20kN lmm\

A ﬁ” Al B’

]
400 mm 800 mm

(a)
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- _ 1 mm
P .--.Eﬂ kN _\".‘
A ' EB
S )
“300 mm 800 mm

P =20kN
S e ol 0
Fo e i F s

Fp i’ — [
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O equilibrio da haste exige: F s <t T

+>) F,=0; —F,—F;+20x10°N =0 (D

A condicdo de compatibilidade paraa haste é 0,z =1mm
FALAC _ FBLCB
EA EA

0,;, =1lmm=
1x EA=F,(400mm)— F,(800mm)
1(mm)x 7% 2,5 (mm*)x200x 10°*(N / mm*) = F,(400mm) — F, (800mm)

400F, —800F, =3,93 x10°N.mm (2)
F,=-F,+20x10° (1)
As equagodes (1) e (2) nosda F,=16,6 kN e Fy= 3,39 kN
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2)Calcular as reagcoes em A e B, na barra do exercicio anterior, supondo que

existe uma distancia de 4,5mm entre a barra e o apoio B, quando o
carregamento é aplicado. Adotar £, = 200 GPa

Respostas R,=784,6kN T R;=115,4kNT

A T v A
_ 2
A =250 mm*® 300 mm
1 300 kN
.
G Cr Y
A=4 2>
00 mm 300 mm
| J 1 600 kN
, d
; 4

4.5 mm B B
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Exercicios de furagdo:
3) As trés barras de aco A-36 mostradas abaixo estdo conectadas por
pinos a um elemento rigido. Se a carga aplicada ao elemento for 15kN,

determine a forca desenvolvida em cada barra. Cada uma das barras AB
e EF tem area de secio transversal de 25mm?, e a barra CD tem area de

secdo transversal de 15mm? £, , = 200 GPa F, F. Fy
Respostas: F,=9,52kN, F.=3,46kN e F,=2,02kN 4 A A
C
Ay o p £\ L\ \
&YZ 04m-—~
0,5m 02m|] 02m
115 kN
~—0,4m 0,4 m
g c| E|
5E /I" ——-—’“”"E}\
4 c’ 3




Universidade Federal de Pelotas
: Centro de Engenharias

.%.M.

1.4 - Estrutras heterogeneas
GUOIAD- 003 MaterLods

Outro tipo de problema estaticamente indeterminado: qual a
deformacao da barra e do tubo quando uma forca P é aplicada por
meio de uma placa rigida?

’/—Tubo A, E))

Barra (A, E,) é(—a
' — Placa rigida

@ :
a

- -

(b)

(c)

< B+B=P (D)
(@
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No entanto, a geometria do problema nos mostra que as deformacoes
51 € 52 da barra e do tubo devem ser iguais.

P L P,L
1=E1 52=E2 01 = 0
1 4,
/7 Tubo (A, E) P1 _ Pz (2)
Bérra (A1, EQ é(—a E1A1 EZAZ
(@) ’ Resolvendo o sistema temos o valor de P,
2 O‘_P e P,. Em seguida calculamos a deformacgao

() da barra e do tubo pelas equagoes de
deslocamento citadas acima.

s P

(c) & = — &) &, = =
L EA L EA,

@



é’g Universidade Federal de Pelotas

T Qg Centro de Engenharias

.N.M

O poste de aluminio mostrado abaixo é reforcado com um nucleo de latao.
Se este conjunto suportar uma carga de compressao axial resultante

P=45kN, aplicada na tampa rigida, determine a tensao normal média no
aluminio e no latdo. Considere £, =70GPa e E,, =105GPa

$45kN
50mm 25mm
P 76

+TY F,=0; —45kN+F,+F, =0 (1)

—/a { estaticamente indeterminado
0,5m 5 _5 Fall’ _ l:lat[’
al— Yiat E A - E A
al“ “al lat“ “lat
Fal Flat

70GPaxT(502—252)mm2 105GPaxT(252)mm?2
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Fal — 21:“lat (2) lP =45kN
Resolvendo o sistema: Cap)
esolvendo o sistema: b g
Fal =30kN Flat =15kN
A tensao normal média no aluminio e no latao é:
B F,; B —30.000N 5 09MP
Oa = Gy T (507 —25%)ymm2 e K,

O 13t=7,64MPa

Fi,; —15.000N
= = —7,64MPa

Olat = = = O, = 5.09MPa
Ay m(252)mm?

1

/o




‘ Universidade Federal de Pelotas
Centro de Engenharias

7 b o ~
Exercicios de furagdo:
4) A coluna é construida de concreto de alta resisténcia e seis hastes
de reforco de aco A-36. Se ela for submetida a uma forca axial de

30Kkip, determine a tensao normal média no concreto e em cada haste.
Cada uma tem diametro de 0,75in.

E..=4210)ksi e E,,=29(10")ksi

conc

Resposta:

0., =—3,14ksi e o, =—0,46ksi

conc

CLE
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5) Uma barra trimetalica estd comprimida uniformemente por uma
forca axial P=2000lb aplicada através de uma placa rigida na
extremidade. A barra consiste de um nucleo circular de aco circundado
por tubos de latdo e de cobre. O nucleo de aco tem diametro 0,4in, o
tubo de latao tem didmetro externo de 0,6in e o tubo de cobre tem
diametro externo de 0,8in. Os modulos de elasticidade correspondentes
sdo E, ,=30x10%psi, E_.,=15x10%psi e E_,,.=18x10%psi. Calcule as

aco
tensoes normais de compressao no aco, latao e cobre devido a forca P.

. — 1 P=20001b
ReSpOStaS- o.a(;o = 5,95k51 Tubo de cobre IuDO delatio

D Micleo de ago

o., =—3,57ksi

o, =—2,98ksi
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A variacao de temperatura provoca mudancas nas dimensoes de uma
peca estrutural.

Quando a temperatura aumenta a estrutura sofre uma dilatagao.
Quando a temperatura diminui a estrutura sofre uma contracao.




Estudos experimentais demonstraram que a
variacao de comprimento provocada pela

temperatura em uma barra de material /F\L
homogéneo € dada por:

or =a.AT.L

o. = propriedade do material denominada coeficiente de dilatacao
térmica dado em 1/°C

AT = variacao de temperatura em °C
L = comprimento inicial da barra
O, = variacdo no comprimento da barra



Universidade Federal de Pelotas
Centro de Engenharias

Se a estrutura for isostatica, e a variagao de comprimento provocada pela
temperatura for livre, ndo surgirao tensoes causadas pela variacao de
temperatura.




S
5 -
w
a‘
%

Se a estrutura for hiperestatica, a variacido de
comprimento da barra provocada pela temperatura
sera impedida e surgirao tensoes térmicas.

Estas tensOes térmicas podem atingir valores
elevados, causando danos a estrutura ou mesmo
provocando sua ruptura.

AT
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Por este motivo, em estruturas de grande porte, como pontes, sao feitas
juntas de dilatacdo, para permitir a livre movimenta¢do térmica da
estrutura.
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Calculo do efeito da variacao térmica em uma estrutura hiperestatica
(variacao de comprimento impedida).

Para a resolucao deste tipo de problema, € possivel considerar a
reacao do apoio como reacao redundante e aplicar o principio da

superposicao ’
2t R
Equacio de equilibrio: () _Lo ' |
Ly T Y
Al A ALY 9k
S'F, =0: R,~R, =0 T T
Ra=Rg (1)
AT L AT
sl | Bl | B
A
//RB




Equacao de compatibilidade:

opg =0(2)

AN

Variacao de comprimento provocada pela

temperatura:

or =a.AT.L

Variacdao de comprimento provocada
reacao R,:
Ra.L
Op =—2=
E.A

AT

AT




Equacao de compatibilidade: R4

5AB=5T+5R=O (2) A Al TT A:!: IR

Ra.L
oar =aAT.L-——2——-0
AB EA
AT L AT
RA = EA.O[AT = RB
N = E.Aa.AT i . e i
//RB

N
oT = = E.a. AT <:: Tensio térmica




A barra de aco mostrada na figura esta restringida para
caber exatamente entre os dois suportes fixos quando
T,=30°C. Se a temperatura aumentar até T,=60°C,
determinar a tensao térmica normal média desenvolvida
na barra. Usar E=200GPae a=12x10"° 1/°C .

10mm

10mm

1m




10mm

1m

|

) m—

AT =60-30=30°C

A=10mmx10mm=100mm?*

+TY F,=0:R,=R,=R

0,,=0,+0,=0
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5, =12x107°(1/°C)x30°C x1000mm = 0,36 mm
_ R X 1000mm
200 x 103N/mm? x 100mm?2

O R

= 0,00005R

S 45 = 0,36 + 0,00005R = 0

R = —-7200N = —7,2kN

N =7200N

o=—-= - —72MPa
A 100mm

o=-72MPa
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Exerciceio de fixagdo

6) A barra AB é perfeitamente ajustada aos anteparos fixos quando a
temperatura é de +25°C. Determinar as tensoes atuantes nas partes AC e
CB da barra para a temperatura de -50°C.

Usar :E=200GPa e a@=12x10"°1/°C

o c B
N ——p S ]
A =800 mm? P»
e ——i e A |
A = 400 mm? \ :
s A \ (J: ; B (a) b 34— O

<300 mm>l<300 mm> bssp aloom | 4

Respostas:
04 = 240MPa e o, = 120MPa
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7) Os diametros e materiais de fabricacao do conjunto sao indicados na
figura. Se o conjunto estiver bem ajustado entre seus apoios fixos
quando a temperatura e T;=70°F determine a tensao normal media

em cada material quando a temperatura atingir T,=110°F.
aa]um = 12'8 X 10_6 1/0F abronze = 9,6)( 10_6 1/OF aafoinox

0'9
Gy
@

-
2
20
9
.

=9,6x107° 1/°F

3 - 3 . 3 .
E,.,=10,6(10")ksi E, . .=15(10")ksi E, .. =28(10")ksi
- 2014-T6 Aluminio 304 Aco
: € 86100 Bronze inoxidavel
N )
A 12 in. D
] B C| 4 {n.
T - 6 1t Y
Respostas:
O um =—2,9KSI  © o =—D5,5KSI G0 =—22,1K5I
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8) Os dois segmentos de haste circular, um de aluminio e outro de
cobre, estao presos as paredes rigidas de modo tal que ha uma folga de
0,2mm entre eles quando 7; = 15°C. Cada haste tem didmetro de
30mm, determine a tensao normal média em cada haste se 7, = 150°C.
E.opre= 126GPa e E ;ym = 70GPa
Aeopre = 17x10701/°C e agiyminio = 24x107°1/°C

S
5 -
w
a‘
X

. L

—a n— 0 2mm

- _M—I Resposta:

- 1 F " o =—185,6 MPa
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9) Uma haste macica (1) de aluminio [E=70GPa; a= 22,5x10°%/ °C ] esta
conectada a uma haste de bronze [E=100GPa; a= 16,9x10°/ °C] em um
flange B conforme mostra a figura. A haste de aluminio (1) tem didmetro de
40mm e a haste de bronze (2) tem diametro de 120mm. As barras estao
livres de tensdes quando a estrutura € montada a 30°C. Depois de a carga de
300KkN ser aplicada ao flange B, a temperatura é elevada a 45°C. Determine
as tensOes normais nas hastes e o deslocamento do flange B.

Resposta: 0,=22,6MPa(C), 0,=29MPa(C) e 6;=0,037mm—

2.6m
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10) Um estrutura conectada por pinos consiste em uma barra rigida ABC,
uma haste macica (1) de bronze [E=100GPa; a= 16,9x10°%/ °C] uma
haste macica de aluminio [E=70GPa; a= 22,5x10-6/ °C ]. A haste de
bronze (1) tem diametro de 24mm e a haste de aluminio (2) tem
didametro de 16mm. As barras estao livres de tensao quando a estrutura é
montada a 25°C. Depois da montagem, a temperatura da barra (2) é
reduzida em 40° enquanto a temperatura da haste (1) permanece
constante a 25°. Determine as tensdes normais em ambas as hastes para
essa condicao. Resposta: 0,=33,2MPa(C), 0,=42,7MPa(T)

L — T ) 350 mm
250 mm (1

4




Quando um corpo deformavel € alongado em
uma direcao, ele sofre uma contracao na
direcao transversal.

_ Stransversd

V =

¢longitudinal
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1.7 - Estados Midtiploy de Covregamento —
Generalizagdo do Lei de Hooke

Até agora, nosso estudo se limitou a analise de barras delgadas
submetidas a cargas axiais, isto ¢, dirigidas ao longo de um eixo
somente.

.\.

|
i Oy Ox

I
() ol S—
/
74
7/

(a) N (b)

Tensdo normal em cubo elementar Tensdao normal em um elemento plano
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Passamos agora a considerar elementos estruturais sujeitos a acao de
carregamentos que atuam nas direcoes dos trés eixos coordenados,

produzindo tens6es normais c,0,eaq, .
Temos entdo um ESTADO MULTIPLO DE CARREGAMENTO ° -

OU CARREGAMENTO MULTIAXIAL.

S
@

-

2‘
Z

(a)

Cubo elementar original de arestas de Cubo elementar deformado

comprimento unitario



Para escrevermos as expressoes das componentes de deformacao em funcao
das tensoes, vamos considerar separadamente o efeito provocado por cada
componente de tensao e superpor os resultados (principio da superposicao).

Considerando em primeiro lugar a tensao O,
causa uma deformacio especifica de valor o /E na direcdo do eixo x e de
—vo, / E nadirecioyez.

Generalizacido da Lei de Hooke para

E,=———+———= .
y E E E carregamento multiaxial
Lembrando:
VO /1s : /e
& =— VO, _"Z» + O, Valido para o regime elastico e

deformacdes pequenas!
Deformacao positiva - expansao
Deformacao negativa - contracao



g"iﬁosﬁo@ Universidade Federal de Pelotas
‘:‘v Qg Centro de Engenharias

% pe
RS pras™
7 b o ~
Exercicio- de fixagdo:
11) Um circulo de diametro d=230mm é desenhado em uma placa de
aluminio livre de tensoes de espessura t=20mm. Forcas atuando no
plano da placa posteriormente provocam tensdes normais o, =84MPa
e 0,=140MPa , Para E=70GPa e v=0,33, determine a variacdo (a) do
comprimento do diametro AB, (b) do comprimento do diametro CD, (¢)

da espessura da placa e (d) a dilatacao volumétrica especifica.

Respostas:
(a)6,5=122,6pm (b)6,,=368 pm (c) 6,=-21,2 um (d) 0,00107




Volume: v=(1+¢,)(+¢,)(+¢,)

Mudanca de volume:

e=v-1=(1+¢,)(1+¢,)(1+¢,)-1

As deformacodes especificas sao muito menores

e

~

que a unidade e os produtos entre elas podem

ser desprezados.

e=¢g,+&,+8, j

y

Dilatagcdao volumétrica especifica

AV
Aplicando a Lei de Hooke Generalizada: e= 7
oy+oy+o 2vlioy, +oy +0
e= ( X y z )_ ( X y Z) /
E E
(L-2v)

E

(O'X +O'y +CTZ)
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Pressao hidrostatica uniforme:

GX:O-y:GZ:_ O-Z:_p
.y
3(1-2v) . Ry
- E
/ \
Moédulo de elasticidade de volume: oy =—p { oy=-P
k — E Tensio hidrostética
3(1-2v)



g"iﬁosﬁo@ Universidade Federal de Pelotas
‘:‘v Qg Centro de Engenharias

%%M;
7 e o ~
Exercicio- de fixagdo:
12) Um bloco cilindrico de latdao, com 160mm de altura e 120mm de
didametro é deixado afundar num oceano até a profundidade onde a pressao
é de 75MPa (cerca de 7500m abaixo da superficie). Sabendo-se que

E=105GPa e v=0,35, determinar: (a) variacao do altura do bloco (b) sua
variacdo do diametro (c) sua dilatacdao volumétrica especifica (d) variacao

do volume
Respostas: (a) 6,=-34,2um (b)§,=-25,7 um (c) e=-6,42(10%) (d)AV= -
1161mm?3 e
g ,J =g
160 mm
i J

12-0 mm
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Exercicio de fuxagdo:
13) A figura mostra um bloco de aco submetido a acao de pressao uniforme
em todas as faces. Mediu-se a variacdao do comprimento AB, que foi de -
24pm. Determinar: (a) variacao do comprimento das outras duas arestas (b)

a pressao p aplicada as faces do bloco. Adotar E=200GPa e v=0,29.
Respostas: (a)6,=-12um (b)3,=-18 pm (c) p=-142,9MPa
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Exercicio de fuxagdo:

14) Um bloco feito de liga de magnésio (E=45GPa e v=0,35). Sabendo que
0,=-180MPa, determinar: (a) o, para qual a varia¢do do altura do bloco ¢
zero (b) a correspondente variacio da area da face ABCD (c) a

correspondente variacao do volume.
Respostas: (a) o, =-63MPa (b) -4,05mm? (c)-162mm?

?/L
S A
25 H\le“--?z"%s’ B
l“-"&‘:"-‘\- o I
S oAl TS
AR

B
| ¥ r . 1
p
10 mm ' ¢l LA R LB
v | ¢ -
y ¥ v "\'4; o

~S8 Ry
. 0
> e . "‘ /'N

~ . D
l““llllll‘ /1‘ 2



Até agora, se admitiu que a tensdao média, de acordo com o valor
determinado pela expressao, c=P/A € a tensao critica ou significativa.

—

RRANANA] ittt

[RLRRNAN

RN

O mix = KO nom

Trajetdrias de tensoes e distribuicdes de
tensdes normais para barras planas com:
(a) entalhes

(b) furos centralizados

(o filetes laterais



Fator de concentracido de tensdes K

\ \\
™
2 _ 120
2 - e ._-.- 1
o T
v p D N
T =1,104
P
— .i") T=ESDEHHHT&
(T P [
K=" nom = _ 5
T om 0 fd
| |
0 0.05 0,10 0,15 0,20 0,25
r

Relagao

i

0,30



. Fator de concentragio de tensoes K

3.0

29
2.8
2,7
2.6
2,5
2.4
2,3
2.2
2,1

2.0

] |
\ I = espessura
P P
\\ - Dl ﬁ E |d —_—
AN gnl:it — P -
\ K= nom Tnon= HD-d)
\\\
\\
R"‘\._
'\\-\
_-“-_-""‘-I-...______-_____‘
0 0,1 0,2 0,3 0.4 0.5 0.6 0,7 0,8
Relagiao —

D



Fator de concentracao de tensoes K

1.0

K=

o

t = espessura

X

LI L)

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
Relagio -

(=W

0.30



O componente de maquina mostrado abaixo tem 20mm de espessura e €

feito de bronze C86100. Determine a carga maxima que pode ser aplicada
com seguranca se for especificado um fator de seguranca de 2,5 em relacao

a falha por escoamento. Dados: (G, )pronze=33 1MPa.

Orificio com 27 mm de didmetro

Raio de 15 mm
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A tensao limite do bronze é 331MPa. A tensao admissivel, com base no
fator de seguranca de 2,5 é 331/2,5=132,4MPa. A tensao maxima no
componente de maquina ocorrera no filete entre as duas se¢cées ou no

contorno do orificio circular. Cfm 27 mm de difmetro
5 \_T-_
- —b—%‘,r'nm 60inm— .
D
— = %ﬂ — 1;5 Z = 15mm = 0125 K E 1)73 V’\RaiodclSmm
d 60mm d 60mm
3.0 | . 0 max = K0 nom
t= espessura_
»* < P P
3 2 i T 0 max = K—
& h , td
Z 24 kTms o _ P
S g, T
.?:; . 0 maxt d
g 20 L] — o
g 1.8 E"‘“‘*—-—
I e SN p 132,4MPa X 20mm X 60mm
I . J 1,73
1.0 | P =91.838N = 91,8kN
0 0,05 0.10 0,15 0,20 0.25 0,30
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d



Universidade Federal de Pelotas
Centro de Engenharias
f' Orificio com 27 mm de didmetro

- N

&=m —b—%rm ,6oinm— =

Raio de 15 mm

d_zrmm _ . K = 2,36
D 90mm

0 maix = K0 nom

3.0 T T P

29 = espessura | o méx — K—
VBN . S (0 —d)
% 2,7 \\ K=z:u—:' U“*"‘-FI(DFid} 1 p— o méxt(D — d)
2 26 K
2 24 N 132,4MPa X 20mm( 90mm — 27mm)
g 23 < b= 2,36
g 22 e
- P = 70.688N = 70,7kN

2.0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 _
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Exercicio de fuxagcdo
15) O componente de maquina mostrado na figura tem 12mm de
espessura e € feito de aco. Os orificios estao centrados na barra. Determine

a maxima carga P que pode ser aplicado com seguranca se for especificado

um coeficiente de seguranca de 3,0 em relacao a falha por escoamento.
Dados: (G, ) 1co=910MPa

ago
Resposta: 103,3kN 30 . e
10 dametr 29 I = espessura |
/-P'—'__ =111 e o \ [ p p
<28 b \ﬂd — ]
A | . ,
= 2‘7 |- —r S S S — |- — Ymin _
p L P B \ . K=o twm= 10 0)
=26
- 100 mm  w 35 mm ‘ g N '
g 24
S \\
2 23
E BREN
g 22 i
2,1
NNl
2.0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Exercicio de fuxagdo:

16) O componente de maquina mostrado na figura tem 8 mm de espessura
e € feito de aco. Determine a maxima carga P que pode ser aplicado com
seguranca se for especificado um coeficiente de seguranca de 3,0 em

relagdo a falha por escoamento. Dados: (oy, ),,=427MPa
Resposta: 30kN

Orificio com 15mmde diametro

10 mm

= ﬂnm 120 mm - =

Raio de 16mm

Raio de 10mm



